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Versolüedene  Darstellungen  der  Besnltante 
zweier  binären  Formen. 

Von 

Leopold  Schendel. 


In  der  vorliegenden  Abhandlang  stellen  wir  die  Besnltante 

der  binftren  Formen  a|"'|>">  und  o^'^p"*  als  Resultante  der  in  den  Formen 
a,""aj^"«-"*j>"*+'»«-^  und  Oj^^aj  g"»~^p"»+"«-^  durch  die  Grössen  a^^*"^ 
und  a,  jj*»""*  linear  yerbundeneUf  für  die  Grösse  p"»+"«"-i  linearen  Formen 
durch  die  Determinante 

und  darnach,  indem  wir  diese  Determinante  umformen,  unter  der  Voraus- 

Setzung  «i>«2  ^°  der  Verbindung  mit  dem  Factor  (— 1)  ''(aj"»ei"«)*»~"« 
durch  die  algebraisch -symmetrische  Determinante 

und  demnächst  i^  der  Verbindung  mit  dem  Factor  (—1)^^'^  durch  die 
Determinante 


dar. 

Nach  der  Zusammensetzung  ihrer  Elemente  können  wir  dieser  letzteren 
Determinante  auch  die  Form 


geben  und  sie  ableiten  vermittelst  der  Form 


iri.»,-.l 


Eine  eigenartige  Darstellung  der  binSren  Formen  als  Aggregat  von 
zwei  Gliedern  führt  nun  auf  die  allgemeinere  Form 


Vermittelst  derselben  leiten  wir  für  die  Resultante  die  Gleichung 

Z^fcbrilt  t  Mathematik  u.  Phydk  XXXin,  1.  ^.^.^^^  ^^  GoOglC 


2  Ver8ch.  Darstellungen  der  Resultante  zweier  binär.  Formen, 

für  t(;  =  0,  . . ,  91^  ab  und  geben  im  Anscbluss  daran  die  Gleichung 


oder 


iv-t 


für  «;  =  0,  1,  ... 

Die  Form  aber  jeuer  Determinante  weist  bin  auf  ihren  Zusammenhang 
mit  der  Form 

(r ;  n^  a^'  o,"»  f/'""»  |  f,-*"  fg*""'  «i*""  '  ^2""'  P"'~^  Pi'''"^ 
Wir  zeigen,  dass  für  das  combinatorische  Product  i?,"!?^"  die  Gleichung 

und  ferner  die  Gleichung 

I Pi'Pi'  =  kl «2  Pi"~ ^ ft" "" ' •  /^i P2 1 h h 
besteht.     Jene  Form  stellt  sich  auf  Grund  der  Beziehung 

|c,e^=  (r;  n)  fi"-'"  V'  «/"^  ^2'"''     . 
auch  in  der  Form 

die  sich  aus  zweistufigen  Determinanten  zweiten  Grades  zusammensetzt;  dar 
und  geht  aus  der  Grösse 

durch  Division   mit  der  Grösse  PPl\tl^  hervor.      Auch   vermittelst  dieser 
Grösse  l&sst  sich  die  Determinante,  die  sich  alsdann  in  der  Form 


( I  a,"»  ag"»  t{' "  "•  kl  ^2  ^2"' " "')"•  f i"'""  *  •  •  ^a"'""  ^  (02"*)"'  ~  "'  ^  1"' "" """"  * 


*2  I  *1  •  •  *2 


darstellt,  ableiten. 

Ferner  geben   wir  für  die  Besultante  auf  Grund  des  Satzes,   dass  die 
Grösse  , 

durch  die  Grösse  VPi\^\h  theilbar  und  als  Summe  aus  einer  gleichartigen 
Grösse  und  einem  mit  dem  Factor  <i^^p^*'PPi\^if%  behafteten  Aggregate 
darstellbar  ist,  die  Determinanten 
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Google 


Von   L.    SCHENDBL. 


und  

die  mit  der  vorher  genannten  Determinante  in  ihrem  Werthe  genaa  über- 
einstimmen, und  von  denen  die  letztere  ihr  auch  in  der  Zusammensetzung 
der  Elemente  gleich  ist  und  aus  der  ersteren  dadurch  erhalten  werden  kann, 
dass  man  zu  einem  Theile  der  Elemente  dieser  Determinante  gewisse  Grössen 
additiv  hinzufügt. 

Endlich  leiten  wir  den  Satz  ab,  dass  die  Form 


v  =  0,  ..,  «i-fij  +  l, 
die  man  erhält ,  wenn  man  aus  der  Form  a^^^p^^  die  Grössen  p"»  c/"^€2"»+*~% 
. .,  p"'  Cg**^  vermittelst  der  Form  a^^%^*  eliminirt  uj&d  das  Eliminationsresultat 
durch  p'i^  dividirty  mit  der  Form  a^^p^  eine  Resultante  hat,  die  sich  von 
der  Resultante  der  Formen  a^'^p^'  und  <i^p^  nur  durch  den  Factor 
(oj"*«,"«)*^'^"**  unterscheidet,  und  stellen  darnach  die  Resultante  (a^"»)"» 
(aj"»)"»«!«^"'*»  in  der  Verbindung  mit  dem  Factor  {a^B^y^"*"^^  durch  die 
Determinante 

für  V  =  0,  . . ,  t»i  —  »2  + 1   und   femer  in  der  Verbindung  mit  dem  Factor 
(—l)v'''(fl^"«  £,"»)*(**»-')  darch  die  Determinante 

fttr   v  =  0,  ..,  «£  — Wj   und  in  der  Verbindung  mit  dem  Factor  (—1)^  *  ^ 
(aj"*£g"t)*(»»«-0  durch  die  Determinante 

(ai»*(fl2"»)*f/-*f2''»"^+*  *..  eg**»""«! «7^£/-*  f8'»»+*-''. .  f^*)""*  +"•+«'  5j-«i+»«+»- > 


für  v  =  «i— n^,  w,  — n^  +  l  dar.  Für  v  =  0  stimmen  die  ersteren  zwei 
Determinanten  mit  den  entsprechenden  vordem  gegebenen  Determinanten 
überein  und  für  v  =  n,  — Wg  nehmen  die  letzteren  zwei  Determinanten  die 
Form  der  algebraisch  -  symmetrischen  Determinante 


an. 
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4  Yersch.  Darstellungen  der  Besnltante  zweier  binär.  Formen. 

1.    Die  Besnltante  der  bin&ren  Formen 
ist  die  Grösse 

die  das  Prodnct  der  n^n^  Determinanten  darstellt,  die  man  unter  der  Vor- 
anssetzong  ^ 

aus  der  Determinante  . 

dadurch  erhält^  dass  man  den  Grössen  x^^  x^  auf  alle  möglieben  Weisen 

die  Werthe 

Xi  — 1,  ..,  n^;     Xj«-1,  ..,  fij 
beilegt. 

Sie  erweist  sich  durch  die  Form 

in  welcher  sie  darstellbar  ist^  als  eine  ganze  rationale  Function  der  Coeffi- 

cienten  der  gegebenen  Formen^  welche  diese  bezw.  in  den  Dimensionen  n^ 

und  n^  enth&lty  und  deren  Verschwinden  das  Yorhandensein  einer  Grösse  p 

anzeigt,  ftir  welche  beide  Formen  yerschwinden. 

Die  Besnltante  der  m  linearen  Formen 

a^Py  •.,  OmP 
stellt  sich  in  der  Form 

dar.  In  derselben  Weise  ist  daher^  wenn  man  erwägt,  dass  sich  die  Grösse 
|)"— ^  aus  n  Einheiten  zusammense^t^  die  Besnltante  der  zwei  binfiren 
Formen  durch  ihre  Coef&cienten  darstellbar^  wenn  man  n  von  einander 
unabhängige,  für  die  Grösse  p^^^  lineare  Formen  anzugeben  yermag, 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  sie  für  eine  etwaige  gemeinschaft- 
liche Verschwindnngsgrösse  der  gegebenen  Formen  auch  verschwinden  und 
dass  in  ihrem  Producte  die  Coefficienten  derselben  in  denjenigen  Dimen- 
sionen auftreten,  in  welchen  sie  in  der  Besnltante  vertreten  sind.  Die 
Besnltante  dieser  Formen  kann  sich  von  der  Grösse  {a^^y^{a^^e^e^^ 
höchstens  nur  durch  einen  von  den  Coefficienten  unabhängigen  Factor 
unterscheiden  und  ist  ihr  gleich,  sobald  sie  ein  in  dieser  Grösse  auftreten- 
des Glied  enthält,  sobald  also  zur  den  Gliedern^  aus  denen  sie  sich  zusam- 
mensetzt, z.  B.  die  Grösse  _  __ 

gehört,  welche  sich  in  der  Form 

durch  die  Gleichung  (ai*»)"*(ei"'a8"«e,"»)»> 

als  ein  Glied  der  Grösse  {a^^)^  {a^y^  e^e^^^^  erweist. 

Hinsichtlich  des  Yerschwindens  verhalten  sich  nun  wie  die  gegebenen 
Formen  die  »i  +  Wj  für  die  Grösse  |>*i+"«~i  linearen  Formen  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von    L.    SCHENDEL. 

welche,  linear  yerbonden,  in  den  Formen 

enthalten  sind,  nnd  deren  Prodaet  wie  die  Resultante  jener  Formen  die 
OrQsse  a^">  in  der  M^ten  nnd  die  GrOsse  a^  in  der  n^ten  Dimension  ent- 
hält.    Ihre  Besoltante  hat  die  Form 


(Oj-O*^  «l'H-l..  e^«4-l  (O^ih)«!  £^n,-l^    g^i.,-1  I  ^^n,+«4-l^^  ^^«.+14-1 

und   z&hlt  augenscheinlich,   wenn  man  dem  rechts  stehenden  combinatori- 
schen  Producte  die  Form 


giebt,  die  Grösse  (a^^B^^y^{a^z^^'^  zu  ihren  Gliedern. 

Folglich  ist  die  Resultante  der  Formen  <i^p^  und  a^p^ 
{a^y*  {a^Y'  eje^"»"» 


In  dieser  (n^  +  ^)  stufigen  Determinante  ist  das  (x,  A)te  Element  ftlr 
und  das  (^  +  x,>t)te  Element  für  x  » 1,  ..,  ti^ 


^«.j^m-x^x-l  j^n^+iH— ij^i-l  «  a8"*ej"i-^+»f^i— * 


cj  -  ■      ej 


2.  Die  Resultante  ist  unter  der  Voraussetzung  n^^n^  auch  durch 
eine  n^  stufige  Determinante  darstellbar,  die  man  durch  Umformung  der 
(f»!  +  ti))  stufigen  Determinante  erhftlt 

Wir  geben  dieser  Determinante,  indem  wir  jeden  Factor  des  links 
stehenden  combinatorischen  Productes  mit  s^^"^  und  jeden  Factor  des  rechts 
stehenden  combinatorischen  Productes  mit  e^"*""*  yerbinden,  die  Form 


und  multipliciren  sie  mit  der  Determinante 


welche  der  Grösse  (oi*«  «i*»)*«  """*  gleich  ist.     Wir  erhalten  alsdann,  wenn 
wir  bemerken,  dass  die  Grössen 


für 

und  

für 

X""l,  •.,  Wj^       A«**l,   .«,  W|  —  W^ 

Digitized  byCjOOQlC 


6  Versch.  Darstellungen  der  Resultante  zweier  binär.  Formen. 


•infolge  der  für  diese  Werthe  geltenden  Belation  —n^  +  n^  —  x+KO 
verschwinden,  mit  Rücksicht  auf  den  Laplace'schen  Determinantensatz 
die  Gleichung  _ 

(tti*»  «i"»)"»  ■"  "*  •  (aj"»)"*  («2**")*'  ^  ßg*'  **•  

und  darnach  die  Gleichung 

Wird  in  dieser  Determinante  an  die  Stelle  des  Factors 


die  Grösse 


ag«»«g*»""»  fi*"^  fig"*""* 


Oj"»  ffj"» — *+'■  £g*— »^  Og"*  fg*^  "*«  fi*""  ^  eg"'  ""'■ 
gesetzt,   so   verschwindet   sie   für  r«l,  ..,  x  — 1    und  nimmt  für  r  =  x 
den  Factor  Oj^^b^^^  an,  und  tritt  an  seine  Stelle  die  Grösse 


so  verschwindet  sie  für  r  » 1,  ..,  x. 

Setzt  man  also  an  die  Stelle  des  Factors 

Og*^  f g"»  ~" "« 6j'--  *  £g"i  -  * 
die  Grösse  


(r;  x)  Ol»»  Og"»  fg«»-"«  I  £!«»-*+'•  eg«-'- c/-*  Cg«. -'' 
und  nimmt  diese  Operation  mit  allen  Factoren  des  combinatoriscben  Fro- 
ductes 

der  Reihe  nach,  den  Werthen  x^n^,  ..,  1  entsprechend,  vom  letzten  bis 
zum  ersten  vor,  so  nimmt  die  Determinante  den  Factor  (a^^^  s^^  )**'  an  und 
ist  also  gleich  dem  Quotienten 

(ai"')*^  €j»l-l..gg'».-l  (a^««  Og*««  £g"«-"»)ni  (r;  1)  €^»i-l+r£^l-rg^r-lg^«,~r 

In  dem  Dividendus  verschwindet  aber  das  {n^  +  %^l)ie  Element 


(r;  x)  Ol»'  Og"»  ag»'-"*  |  «i"«  '-:''+'"«g*-''ei'— ^  Cg'»'"'"  ei**»'-^  fg^-* 
oder 


(r;  x)  ai*«  Og"» fg"i-«^  I  «!'••-*+'" Cg'^-'" «i«»»' -^-'•+1  fg-*i +^+'—A 
für 

weil  für  r<ni  — A  +  1  der  Exponent  —«i  +  A  +  r  — 1<0  ist  und  für 
r>ni  —  A  +  1  in  der  Summe  der  den  Werthen  r^nj  —  A  +  1,  ..,  x  ent- 
sprechenden Glieder  die  vom  Anfang  und  vom  Ende  gleichweit  abstehenden 
Glieder  entgegengesetzt  gleich  sind,  der  Dividendus  ist  somit  nach  dem 
Laplace 'sehen  Determinantensatze  gleich  dem  Froducte  aus  der  dem  Di- 
visor gleichen  Determinante 
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und  der  Determinante 


und  also  jene  Determinante  gleich  dieser  letzten  Determinante  und  darnach 
gleich  der  Determinante 


Nun  kann  die  Grösse 


(r;  x)  a^*'  a,"«  f/«-*^  1 6^-'"  c/-^  g/i-*  e/-^  £/-i  ef^'', 

da  für  r  >  X  der  Exponent  «^  —  x  +  r  >  n^  ist,  durch  die  Grösse 

(r;  nj  fli»'  o^"«  «g*'"""  I  «1""*  «j'"'"*  fj"«-"'«,«-^  f/-  ^  £,-'*, 
ferner  auch,  da  die  Grösse 


(r;  n,)  aj»'  Og"*  «a««-"«  |  fi""* f,''"" ^  «i'?'-"'' e/"^  5i'*^'«2"''" «i"'""^ «a^^^ 
infolge  des  Umstandes,  dass  die  Grösse 

(r ;  x)  a^»'  aj"«  €jj"' '""'  I  «1^*^"*  +  %*"^  ^^n,-a~r+l  ^^i+r-l 

sich  Yon  der  Grösse 

f&r  X  >  A  nur  am  die  verschwindende  Grösse 


(r;  X  -  A)  a^«'  ag»« eg«'-"»  |  fj^i-'+'-fg'^-'-fi-t-i-r+i  j^^+r-i 

unterscheidet,   hei   einer  Vertauschung   von  x   und   A  ihren  Werth  unver- 
ändert heibeh&lt,  durch  die  Grösse 

und  demnach  durch  die  Grösse 


(r;  n,) ai"'  a,*^  «j»'-»«  |  Ci-'*  e/- ^  «/""^ «»"'"  «i*'"' «/""^ 
ersetzt  werden.    Folglich  ist  die  in  Rede  stehende  Determinante  und  somit 

(- 1)^« ^  (a^"'  e^')*'  ■" "•  •  («a*')"*  («2"*)*'  «1  ^"' "• 
Dieser  Gleichung  gehen  wir  die  Form 

und   bemerken,   dass   der  (n^  +  l  — x)te  Factor   des  links  stehenden  com- 
binatorischen  Producies 

(r;  «ij  a|    a^  >  Cg  '      » |  f j      e^        *i        *2       ^i         ^a 
oder  

(♦•;  »»i)  V  «2*^  «2"'""*  i  «1"  ~'"^'' «a"'"'*  ^r"^  ^2^'* 
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flir  x<«i  — «j   infolge   der   dann   geltenden  Relation   f»|  — x  +  r>w,  die 
Form  

annimmt.     Berücksichtigen  wir  also,  dass  die  Grösse 


a^i  ej""*»  ff/""^ €,"»"* c/""^  «j"»""*'  —  fli*^  €j"*-*+''fg''— " 
für   X  ^  fii  —  «2    und   v  >  «i  —  «^    verschwindet,    weil   für   diese    Werthe 
n^  —  X  +  V  >  f»!  ist,  und  femer  die  Grösse 

n        «2         n        *«  ' 

für  1/  »  X  der  Eins  und  für  i/  >  x  der  Null  gleich  ist,   so  Iftsst  sich  der 

(n, +1  — x)te  Factor  für 

»  —  1,  ••>  ^  — ^ 
m  der  Form 


..  +  €,»»-*»« «2"*"*- (^;  ^i) öl"'  «2"* £2*»""*  I  «1-'* €/"*  £/-*  «2"'* ^i"* ~ ^  «,*»""••» 

und  für 

X  —  «1  — fl,+l,  .,,  «1 

in  der  aus  dieser  durch  Weglassung  der  Grösse  o^"*  b{'^  hervorgehenden 
Form  darstellen ;  und  es  ist  daher  bei  Berücksichtigung  der  Gleichung 

(ii..am I  ei... c,n . «i-fm I A..Pm  "=  (v;  w) a^e, .  €r.. (v;  w) a^e^-fy  Ia . .jPm 
die  in  der  obigen  Gleichung  auftretende  Determinante  gleich  dem  Producte 
ans  der  der  Grösse  (ai**£i"*)**«~"*  gleichen  Determinante 

und  der  Determinante 


..  Ci"«-i  eg"»-«^  (og««)"' ^"«  Ci'»»-*»-^ .  Cj«t-«.-i  I  ej*'-i. .  f^**'""^- 
Denmaeh  gilt  für  die  Besultante  der  Formen  a^^p^^  und  a^p^  die  Gleichung 

(— l/»^(ai»0"»(a2"«)»«eie8'»«"«   

*"  ((r;  nj  Oj*'  o,"«  «g*  -«« |  fi""''c2'*~^  «i*""*  «2""" e,"'""')"'  «i"*"^ 

In   der  in  ihr  auftretenden  Determinante  setzt  sich  das  (x,  ;i)te  Ele- 
ment  für  x  » 1,  ..,  fig 

(r;  «1)  aj»«  a^  ^»»-"»  |  «i""'"««'""*  «i*"""^  «2^''  «i"*""'  62»i-"»+x-i  ^n,^i  g^i-i 
aus  Gliedern  von  der  Form 


Ol*"  Og*»  «2**""*  I  £1"«""''+'' fj"«  ""»+*-"'*  £1*'—^-'"+*  €j^+'—* 
oder 


zusammen,    in    der,    wenn    man    berücksichtigt,    dass    die    den    Werthen 
r  —  1,  ..,  n^— nj  +  x  —  A    entsprechenden    Glieder   in   ihrer   Summe   und 
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auBserdem  alle  Glieder,  in  welchen  n^  —  ti  +  r>ni  oder  w^— A  — r  +  l<0 

ist,  einzeln  yerech winden,  für  r  die  Beziehungen 

r<ni  — fij  +  x,     r^l,     r^w^  +  l  — A,     r^n^  — fi^  +  x  — A  +  l 

gelten. 

Wir  setzen  .  .  - 

^  —  f»!  —  «,  +  x  —  r  +  1. 

Alsdann  ist  infolge  der  Beziehungen 

^^1,     Q^n^  —  n^  +  x,     ^^A  —  w^  +  x,     Q  ^^ 

in  der  Determinante  das  (x,A)te  Element  für  x  — 1,  ..,  n^ 


ein  Aggregat  von  Gliedern,  die  ans  der  Determinante 


dadurch  hervorgehen,  dass  man  der  Grösse  q  alle  diejenigen  Zahlenwerthe 
beilegt,  welche  den  Zahlenreihen 

1,  ..,  fii-Wj  +  x;     A  — fij  +  x,  ..,  A 
gemeinsam  sind,  und  ausserdem  das  (n^  +  x,  >l)te  Element  für  x  « 1, . .,  n^  —  n^ 


3.   Wir  stellen  das  Aggregat  derjenigen  Glieder  der  Grösse 

a«  —  a"  fi».  gj"  H ha*  «,*.  e,", 

in  welchen  die  Grössen  e^^<  und  Sg^«  auftreten,  durch  die  Grösse 

a"  «i*»  «2*«  Sj^i  €2*" 


dar  und  bestinmien  darnach  die  Grösse  g^b^^b^  durch  die  Gleichung 


Das  aus  der  Determinante 


für  die  den  Zahlenreihen 

1,  ..,  n^  —  n^  +  %\     A  — fij  +  x,  ..,  X 
gemeinschafÜichen   Zahlenwerthe   der   Grösse    q   hervorgehende    Aggregat 
ergiebt  sich,  wenn  wir 

^i  —  ^h  +  1  — ?>     V2  =  fi2  — X  — A  +  ^ 
setzen,  aus  der  Determinante 

a^  «2*'  ^  h^  I  ^1'''  ^2""*'  h^^  ^~** 
ftlr  diejenigen  Werthe  der  Grössen  v^  und  v^i  solche  den  Bedingungen 

fl2  +  l  —  X^l/l<Wl,       0^V2^**2""*k 
Vi+V2'=«l  +  ^  +  l  —  «  —  ^ 

genügen;  es  ist  daher,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass  die  Grösse 
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durch  ein  Aggregat  yon  Gliedern  dargestellt  wird,  die  aus  der  Grösse 

für 

hervorgehen,  in  der  entsprechenden  Darstellung  der  Grösse 


der  Coefficient  der  Grösse  €^"'""^62^"^  '^^^  somit  in  der  Form 


darstellbar. 

Die  Determinante 


((r;  ni)  aj"'  Og"»  Cg'»«-"'  |  fi"-'* «2''"^  f/""^  «2~'*  f«"'"'^)'^  f/«-^ 
..fg**»- 1(0^5"»)»'-"»  fj»'-««-!..  6/'-««-*  I  f^~i..  f,«'-i, 
welche   die  Resultante   (oi"")"«  (ai*^)»*  61^1"'*^   in   der  Verbindung   mit  dem 
Factor  (—1)^*^  darstellt,  kann  also  auch  in  der  Form 

(a^nzyt-m  ^^«,-ns-l^^  ^^»i-nj-l  I  f^ni-1^    j^«, -1 

dargestellt   werden   und   erscheint   in   dieser  Form  als  die  Resultante  der 
aus  der  Form 

welche  offenbar  der  Form 


(r;  «J  ai««  02**«  fg**  ■"**  I  h"''  ^2*"""^  ^i''"*  fj}"'*  fi*'*"'*  fg«i -'•i+'f-ijp'H-i 
gleich    ist,   für    x  =  l,  ..,«2   hervorgehenden   w^    und    der    in   der  Form 
a^nf  ^ni—nt—ipn,—!  ^^jj-q}^  ^j©  Grössc  a"»""*^""^  linear  verbundenen  n^  —  n^ 
Formen. 

4.  Die  Grösse  a"  ist  für  r^  +  r^  <  w  + 1  als  Summe  zweier  Aggregate, 
von  denen  das  eine  alle  Glieder,  in  welchen  die  Grösse  fi**'  auftritt,  und 
das  andere  alle  diejenigen  Glieder,  welche  die  Grösse  f^^  und  nicht  zu- 
gleich die  Grösse  f^'"'  enthalten,  umfasst,  in  der  Form 

darBteUbar.  '"'  =  ""  ^"^'  '^''  + ''"  (*^' "  '^^'  '^"'^  '*'' 

Stellen  wir  daraufhin  die  Formen  a^"'!)'*'  und  aj'^'jp'**  in  der  durch 
die  Gleichung  

gekennzeichneten  ^Form  dar,  indem  wir  die  Grösse  w  als  kleiner  oder  höch- 
stens gleich  der  Grösse  n.^  annehmen,  so  treten  an  ihre  Stelle  zwei  für 
die  Grössen 
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lineare  Formen  ^  deren  Resultante  die  Form 

ISli. 

Diese  Form,  die  nach  ihrer  Entstehnngsweise  fQr  eine  etwaige  ge- 
meinschaftliche Verschwindungsgrösse  der  Formen  aj"  j)*"  und  a^^^p^*  auch 
verschwindet,  setzt  sich,  wenn  man  wiederum  berücksichtigt,  dass  die 
Grösse  

durch  ein  Aggregat  von  Gliedern  dargestellt  wird,  die  aus  der  Grösse 

fOr 

V  ■-  Xj ,  . . ,  n  —  X, 

hervorgehen,  ans  Gliedern  zusammen,  die  man  aus  dem  Ausdracke 


für 

i.»ii.  vi-w  +  l-x,  ..,n,;     Vj  —  O,  ..,  w-x 

erhSlt. 

Fügt  man  zu  den  ans  ihr  für  x  » 1,  . . ,  ir  hervorgehenden  to  Formen 

die  in  den  Formen  aj"«a-^**~*'~^j>''^+"»~'*'""^  und  Oj^^a- J''""*'''^i)*'+'*'""""~* 

durch   die  Grössen  a.  J^"^^"^  und  a,  J*'^'""'^  linear  verbundenen  n^  —  w 

+  nj  —  w  Formen  hinzu,  so  erhält  man  in  ihrer  Resultante 


die  Resultante  der  Formen  a,*«i>"'  und  a^^p**. 

In  dieser  Determinante  ist  das  (x,;i)te  Element  für  x  » 1,  ..,  to 

ein  Aggregat  von  Gliedern,  die  sich  aus  der  Determinante 

aj*'  f^»«  Og"«  t^  I  «1*1  «2*^*»  «i^*^r^ 
fOr  die  den  Bedingungen 

«?  +  l  — x^  Vj  ^  w^,     0  <  vg  ^  t(;  — X, 
Vi  +  Va  — w,  +  fig  +  l  — X  — A 
genügenden  Werthe  von  v^  und  vg  ergeben,  oder  also,  wenn  wir 

»'i""«i +  !--?>     Vg«ng  —  X  —  A  +  ^ 
setzen  und  bemerken,  dass  q  nach  der  ersten  Bedingung  nur  die  Werthe 

1,  ..,  n^  —  w  +  n 
und  nach  der  zweiten  Bedingung  nur  die  Werthe 
A  — n^  +  x,  ..,  A  — ng  +  tr 
annehmen  kann,  ein  Aggregat  von  Gliedern,  die  aus  der  Determinante 
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dadurch  hervorgehen,  dass  man  der  Grösse  q  alle  diejenigen  Zahlenwerthe 
beilegt,  welche  den  Zahlenreihen 

1,  ..,  f»!  — «?  +  Jc;     X  —  n^  +  K,  ..,  X  — «,  +  «? 
gemeinsam  sind« 

Femer  ist  das  («?  +  x,  iL)te  Element  für  x  ■- 1,  ..,  n^-^w 

nnd  das  (»j  +  »,  A)te  Element  für  x  —  1,  ..,  n|  —  i^ 

Die  letzte  Determinante  enthält,  da  der  Werth  q  ^  n^  +  1  nicht  zu- 
lässig ist,  die  Grösse  a^**  «j*"  a,"«  f,*^  nur  für  ^  —  1,  x  +  A  --  ^  —  n^,  und 
zwar  wird  sie  für  diese  Werthe  ihr  gleich.  In  der  die  Resultante  dar- 
stellenden Determinante  tritt  daher  diese  Grösse  für  x  —  1,  . . ,  t(;  nur  als 
(x;  ^^  +  l'~'x)tes  Element  und  somit,  wenn  wir  dem  rechts  stehenden 
combinatorischen  Producte  die  Form 


geben,   offenbar   die  Grösse   (öi"»  f^*')"»  (a^** « j*«)*'   in  der  Verbindung  mit 

dem  Factor  (-i)''^'^"~^+(*)  als  Glied  auf. 

Es  gilt  also  für  die  Resultante  der  Foimen  ai^^p*^  und  a^p^  die 
Gleichung  ^  (^i)-<-->+(?).^^^^^ 

..  €2'^-"«'-^  (Os"*)"«-«'  €i»'-^-^.  Cj"»-«^-!  I  «^«l+»4-w-l..  f^-l+nt-tc-1^ 

und  zwar  für  .«       n         ^ 

Die  den  Werthen  tc; »  0  und  ir  »  n^  entsprechenden  Determinanten 
sind  die  fUr  die  Resultante  vorhin  gegebenen  Determinanten. 

Im  Anschluss  an  diese  Darstellung  bemerken  wir,  ohne  es  jedoch  an 
dieser  Stelle  weiter  zu  begründen,  dass  die  Resultante  der  Formen  a^^p^\ 
und  a^^p*^  femer  in  unendlich  mannigfacher  Weise  durch  einen  Determi- 
nantenquotienten  darstellbar  ist.     Es  gilt  für  sie  die  Gleichung 

(—  1)^»».  (aj"')"*  (aj"*)*"  ßi  Ca"'  "• 
..e^'^+'^-'^rf^^r-i  (a^«i)«t+«'  €j*t+«'-i..  £g«i+«^-i  (aj»2)«i+«  g^n,+»-i 

^  «;-0,l,.., 

in  der  die  Grössen  f^j,  ..,  (iw^r  und  1/,,  ..,  i/^  nach  Belieben  irgendwelche 

den  Zahlenreihen  1,  ..,  «^-f  «7  und  1,  ..,  n^  +  to  angehörige  Zahlen  sind. 
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Für  die  Elemente  der  ersten  Determinante  gelten  die  Gleichungen 


nnd 


a^  «j»t+«-«  g^*-i  g^»i+«t+w-i  f^^-i  —  a^«i  f^»!-^ 


A  +  X  -  l — X 


2 


^fi»  ^^«i+w-x  j^x-1  j^n,+«t+ta-A  j^a-1  ^  ^^n,  ^^m-i+x  ^^i-x 


«8 

und  für  die  der  zweiten  die  Gleicbongen 


imd 


Infolge  der  letzteren  Oleicbungen  ist  die  Gleichung  anch  in  der  Form 

..  j^ii|  +  »-»',g^*r-l  («1*')"«+'^  fi"*+^""^.  6j««  +  «*'""^  («2"*)"*  +  "'  fj«l  +  «'»-l 

darstellbar. 

Nehmen  wir  insbesondere 

fh  —  ^  +  ^  +  l»  ••)  |^«7-r  =  Wi  +  «^;     n  =-1,  ..,  vr^r 
an,  so  nimmt  in  dieser  Darstellung  der  Dividendus  die  Form 

und  der  Divisor  die  Form 


oder  ,         — V  ,         — ^v 

an,  und  wir  erhalten  in  diesem  Falle  für  die  Resultante  die  Gleichung 

(ai««)"K«2"0"*^i«2'*"^ 

in  der  sich  die  Determinante,  wenn  man  ihr  die  Form 

giebt,  als  das  Product  aus  der  Determinante 

imd  den  Determinanten  __     

und  

darstellt 

(Sohlait  folgt.) 


r-1 
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Ueber  eine  Art  involutorischer  Verwandtschaft 
des  zweiten  Grades. 

Von 

Dr.    KiLBINGER, 

Gymnasiallehrer  in  Saargemttnd. 


Werden  in  der  Ebene  £  zwei  Polarsy&teme  angenommen,  deren  reelle 
Ordnungscurven  x  und  k  sein  mögen,  so  sind  jedem  Punkte  von  2  zwei 
Polaren  zugeordnet  Je  zwei  Punkte  P  und  P^  in  £  sollen  dann  einander 
entsprechen,  wenn  jeder  auf  den  beiden  Polaren  des  andern  liegt;  die  Pankte 
P  und  Pi  sind  also  conjugirt  hinsichtlich  »  und  k.  Einem  beliebigen  Punkte 
von  £  entspricht  hiemach  wieder  ein  Punkt;  dagegen  entspricht  einer  Gre- 
raden  a  (d.  h.  den  Punkten  derselben)  im  Allgemeinen  eine  Curve  zweiter 
Ordnung  a|.  Alle  solche  Curven,  die  den  Geraden  in  £  entsprechen,  haben 
mindestens  einen  reellen  Punkt  und  höchstens  drei  solcher  mit  einander 
gemein.  Die  beiden  Polaren  eines  jeden  solchen  gemeinschaftlichen  Punktes 
Q  fallen  auf  einander;  ihm  entsprechen  also  die  sämmtlichen  Punkte  einer 
und  derselben  Geraden  q^.  Geht  die  Gerade  a  durch  Q,  so  zerfllllt  die 
entsprechende  Curve  in  die  Gerade  q^  und  eine  zu  a  projectivische  gerade 
Punktreihe  0|,  welche  durch  Q  hindurchgeht* 

Die  oben  angegebene  Beziehung  gehört  zu  den  geometrischen  Verwandt- 
schaften zweiten  Grades  oder  den  quadratischen  Verwandtschaften;  und  zwar 
haben  die  in  Beti*acht  kommenden  quadratisch  verwandten  Sj^steme  invo- 
lutorische  Lage,  da  die  Punkte  P  und  P^^  in  beiden  Systemen  einander 
in  doppelter  Weise  entsprechen.  Der  Punkt  Q  ist  gemeinsamer  Hauptpunkt 
der  Systeme  und  die  Gerade  ^j  die  ihm  entsprechende  Hauptlinie.  Die 
beiden  einander  entsprechenden  StrahlenbUschel  Q  haben  involutorische  Lage* 
Denn  die  Systeme  haben  höchstens  vier  reelle  oder  imaginäre  Punkte  (die 
Schnittpunkte  von  x  und  k)  mit  einander  entsprechend  gemein;  es  kann 
aber  nur  dann  jeder  Sti-ahl  von  Q  mit  seinem  entsprechenden  zusammen- 

*  Vergl.  Beye,  Geometrie  der  Lage,  IT.  Aufl.  I.  Abth.  S.  169,  Nr.  61.  Zum 
Beweise  vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn  Professor  Dr.  Beye  in  der  Zeitschrift 
für  Mathematik  und  Physik  XI,  4.  S.  283  flgg. 
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fallen,   wenn  die  quadratisch   verwandten  Systeme  einen  reellen  oder  ima- 
ginären Kegelschnitt  entsprechend  gemein  haben.* 

Wir  können  die  beiden  inyolutorisch  liegenden  Systeme  in  ^  als  ein 
System  auffassen,  in  welchem  der  Punkt  P  dem  Punkte  P^,  der  Haupt- 
punkt Q  der  Hauptlinie  q^  „zugeordnet"  ist.  Der  Geraden  a  ist  dann  der 
Kegelschnitt  or^  zugeordnet.  Die  einander  zugeordneten  Geraden  des  Büschels 
Q  bilden  ei»en  involutorischen  Strahlenbüschel ,  der  kurzweg  „  Hauptbüschel " 
heissen  soll.  Die  collinearen  Systeme  in  2^,  welche  durch  die  Beziehung 
der  Polarsysteme  auf  einander  entstanden  sind,  woUen  wir  mit  e  und  f^ 
bezeichnen,  und  es  sollen  je  zwei  Polaren  p  und  Pj  eines  Punktes  /^Ton  E 
als  einander  entsprechende  Geraden  von  t  resp.  t^  betrachtet  werden.  Die 
Lage  und  Anzahl  der  reellen  Hauptpunkte  in  2^,  sowie  die  Lage  der  Systeme 
e  und  fj  zu  einander  steht  in  innigem  Zusammenhange  mit  der  Lage  und 
Art  der  Ordnungscurven  %  und  Jl,  wie  im  Folgenden  nSher  gezeigt  werden  soll. 

Wir  setzen  an  erster  Stelle  voraus,  dass  x  und  X  vier  reelle  Schnitt- 
punkte Ä^  Bj  C^  D  besitzen.  Alsdann  enthält  das  System  £  drei  reelle 
Hauptpunkte  U^  F,  TT,  und  zwar  fallen  diese  Punkte  auf  die  Schnittpunkte 
der  drei  Paar  Gegenseiten  des  Vierecks  AB  CD.  Jedem  Hauptpunkte  ist 
die  gegenüberliegende  Seite  des  Hauptdreiecks  UVW  zugeordnet,  und  das 
Dreieck  UVWiBi  gemeinschaftliches  Poldreieek  der  gegebenen  Polarsysteme. 
Jede  Seite  des  Vierecks  AB  CD  ist  sich  selbst  zugeordnet;  die  Ordnungs- 
strahlen der .  drei  Hauptbüschel  fallen  hiemach  mit  den  Seiten  des  Vierecks 
AB  CD  zusammen.  Je  zwei  Ordnungsstrahlen  eines  Hauptbüschels  sind 
durch  die  beiden  Hauptlinien  des  Büschels  harmonisch  getrennt.  Die  zu- 
geordneten Punkte  eines  Ordnungsstrahles  bilden  eine  involutorische  Punkt- 
reihe,  deren  Ordnungselemente  die  Schnittpunkte  jener  Geraden  mit  x  und 
i  sind.  Hat  sowohl  x,  als  auch  iL  einen  Mittelpunkt,  und  bezeichnen  wir 
diese  mit  0  und  0^ ,  so  sind  der  unendlich  fernen  Geraden  g^^  die  Strahlen- 
bOscbel  0  und  0|  zugeordnet  Die  conjugirten  Punkte  von  g^  in  Bezug 
auf  X  und  k  bilden  nun  zwei  involutorische  Punktreihen ;  dieselben  enthalten 
im  Allgemeinen  zwei  Punkte  M^  und  ^^o )  welche  in  jeder  der  Punktreihen 
einander  zugeordnet  sind.**  Die  Strahlen  OM^  und  OjJlfoo,  ON^  und  O^Nfg, 
sind  dann  bezüglich  einander  parallel,  wenn  nicht  ein  oder  beide  Strahlen- 
paare auf  einander  fallen.  Der  Geraden  g^  ist  also  eine  Hyperbel  y^  zu- 
geordnet. Sind  die  gegebenen  Ordnungscurven  zwei  Hyperbeln,  deren 
Asymptotenrichtungen  von  einander  getrennt  sind ,  so  geht  die  Hyperbel  7, 
in  eine  Ellipse  über.  Liegt  ein  Hauptpunkt  unendlich  fern,  so  geht  die 
zugeordnete  Hauptlini^  durch  die  Mittelpunkte  von  x  und  L  Der  Kegel- 
schnitt /i  zerföllt  alsdann  in  diese  Hauptlinie  und  eine  der  g^  zugeordnete 
Gerade  ^, .     Sind  als  Ordnungscurven  zwei  Hyperbeln  gegeben ,  und  liegen 


*  Vergl.  Beye,  a.  a.  0.  der  Abhandlung  S.  301  und  302. 
*•  Reye,  Geometrie  der  Lage,  II.  Aufl.  1.  Abth.  S.  146. 
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von  ihren  vier  reellen  Schnittpunkten  zwei  auf  g^ ,  so  ist  diese  Gerade  sich 
selbst  zugeordnet;  die  beiden  der  unendlich  fernen  Geraden  zugeordneten 
Durchmesserbüschel  sind  dann  projectivisch  gleich.  Haben  x  und  X  einen 
gemeinsamen  Mittelpunkt,  so  ist  dieser  Punkt  ein  Hauptpunkt  und  g^  die 
zugeordnete  Hauptlinie.  Ist  x  eine  Parabel  und  l  ein  Kegelschnitt  mit 
einem  Mittelpunkt,  so  ist  g^,  falls  auf  ihr  kein  Hauptpunkt  liegt,  eine 
Hyperbel  zugeordnet.  Die  unendlich  ferne  Gerade  kann  nach  ijnserer  Vor- 
aussetzung in  diesem  Falle  nicht  Hauptlinie  sein.*  Auf  Grund  des  Vorher- 
gehenden können  wir  nunmehr  Folgendes  behaupten: 

Haben  die  Ordnungscurven  x  und  iL  vier  reelle  Punkte 
A^  B^  Cy  B  mit  einander  gemein,  so  enthSlt  das  System  ^Mrei 
reelle  Hauptpunkte,  welche  mit  den  Schnittpunkten  der  Ge- 
genseiten des  Vierecks  ABOB  zusammenfallen.  Jeder  Haupt- 
büschel enthält  ein  Paar  reelle  Ordnungsstrahlen,  und  die  drei 
Paar  Ordnungsstrahlen  dieser  Büschel  fallen  auf  die  Seiten 
des  Vierecks  ABCB,  Der  unendlich  fernen  Geraden  g^  in  S 
ist,  falls  auf  ihr  kein  Hauptpunkt  liegt,  eine  Hyperbel  y,  zu- 
geordnet und  nur  dann  eine  Ellipse,  wenn  %  und  A  zwei  Hyper- 
beln sind,  deren  Asymptotenrichtungen  von  einander  getrennt 
sind.  Einer  Geraden  a,  welche  durch  keinen  Hauptpunkt  hin- 
durchgeht, ist  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  zugeord- 
net, je  nachdem  a  mit  y^  keinen,  einen  oder  zwei  reelle  Punkte 
gemein  hat.  Liegt  ein  Hauptpunkt  (/od  unendlich  fern,  so  ist 
der  Geraden  a  eine  Hyperbel  zugeordnet.  Dieselbe  geht  in 
eine  Parabel  über,  wenn,  falls  g^  sich  selbst  zugeordnet  ist, 
a  zu  der  (/od  zugeordneten  Hauptlinie  t«i  parallel  läuft,  oder  für 
den  Fall,  dass  der  Geraden  g^  die  Gerade  g^  zugeordnet  ist, 
a  durch  den  Schnittpunkt  von  g^  und  u^  hindurchgeht  Ist  g^ 
Hauptlinie,  so  ist  der  Geraden  a  immer  eine  Hyperbel  zu- 
geordnet. 

Schneiden  sich  die  Ordnungscurven  x  und  l  in  vier  imaginären  Punk- 
ten, so  enthält  S  drei  reelle  Hauptpunkte.  Ist  das  Viersei  t  ah  cd  den 
Curven  x  und  k  umschrieben,  so  gehen  die  drei  Hauptlinien  durch  die 
Gegenecken  dieses  Vierseits.  Nur  ein  Hauptbüschel  kann  reelle  Ordnungs- 
strahlen enthalten,  da  %  und  X  keinen  reellen  Punkt  mit  einander  gemein 
haben.  Es  lässt  sich  auch  nachweisen,  dass  ein  Hauptbüschel  mit  reellen 
Ordnungsstrahlen  vorkommen  muss.  Denn  seien  M  und  N  zwei  zugeord- 
nete Punkte  von  ^,  und  denken  wir  uns  von  den  ^ei  Hauptpunkten  27, 
Fund  W  Strahlen  nach  M  und  ^gezogen,  so  sind  in  zwei  Hauptbüscheln 


*  Der  Fall,  dass  zwei  Parabeln  gegeben  sind,  kommt  hier  nicht  in  Betracht, 
indem  diese  zusammenfallen  würden.  Dagegen  sind  bei  den  später  zu  betrach- 
tenden Fällen  auch  zwei  Parabeln  als  Ordnungscurven  zulässig. 
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diese  StrahleDpaare  durch  die  betreffenden  HanpÜinien  von  einander  getrennt, 
während  das  beim  dritten  Büschel  nicht  der  Fall  ist.  Der  letztere  enthftlt 
hiemach  reelle,  die  beiden  anderen  dagegen  imaginäre  Ordnnngsstrahlen. 
Der  unendlich  fernen  Geraden  g^  ist  eine  Hyperbel  zugeordnet ,  welche  auch 
in  eine  Gerade  und  eine  Hanptlinie  zerfallen  kann.  Enthftlt  po»  zwei  imagi- 
näre Schnittpunkte  von  x  und  A,  so  ist  sie  sich  selbst  zugeordnet 

Hinsichtlich  der  Lage  der  coUinearen  Systeme   b  und   c^  ergiebt  sich 
aus  dem  Vorhergehenden  Folgendes: 

Die  Systeme  e  und  z^  sind  nur  dann  affin,  wenn  die  unendlich  ferne 
Gerade  von  £  Hauptlinie  ist.  Sind  £  und  c^  nicht  affin,  so  giebt  es  in 
ihnen  nur  zwei  einander  entsprechende  Farallelstrahlenbüschel.  Hat  sowohl  x 
als  auch  l  einen  Mittelpunkt,  so  werden  die  beiden  Parallelstrahlenbttschel 
gefunden,  indem  man  den  Punkten  der  durch  die  Mittelpunkte  von  %  und 
l  gehenden  Geraden  die  Polaren  in  Bezug  auf  diese  Curven  zuordnet.  Ist 
X  eine  Parabel,  so  sind  der  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  x  und 
den  Mittelpunkt  von  X  gehenden  Geraden  zwei  Parallelstrahlenbttschel  zu- 
geordnet. Liegt  ein  Hauptpunkt  unendlich  fem,  so  ist  dieser  Punkt  ge- 
meinschaftlicher Mittelpunkt  der  beiden  entsprechenden  Parallelstrahlen- 
bttschel von  €  und  z^ .  Dem  Mittelpunkte  einer  Ordnungscurve  oder,  wenn 
dieselbe  eine  Parabel  ist,  dem  unendlich  fernen  Punkte  derselben  ist  die 
unendlich  ferne  Gerade  und  eine  eigentliche  Gerade  P|  zugeordnet;  p^  ist 
sonach  die  Gegenaxe  des  einen  Systems.  Der  dem  Hauptdreieck  UVW 
umschriebene  Kreis  X| ,  dem  eine  Gerade  von  2  zugeordnet  ist ,  enthält  die 
Mittelpunkte  zweier  projectivisch  gleicher  Strahlenbttschel  8  und  8^  von  e 
resp.  fi,  während  das  andere  Paar  projectivisch  gleicher  Strahlenbttschel  0 
und  0|  eine  gleichseitige  Hyperbel  erzeugt.  Denken  wir  uns  die  beiden 
homologen  Geraden  m  und  m^  in  e  resp.  Sj  gezogen,  von  denen  jede  auf 
der  zugehörigen  Gegenaxe  senkrecht  steht ,  so  liefern  die  Schnittpunkte  TOn 
m  und  m,  mit  x,  die  Punkte  S  und  8^ ,  wodurch  dann  sofort  auch  0  und  0^ 
bestimmt  ist.  Ist  einer  der  Hauptpunkte  I7qo,  ein  unendlich  femer  Punkt, 
so  liegt  das  eine  Paar  projectivisch  gleicher  Strahlenbttschel  von  c  und  e^ 
perspectivisch  zur  unendlich  fernen  Geraden  in  Z,  während  das  andere  eine 
gleichseitige  Hyperbel  erzeugt;  letztere  zerfällt  in  die  U^  zugeordnete  Haupt- 
linie tfj  und  eine  auf  u^  senkrecht  stehende  Gerade,  wenn  die  durch  U^ 
gehenden  Hauptlinien  Uj  rechtwinklig  schneiden.  Die  Geraden  m  und  f»| 
fallen  dann  auf  U|.  Zur  Bestimmung  der  Punkte  /9,  8i  und  0,  0^  dttrfte 
noch  folgende  Bemerkung  am  Platze  sein ,  welche  sich  namentlich  dann  an- 
wenden lässt,  wenn  nicht  drei  reelle  Hauptpunkte  in  £  vorkommen.  Den- 
ken wir  uns  in  e  einen  beliebigen  Parallelstrahlenbttschel  iS«  gezogen,  so 
entspricht  diesem  in  i^  ein  Strahlenbttschel  8^^  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
Gegenaxe  von  C|  liegt  Der  Bttschel  8^  enthält  nun  zwei  Strahlen  8^  und  p^ , 
welche  m^  unter  denselben  Winkeln  schneiden,  wie  die  homologen  Strahlen 
von    e   die  Gerade   m.     Da   ferner  die   beiden  homologen  Parallelstrahlen- 
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büscbel  in  c  .und  f^  auf  m  resp.  m^  senkrecht  stehen,  so  sind  die  Punkte 
s^m^  und  jpj'f»^  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlenbüschel  von  c^,  denen 
in  6  zwei  projectivisch  gleiche  Strahlenbttschel  entsprechen. 

An  die  vorangehenden  Ausführungen  wollen  wir  die  weiteren  Ergeb- 
nisse für  die  besonderen  FftUe  anknüpfen,  wie  folgt: 

Wenn  zwei  der  gemeinsamen  reellen  Punkte  Ä,  B,  C,  D  von  x  und  ^, 
etwa  A  und  B,  sich  zu  einem  Punkte  T  vereinigen,  so  fallen  in  T  zwei 
Hauptpunkte  von  27  zusammen.  Die  Tangente  t^  an  x  und  k  in  T  ist  die 
T  zugeordnete  Hauptlinie.  Der  zweite  Hauptpunkt  V  ist  Schnittpunkt  von 
t^  und  CD.  Jeder  Hauptbüschel  enthält  zwei  reelle  Ordnungsstrahlen ;  ein 
Ordnungsstrahl  von  V  fällt  mit  t^  zusammen.  Hierhin  gehört  auch  der  Fall, 
dass  als  Ordnungscurven  zwei  Parabeln  gegeben  sind,  die  sich  in  zwei 
Punkten  schneiden,  und  deren  Axen  einander  parallel  laufen  (ev.  auf  einander 
fallen).  Alsdann  ist  der  gemeinsame  unendlich  ferne  Punkt  der  Parabeln 
der  eine  Hauptpunkt  und  die  unendlich  ferne  Gerade  von  £  zugeordnete 
HaupÜinie;  der  andere  Hauptpunkt  liegt  ebenfalls  unendlich  fem.  Haben 
die  Curven  x  und  k  ausser  dem  gemeinschaftlichen  Berührungspunkte  T 
keinen  weiteren  reellen  Punkt  mit  einander  gemein ,  so  giebt  es  in  2  ausser  T 
noch  einen  Hauptpunkt  F;  doch  enthält  nur  der  Büschel  V  reelle  Ordnungs- 
strahlen. 

Berühren  sich  x  und  k  in  zwei  Punkten  T  und  TF,  so  liegen  die  Sy- 
steme e  und  f,  perspectivisch.  Die  Grerade  TW  ist  dann  Collineationsaxe 
und  der  Schnittpunkt  V  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  x  und  k  ist 
Collineationscentrum.  Letzteres  liegt  unendlich  fern,  wenn  T  und  W  auf 
einem  gemeinsamen  Durchmesser  von  x  und  k  liegen.  Dieser  Fall  tritt  dann 
ein,  wenn  die  sich  in  zwei  Punkten  berührenden  Ordnungscurven  Parabeln 
sind,  weil  dann  der  eine  Berührungspunkt  unendlich  fern  liegen  muss,  wenn 
beide  Parabeln  nicht  zusammenfallen  sollen.  Die  Systeme  c  und  Cj  sind 
dann  affin.  Sind  x  und  k  zwei  Hyperbeln,  die  sich  in  ihren  unendlich 
fernen  Punkten  berühren,  so  fallen  je  zwei  Durchmesser  derselben,  die 
jedem  der  unendlich  fernen  Punkte  in  £  zugeordnet  sind,  auf  einander. 
Die  Systeme  e  und  f^  haben  dann  perspectivisch  ähnliche  Lage.  Die  per- 
spectivisch ähnliche  Lage  vpn  e  und  s^  findet  ausserdem  noch  statt,  wenn 
die  gegebenen  Ordnungscurven  zwei  ähnliche,  concentrische  und  ähnlich 
liegende  Ellipsen  (bezüglich  zwei  concentrische  Kreise)  sind.  Wir  haben  uns 
dann  vorzustellen,  dass  sich  die  Ellipsen  in  zwei  imaginären,  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  von  £  gelegenen  Punkten  berühren. 

Schneiden  sich  x  und  k  in  zwei  reellen  Punkten  T  und  P,  und  berühren 
sie  sich  ausserdem  noch  in  T,  so  ist  T  der  einzige  Hauptpunkt  von  £y  in 
dem  drei  Hauptpunkte  sich  vereinigen ;  die  Hauptlinie  von  £  geht  durch  T 
und  ist  gemeinsame  Tangente  von  x  und  k.  Sind  als  Ordnungscurven  zwei 
Parabeln  gegeben,  die  derselben  Bedingung  genügen  sollen,  so  müssen  ihre 
Axen   einander   parallel   laufen.     Die   beiden   unendlich   fernen  Punkte  der 
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Parabeln  fallen  in  einen  Punkt  Ä^  zasammen ,  und  dieser  Punkt  ist  zugleich 
Schnitt-  und  Berührungspunkt  der  Parabeln;  die  unendlich  ferne  Oerade  ist 
die  einzige  Hauptlinie  in  £.  Haben  x  und  l  nur  zwei  reelle  Punkte  M 
und  N  mit  einander  gemein,  ohne  sich  zugleich  in  einem  derselben  zu  be- 
rühren, so  hat  X  einen  reellen  und  zwei  imaginftre  Hauptpunkte.  Der  reelle 
Hauptpunkt  fliegt  auf  MN,  und  zwar  befindet  sich  TT  ausserhalb  jt  und  l. 
die  zugeordnete  Hauptlinie  iTj  schneidet  somit  beide  Gurren.  Die  Annahme, 
dass  W  innerhalb  (also  i^i  ausserhalb)  x  und  k  Iftge,  fQhrte  nftmlich  zu  dem 
Widerspruche,  dass  ein  beliebiger  Strahl  s  des  Büschels  W  von  jedem  Paare 
seiner  Schnittpunkte  mit  x  und  X  durch  W  und  s'iOi  harmonisch  getrennt 
wSre ,  was  bei  der  angenommenen  Lage  von  x  und  l  nicht  stattfinden  kann. 
Die  beiden  involutorischen  Punktreihen  auf  Wi^  welche  dadurch  erhalten 
werden ,  dass  wir  jedem  Punkte  von  ir,  die  ihm  in  Bezug  auf  x  und  k  con- 
jugirten  zuweisen,  haben  reelle  Ordnungselemente.  Die  Ordnungspunkte 
der  einen  Punktreihe  sind  nun  durch  die  der  andern  von  einander  getrennt; 
also  giebt  es  keine  reellen  Punkte  auf  k7,,  die  einander  doppelt  zugeordnet 
sind.  Hieraus  folgt  aber,  dass  w^  keine  reellen  Hauptpunkte  enthalten  kann. 
Es  giebt  also  in  £  ausser  W  keinen  weiteren  reellen  Hauptpunkt.* 
Hinsichtlich  der  Hauptpunkte  hat  sich  also  Folgendes  ergeben: 
Haben  die  Ordnungscurven  x  und  k  vier  reelle  oder  imagi- 
nftre Punkte  Äy  By  C,  D  mit  einander  gemein,  so  enthält  das 
System  Z  jedesmal  drei  reelle  Hauptpunkte  Z7,  7,  W.  Die- 
selben sind  die  Schnittpunkte  der  (reellen  oder  imaginären) 
Gegenseiten  des  Vierecks  ÄBOD.  Von  den  Hauptpunkten 
können  einer  oder  zwei  unendlich  fern  liegen.  Berühren  sich 
X  und  k  in  einem  Punkte  jT,  und  schneiden  sie  sich  ausserdem 
noch  in  zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten,  so  giebt  es  in 
£  nur  zwei  Hauptpunkte,  von  denen  der  eine  der  Punkt  T  ist; 
in  ihm  vereinigen  sich  zwei  Hauptpunkte  von  £.  Die  T  zu- 
geordnete Hauptlinie  ist  die  Tangente  an  x  und  k  in  T.  Schnei- 
den sich  X  und  k  in  zwei  reellen  Punkten  und  berühren  sie  sich 
noch  in  einem  derselben,  so  ist  der  gemeinsame  Schnitt-  und 
Berührungspunkt  Q  der  einzige  Hauptpunkt  von  £,  in  dem  die 
drei  Hauptpunkte  zusammenfallen.  Ist  keiner  der  beiden 
Schnittpunkte  zugleich  auch  Berührungspunkt,  so  giebt  es  in 
£  einen  reellen  Hauptpunkt  77,  während  die  beiden  anderen  V 
und  W  imaginär  sind.  Die  U  zugeordnete  Hauptlinie  geht 
nicht  durch  U  und  schneidet  x  und  k. 

Die  den  Geraden  in  £  zugeordneten  Kegelschnitte  haben  also  drei  reelle, 
zwei  oder  einen  Punkt  mit  einander  gemein,  je  nachdem  in  £  drei  reelle 
Hauptpunkte,  zwei  oder  nur  ein  solcher  vorkommen.     In  Bezug  auf  die 


*  Vergl.  auch  Reye,  Geometrie  der  Lage,  n.  Aufl.  I.  Abth.  S.  204,  Nr.  190.      j 
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Lage  der  Kegelschnitte,  die  den  sämmtlichen  durch  einen  Punkt  P  gehen- 
den Geraden  zugeordnet  sind,  verweisen  wir  auf  die  genannte  Abhandlung 
des  Herrn  Reje  S.  289. 

Wir  wollen  noch  eine  kurze  Anwendung  unserer  Untersuchung  auf 
einen  bestimmten  Fall  machen,  indem  wir  als  Ordnungscurven  zwei  Kreise 
£  und  l'  in  Z  annehmen  und  voraussetzen,  dass  |  und  |'  weder  auf  ein- 
ander fallen,  noch  concentrisch  liegen.  Wir  haben  hierbei  drei  FäUe  zu 
unterscheiden.  Die  Kreise  £  und  ^  haben  entweder  1.  zwei  reelle  Punkte 
mit  einander  gemein,  oder  2.  einen  gemeinschaftlichen  Berührungspunkt, 
oder  3.  sie  haben  keinen  reellen  Punkt  mit  einander  gemein.  In  jedem  der 
drei  Fälle  enÜittlt  S  einen  unendlich  fernen  Hauptpunkt  {To^;  die  zugeord- 
nete Hauptlinie  u^  geht  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise.  Der 
Hauptpunkt  U^  liegt  auf  der  Poienzaze  von  |  und  |';  die  Potenzaxe  selbst 
ist  der  eine  Ordnungsstrahl  des  Hauptbüschels  Z7„,  der  andere  Ordnungs- 
strahl ist  die  unendlich  ferne  Gerade  von  27,  welche  durch  die  beiden  Durch- 
messerbüschel von  £  und  ^'  erzeugt  wird.  Die  Mittelpunkte  M  und  M^  von 
^  und  £'  fallen  hiemach  zusammen  mit  den  resp.  Mittelpunkten  zweier  pro- 
jectivisch  gleicher  Strahlenbüschel  von  £  und  e^ .  Das  andere  Paar  projec- 
tivisch  gleicher  Strahlenbüschel  erzeugt  (ausser  t^^)  eine  auf  u^  senkrecht 
stehende  Gerade  g^.  Sind  die  Kreise  £  und  ^'  einander  gleich,  so  fiLllt  g^ 
mit  der  Potenzaxe  beider  Kreise  zusammen.  Berühren  sich  dann  die  Kreise 
in  dem  Punkte  F,  so  ist  dieser  Punkt  ein  Hauptpunkt  und  zugleich  gemein- 
schaftlicher Mittelpunkt  des  einen  Paares  projectivisch  gleicher  Strahlen - 
büschel  in  c  und  e^;  haben  dagegen  die  gleichen  Kreise  zwei  oder  keinen 
reellen  Punkt  mit  einander  gemein,  so  haben  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Strahlenbüschel,  wodurch  die  Potenzaxe  erzeugt  wird,  gleichen  Abstand  von 
derselben.  Im  Falle  1.  hat  das  System  Z  ausser  U^  keinen  weiteren  reellen 
Hauptpunkt  mehr,  im  Falle  2.  enthält  E  zwei  und  im  Falle  3.  drei  reelle 
Hauptpunkte,  und  die  beiden  durch  den  unendlich  fernen  Hauptpunkt  gehen- 
den Hanptlinien  schneiden  die  dritte  unter  rechten  Winkeln.  In  keinem 
der  drei  Fälle  kann  einer  beliebigen  Geraden  a  eine  Ellipse  zugeordnet  sein. 
Im  Allgemeinen  ist  a  eine  Hyperbel  zugeordnet.  Den  parallel  zu  der 
Hauptlinie  u^  laufenden  Geraden  sind  Parabeln  zugeordnet ,  welche  die  Potenz- 
axe 8  der  Kreise  |  und  ^  zur  gemeinsamen  Axe  haben;  denn  jede  Parallele 
n  zu  U|  wird  von  dem  zugeordneten  Kegelschnitte  v^  in  zwei  zugeordneten 
reellen  oder  imaginären  Punkten  A  und  B  geschnitten.  Die  Strahlen  U^A 
und  Ufg,B  sind  nun  von  8  und  der  unendlich  fernen  Geraden  harmonisch 
getrennt;  also  halbirt  s  die  Strecke  AB  und  ausserdem  steht  8  auf  AB 
senkrecht  Die  sämmtlichen  Parabeln ,  welche  den  Geraden  in  ^zugeordnet 
sind ,  berühren  sich  hiemach  in  Ug,  und  haben  je  nach  der  Lage  der  Kreise 
$  und  1^'  noch  die  auf  u^  gelegenen  reellen  oder  imaginären  Hauptpunkte 
V  und  W  mit  einander  gemein,  und  zwar  haben  V  und  W  gleichen  Ab- 
stand von  Sy  oder  die  Parabeln  berühren  sich  noch  in  dem  Schnittpunkte 
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von  8  und  u^  and  haben  u^  zar  gemeinsamen  Scheiteltangenie.  Hinsichtlich 
der  Hauptbüschel  lässt  sich  noch  bemerken,  dass  bei  dem  Büschel  Ufg,  je 
zwei  zugeordnete  Strahlen  gleichen  Abstand  von  s  haben,  dass  aber  bei 
jedem  der  anderen  Hauptbüschel  je  zwei  zugeordnete  Strahlen  auf  einander 
senkrecht  stehen.  Es  enthftlt  also  je  nach  der  Lage  der  Kreise  £  und  ^ 
das  System  2  entweder  zwei,  oder  einen,  oder  gar  keinen  reellen  recht- 
winkligen Hauptbüschel. 

Projiciren  wir  das  System  2  aus  einem  beliebigen  Punkte  8,  so  erhalten 
wir  eine  involntorische  quadratische  Beziehung  im  Strahlenbündel  8,  welche 
der  oben  behandelten  ganz  analog  ist.  Die  Ordnungscurven  %  und  l  wer- 
den dann  durch  Ordnuugskegel,  die  Hauptpujikte  durch  Hauptstrahlen  pro- 
jicirt  etc.  Den  durch  8  gebenden  Strahlen  einer  Ebene  ist  im  Allgemeinen 
eine  Kegelfläche  zugeordnet.  Alle  solche  Kegelflächen,  welche  den  Strahlen- 
büscheln des  Bündels  8  zugeordnet  sind,  haben  mindestens  einen  reellen 
Strahl  und  höchstens  drei  solcher  mit  einander  gemein.  Die  weiteren  hierbei 
in  Betracht  kommenden  Ausführungen  überlasse  ich  dem  Leser. 

Saargemünd,  den  20.  Mai  1887. 
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III. 

Ueber  die  Differentialgleichung  der  Functionen 
des  parabolischen  Cylinders. 

Von 

Dr:  E.  Haentzschel 

in  B«rlin. 


Stellt  man  sich  die  Aufgabe,  die  Potentialgleichung  ^'F^O  fCUr  einen 
walstfOrmigen  Körper,  der  eine  Cardioide  zur  Directrix  und  ihren  Rttek- 
kehrpunkt  zum  Pol  hat,  zu  integriren,  so  gelangt  man,  wie  Herr  EL  Baer* 
gezeigt  hat,  zu  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung,  deren  Integrale 
von  Herrn  Baer  als  Functionen  des  parabolischen  Cjlinders  bezeichnet 
worden  sind.  Die  genannten  Functionen  sind  ein  functionentheoretischer 
Grenzfall  der  Functionen  des  elliptischen  Cjlinders;**  sie  werden  definirt 
durch  die  Differentialgleichung: 

1)  ^  =  [A.«.„._^.J^, 

welche  in  der  Umgebung  der  ausserwesentlich  singulttren  Stelle  u  =  0  die 
Integrale  hat: 

^1  =  «0 +  «»«**  + «4«**  H l-a2pt*^''  +  --, 

2)  ^,  =  ao(l-2j^*+ 4j -**'-— "6! t*'±-j' 

indem  die  Beziehungsgleichong  besteht: 

3)  (2i>+2)(2i>  +  l)a2p+,  +  v»iHp  =  A»«*ai,_,, 
und  weiter 

i^  =  M(a'„  +  a\u*  +  a'^M*  H \-  ai,u^'  +  •••). 

..  .     /,     V»    -     r6Ä««»+v*)    .     v*(26ä»«»  +  v*)   -^      \ 

4)  ^«  =  «o«(l-3;«'+^       51       '^' ^^n ^'«•±...j 

mit  der  Becursionsformel: 

5)  (2p  +  3)(2p  +  2)a'2p+2  +  vV2p  =  Ä«a«aV2- 

*  E.  Baer,  Die  Function  des  parabolischen  Gylinders.    Beilage  zum  Jahres- 
bericht des  Gymnasiums  zu  Cüstrin,  1883. 

**  £.  Baer,  {.  e.  und  Haentzschel,  Zur  Theorie  der  Functionen  des  ellip- 
tischen Cjlinders.  Programmabhandlung  des  Realgymnasiums  zu  Duisburg,  Ostern 
1886,  S.  11—14. 
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Mit  Herrn  Baer  schreiben  wir,  anter  Einftthrung  der  Abkttrzang: 

6)  n  =  ^, 

ha 

:p(i±«)(5±n)(9±.)^;^3^,_^   ;|^ 

oder  durch  das  Symbol  der  hjpergeometrischen  Reihe  aasgedrückt: 


Ebenso  : 

^8  =  Ö0^^^  1  +  f= AttU^+         ^t      ~" ^«^ 

_(3  +  w)(7  +  «)(ll  +  n)-3  3  ,^      1 

oder 

8)  0^  =  a^ue±i^^-'F\^-^=-yg,jy^-^)    für  ^  =  qo, 

wo  jedesmal  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist. 

Indem  Herr  Baer  nun  eine  tiefere  Untersuchung  der  vorliegenden 
Transcendente  anstellt,  entwickelt  er  namentlich  die  Eigenschaften  derselben 
für  endliche  Werthe  von  u  bei  ganzzahligem  n.  Minder  yollständig  ist  der 
Versuch,  unsere  Function  0  für  sehr  grosse  Werthe  von  u  darzustellen. 

Im  Folgenden  soll  diese  Darstellung,  die  von  dem  Standpunkte  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  ebenso  nothwendig  ist  als  jene  andere, 
gegeben  werden;  aber  es  muss  von  vornherein  bemerkt  werden,  dass  die 
Entwickelungen  nur  als  ein  erster  Versuch  angesehen  werden  dürfen ,  indem 
sich  dem  weiteren  Eindringen  Schwierigkeiten  entgegenstellten,  die  zu  über- 
winden noch  nicht  gelungen  ist 

Wir  führen  also  in  Gleichung  1) 

9)  v^~ 

u 

als  neue  unabhängige  Veränderliche  ein  und  erhalten: 

10)  t;«^  +  2i;5^-(Ä«««-vV)i5  =  0. 

dir  dv      ^ 

Es  ist  also  nach  Herrn  Fuchs*  die  Stelle  v  =  0  eine  Stelle  der 
Unbestimmtheit  im  Oiltigkeitsbereich  des  Integrals,  was  man  daran 
erkennt ,  dass  einerseits  der  Orad  der  Vielfachheit  der  singulären  Stelle  die 
Ordnung  der  Differentialgleichung  übersteigt,  andererseits  sich  für  10)  eine 
determinirende  Fundamentalgleichung  im  Fuchs 'sehen  Sinne  nicht  bilden 

•  Fuchs,  üeber  die  Werthe,  welche  die  Integrale  einer  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  in  singulären  Punkten  annehmen  können.  Sitzungsberichte  der 
königl.  Akademie  der  Wissenschaften,  Berlin,  11.  März  1886. 
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l&sst.     unser  nSchstes  Ziel  soll  es  nnn  sein,   das  erste  Merkmal  fortzu- 
schaffen. 

Dazu  machen  wir 

11)  5  =  t;* 
zur  unabhängigen  und  erhalten: 

12)  4Ä*^  +  65»^  +  (v«s-Ä«««)i»  =  0. 

Wir  reduciren  durch  die  Substitution: 

13)  iJ  =  |W 
und  dies  ergiebt: 

^^^  da'      \     16  5«      48^^48')^ 

Sei  1}  der  Quotient  zweier  particulSren  Integrale  dieser  Gleichung,  so 
genügt  derselbe  bekanntlich  der  Kumme r'schen  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung*: 

15)  !,],  =  _,  __^^-,^=__+^_^_. 

Zu  ihrer  Integration  setze  man: 

also 

dr  2a-2     ö-i  ,       ,  o        i 

Folglich : 

ifi\  r  1       ^^      1  ^         «-2*     2a-2        a-i     , 

16)  W.  =  _-^r«  =  -^— ^— ^  +  ... 

?  2? 


a— a^r 


^0 


Durch  Vergleichen  von  15)  und  16)  folgt: 
Deshalb  ist  zu  setzen: 

17)  ^  =  o»-**»-^.«*^e-("+^-+?'+") 


*  Kummer,   De    generali  quadam   aequatione  differentiali  tertii  ordinis. 
Programm  des  Gymnasiums  zu  Liegzdtz,  1834,  und  Crelle's  Journal,  Bd.  100,  18S6. 
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18)        ,=c/>'+T,^V^•('«+^•+^H••),, 

Nun  ist  bekanntlich:  /^^\    i 

daher 

20)  I,  =  CS      *  e   2'  e    ^  ^       ^      '         A 

Zar  Ermittelung  des  zweiten  Ezponentialfactors  bezeichnen  wir  den- 
selben abkürzend  mit  g>  und  führen  alsdann  £|  in  14)  ein;  wir  finden,  dass 
9  der  Differentialgleichung  genügt: 

21)  45*g  +  i8,±2«5  +  4Ä«)g  +  <-l±^^^>^  =  0. 
Indem  wir  also  von  |  das  Product 

s  *  e  ^' 
abgesondert  haben,  ist  es  uns  gelungen,  die  Gleichung  14)  in  eine  andere 
21)  überzuführen,  welcher  das  erste  der  oben  genannten  beiden  Kennzeichen 
fehlt,  nicht  aber  das  zweite.  Es  drückt  sich  demnach  die  bezeichnete  ün- 
' bestimmtheit  von  |  in  der  Umgebung  von  $  =  0  dadurch  aus,  dass  wir 
nicht  wissen,  zu  welchem  Exponenten  die  particulSren  Integrale  von  21) 
gehören.  Im  Gegentheil,  theoretisch  könnte  9  zu  jedem  beliebigen  Expo- 
nenten, mag  er  reell  oder  complex  sein,  gehören.  Wir  wtthlen  nun,  uns 
nur  auf  die  Gleichung  20)  stützend,  unter  allen  diesen  den  einfachsten, 
nämlich  Null,  aus;  ja  man  erkennt,  dass  dieser  wegen  der  Constante  in  dem 

Coefficienten  von  —  der  allein  zulässige  isi     Es  spricht  sich  hierin  eine 
gewisse  Vollkommenheit  des  von  uns  eingeschlagenen  methodischen  Weges 

aus,  welcher  gns  von  selbst  den  Factor  s  '^^   abzusondern  gelehrt  hat. 
Wir  führen  also  in  21)  die  Potenzreihe  ein: 

22)  9  =  c+  Cj«  +  CjS*  +  •  •  •  +  Cp^P  +  •  •  • 

und  finden,  dass  die  Coefficienten  derselben  durch  die  Relation  verbunden  sind: 

23)  «p(l'+4^)(p+^)  =  ±A«(P+l)''p+.. 

daher  ergeben  sich  vorerst  folgende  zwei  Ausdrücke  für  unsere  Function  j9, 
die,  zur  Unterscheidung  von  e^  in  6),  durch  g^  und  je;/  bezeichnet  werden 

^^L    '-^  ^T.  A  .  (1  +n)(3+«)  8     (l+n)(3+«)(5+n)(7+n)  A.+    .), 
2b)  r*-cc-^c'^(l    0-«K3-«)    »  ■(l-n)(3-«)(5-t,)(7-n)   s*         \ 

*  Man  vergl.  H.  Bruns,  Ueber  eine  Di£Perentialgleichnng  der  Störongstheorie. 
Schnmacher's  AstronomiscJie  Nachrichten,  Nr.  2583,  Bd.  106,  1888,  und  Nr.  2553, 
Bd.  107,  1884. 
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Diese  Reihen  sind  ebenfalls  hypergeometrisclie ;  in  der  That  kann  man  für 
dieselben  schreiben: 

26)  ^  =  J-^«1^f(^^,  ^,^.  £)    fttri,  =  oo, 

27)  ,*=c's-^e-*^'F{^-",  ?^.  g,  -£)    fttr  g  =  a>. 

Bevor  wir  weitere  Schlttsse  ans  diesen  Integralen  ziehen,  wollen  wir 
dieselben  als  Functionen  von  <r,  und  e^  darstellen.  Es  geschieht  dies  mit 
Hilfe  einer  von  Herrn  Kammer*  herrtthrenden  Formel,  welche  lautet: 

Tx     .        aß       u{c  +  })ß{ß  +  \)      tt(«  +  l)(a  +  2)|3(g+l)(g.+  2) 

^'  l!y"^  2!y'  3!y»  '^"' 


=y 


n(ß-a-l)f  ay  «(«  +  i)y'  ,       \ 

n{ß-l)     \"^(«-^+l)l!'^(«-^+l)(«-^+2)2!'^*'V 

n{a-ß-l)/  ßy  ß{ß  +  l)y'  .        \ 

"^^      n(a-l)    V   "^(/J-«+l)l!"^(/S-o+l)(/S-a  +  2)2!'^""V 

Setzen  wir  in  dieselbe 


so  geht  hervor 
28) 


^     ,  1+w      ,     3+n 

y  =  -*««*,    «  =  -4—'    /*  =  — 4— ' 


setzen  wir  aber 

y  =  Äc!*«,     a  =  — j— ,     /5=— ^, 
so  entsteht: 

29)    %.=  {ha)^^ 


Wir  erinnern  nun  an  den  folgenden,  von  Herrn  Fuchs**  in  seiner 
Theorie  der  Differentialgleichungen  mitgetheilten  Satz: 

„Sind  y^  und  y^  die  Elemente  eines  Fundamentals jstems  von  Integralen, 
und  ¥^  und  T^  zwei  Integrale,  welche  sich  in  linearer  Weise  durch  die 
Elemente  y^  und  y^  ausdrücken  lassen,  also 

^2  =  ^iyi  +  ^«2y«> 

so  bilden  7|,  T^  ein  Fundamentalsjstem  oder  auch  nicht,  je  nachdem  die 
Determinante 


*  Kummer,  üeber  die  hypergeomekisohe  Reihe.   Grellere  Jonmal,  Bd.  16, 
1835,  S.  138—141,  insbesondere  Formel  9). 
Anm.   Das  a  der  Formel  I)  ist  natürlich  von  dem  a  unserer  Differentialgleich- 
ung verschieden. 
**  Fuchs,  Theorie  der  Differentialgleichungen ,  Greuels  Journ.,  Bd.66u.  68. 
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^11»  ^1« 


nicht  verschwindet  oder  gleich  Null  ist** 

Dies  hier  angewandt,  ergiebt,  dass  28)  and  29)  wohl  im  Stande  wären, 
ein  Fnndamentalsjstem  zu  bilden. 

Dabei  ist  aber  auf  einen  Ausnahmefall  hinzuweisen.     Sobald 

n=  +  l,  +3,  ±5,  +7,   ... 

ist,  wird  die  eine  oder  die  andere  unserer  Darstellungen  illusorisch,  indem 

z.B.  ilf — -^ — j   unendlich   gross   wird  fttr  n  =  — 3,  —7,  —11,  ...   und 

für  n=l.  Dieser  Fall  hat  sich  als  solcher  bereits  bemerkbar  gemacht, 
indem  die  hjrpergeometrischen  Reihen  7)  und  8)  in  dem  genannten  Falle 
für  passende  Werthe  von  n  abbrechen. 

Andererseits  erkennen  wir  aber  aus  19) ,  dass  die  eben  niedergeschrie- 
benen L($sungen  je  ein  erstes  particuläres  Integral  zweier  verschiedener 
Fundamentalsjsteme  von  Integralen  unserer  Differentialgleichung  sind.  Man 
ersieht  daraus,  dass  der  Satz:  „In  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes 
giebt  es  stets  nur  ein  Fnndamentalsjstem  von  Integralen'',  für  Stellen  der 
Unbestimmtheit  nicht  gilt  Denn  wir  gelangen  hier  zu  zwei  Fundamental- 
Systemen,  deren  einfachste  Repräsentanten  üTj,  e^  bez.  e^*^  z^  sind.  Dadurch 
ist  der  von  Herrn  Fuchs  für  den  Punkt  $  =  0  eingeführte  Begriff  einer 
„Stelle  der  Unbestimmtheit  mit  bestimmter  Verzweigung^  voll- 
kommen klargelegt. 

Es  ist  nämlich 

30)  z^  =  n^  1?, 

31)  V  =  Vi?*. 
wo  1}  aus  18)  zu  entnehmen  ist. 

Wir  gehen  auf  eine  explicite  Darstellung  dieser  zweiten  particulären 
Integrale,  sobald  n  ganz  beliebig  ist,  nicht  weiter  ein;  wir  beschränken 
uns  vielmehr  auf  den  Fall  eines  reellen,  ganzen  oder  gebrochenen,  n  und 

nehmen  an,  dass  i  die  grösste  in  -^  enthsJtene  ganze  Zahl,  r  der  Rest  sei, 
also 

32)  J  =  <.+''- 
Alsdann  ist: 


33) 

oder 


/%  ha 

-      läse    ' 


ha 

indem  von  multipIicatiTen  Gonstanten  abgesehen  wird. 
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28       Uebet  die  DifFerentialgU  der  Functionen  des  parabol.  Cylinders. 
Wir  erinnern  nun  an  die  Recarsionsformel : 

s*  SP  ""      asP      a  J    5*  sP-*' 
deren  Anwendung  17  auf  die  Form  zu  bringen  gestattet: 

-      e     '         .  .       ,  .       .    .   ^  /'-^  ds 


35)  t?  =  -^(co  +  Ci5  +  C2S«  +  ---) +-25 /e     '^1+7' 

«^ 
so  dass  bei  yersch windendem  r  die  Function  17  yom  Integrallogarithmus  ab- 
hängig ist;  B  ist  eine  Constante. 

Folglich  hat  nach  24)  und  30)  J^  die  Gestalt: 

36)  7,=  s~6""^Go  +  ?x*  +  22^*  +  ---  +  ^P^  +  --)  +^^y^"^^r- 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  l^,  Z^,  Z^,  ...  setzen  wir  diesen  Werth 
in  12)  ein  und  gelangen  zu  der  folgenden,  von  r  unabhängigen  Gleichung: 

37)  ^^-^f-^)^i^  +  i^s  +  l,^  +  ...) 


■¥B^ 


[{y+i)- 


(3+i)(l+«)(3+n)  8 
'"  4M!  Ä« 

(5+i)(l+n)(3+n)(5+w)(7+w)    s« 

^  /I4    Ol  lÄ^Si  T" 


4«.2!  Ä« 


.]-, 


aus  welcher  sich  ergiebt: 

_     (l-n)(3-«), 
^~  4».*a         *«' 

(l-n)(3-«)(5-»)(7-n), 
^  4«.2l»«a«  *•' 

,  _     (l-n)(3-»)(5-w)(7-«)(9-w)(ll-«), 
^  4«.3!  A»o»  '»' 

> 

bis  schliesslich  der  Index  von  l  gleich  (i  +  1)  ist,  denn  alsdann  ist  der 
Coefficient  Z^+i  der  erste  von  der  Constanten  B  abhängige.  Man  erhält 
nämlich : 

^Q\         -L    /•  1  i\7  (1  — n  +  4i)(3--n  +  4t),   .  ^,,  ,  .. 

38)  -Äa(t  +  l)Z.+i  =  ^ :l — ^ Z — Li.  +  B{l  +  %), 

und  erkennt  also  aas  25),  dass 

39)  für  5=0:  0^  =  0* 

jst,  dass  also  in  diesem  besonderen  Falle  die  beiden  ersten  particulären 
Integrale  24)  und  25)  zu  einem  Fundamentalsjstem  zusammentreten. 

Digitized  by  Vj^^QIC 


VoD  Dr.  E.  Habntzschel.  29 

In  ähnlicher  Weise  ist 


*"      •     ^-f%Sf" 


oder 


indem  wiederum  von  multiplicativen  Constanten  abgesehen  wird; 
Mit  Rücksicht  auf  32)  und  auf  die  Recursionsformel: 

41)  /l£e7,P  =  ?!>l!  +  ^_     Al.T^p-, 
^                   J    ^'    '        {p-l)^{p-l)J    s**    * 

ermittelt  man  daher  für  ti*  die  Function: 

42)  r,*  =  s'^e^{^^+^^  +  ...  +  c\  +  c\+,s  +  ...)  +  JB'fß-J-^. 

WO  B'  eine  Constante  bedeutet. 

Polglich  ^at  nach  25)  und  31)  das  zweite  particulÄre  Integral  0^*  ^^^ 
der  Form 

43)  B*  =  s*  e^»(ijj  +  ix  +  ...  +  z',+  r,+,5  +  ...)+B'*,*y^e^ 

Setzt  man  diesen  Wertb  in  12)  ein,  so  erhSlt  man  zur  Bestimmung  der 
Coefficienten  {', ,  T,,  ...  folgende  Gleichung: 


44) 


^-i±^^^^5±!?I(r,*+j>«+...  +  r,s'+r,+,8'+<+...] 


+  l2(4+n)s-Aha][l\{l-i)  +  r,{2-i)  +  l\{3-i)s*  +  ... 
-  4»(1 -»•)!>  + 4(1- t)(2-t)r,s»  + 4(2-i)(3-i)r,s» +  .. . 

+  8r,_is'-'+8r,4.2s'+»+... 


+  4B'[(1 


•»)■ 


(3-»)(l-«)(3-«)  s 


4M!              ha 
^  (5-i)(l-w)(3-n)(5-»)(7-n)   ««  "l 

+ 4472! Ä*«^---J=^' 


aus  welcher  hervorgeht,  dass  die  Coefficienten  l\^  Z'^,  ...,Vi—i  proportio- 
nal mit  jB' sind,  und  dass  man,  wenn  der  Coefficient  von  $^^^  gebildet 
wird,  zur  folgenden  Gleichung  gelangt: 

^^-"f-"^r,-,+4rQ-,  =  o. 

wo  C7,— 1  der  Coefficient  von  s*"^  in  der  mit  B'  multiplicirten  eckigen 
Klammer  ist.  Diese  Gleichung  drängt  zu  der  Eventualität,  entweder  B' 
oder   eine   gewisse  Function   von  n   und   i  verschwinden   zu  lassen.     Das 
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30      Ueber  die  Differentialgleichung  etc.     Von  Dr.  E.  Habntzsohel. 

Erstere  iSsst  aber  mit  Bücksicht  anf  39)  und  auf  die  nächste  Bestimmungs- 
gleichung: 

^i±^^H3±^  j-,  _  4ä«  r,+i  +  4B'C,  =  0 

und  alle  folgenden  unsere  beiden  Fundamentalsjsteme,  das  überstrichene 
und  das  mit  einem  Stern  versehene,  in  ein  einziges  zusammenfallen. 

Es  weist  dies  auf  die  Aufgabe  hin,  eine  independente  Darstellung  der 
Constanten  .B  und  ß  zu  versuchen,  welche  in  genügend  einfacher  Weise 
zu  geben  mir  leider  noch  nicht  gelang.  Trotzdem  dai'f  wohl  die  Werth- 
verschiedenheit  der  beiden  Fundamentalsysteme  in  der  Umgebung  der  Stelle 
der  Unbestimmtheit  als  gesichert  angesehen  werden.  Dies  zu  zeigen,  war 
vorläufig  das  Ziel  der  Untersuchung ,  deren  mehr  informatorischer  Charakter 
zum  Schluss  nochmals  hervorgehoben  werden  möge. 

Duisburg,  den  24.  Mai  1887. 
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IV. 

Beiträge  zur  Transformatioii  der  hyperelliptischen 

Integrale. 

Von 

WOLDEMAR   HeYMANN, 
Matbein.  an  der  KOnigl.  Baaschule  sn  Plauen  i.  V. 


L  XTeber  eine  Eigenschaft  der  Discriminante. 

Wir  beginnen  die  üntersuchnng  damit,  dass  wir  einen  Discriminanten- 
satz  ableiten ,  welcher  in  der  Transformationstheorie  sehr  gute  Dienste  leistet. 
Sei  J(x)  die  Discriminante  von  folgender  ganzer  Function: 

1)  t;»  +  ^«.,i;— ^+...  +  ^,i;  +  ^o-«  =  0, 

in  der  die  Ai  unabhängig  Ton  x  gedacht  werden,  dann  ist  bis  auf  einen 
Constanten  Factor 

2)  ^/(ic)  =  a;— >  +  ö„-2a;"~*H +  ai«^+ao- 

Sehen  wir  mit  Rücksicht  auf  1)  x  als  Function  von  v  an,  also 

3)  a;  =  v«+...  +  ^  =  gp(f;), 

und  führen  letztere  in  2)  ein ,  so  entsteht  eine  ganze  Function  d  (p  (v)  vom 
ft(n— !)*•"  Grade,  welche  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  sie  den  Factor  1 —= — ^1   ausscheiden  lässt.    Es  ist  also 

4)  J<p(v)  =  ^i,{v).<p\v)** 

WO  ^{v)  eine  ganze  Function  vom 

w(n-l)-.2(»-l)  =  (f»-l)(w-2)*«°  Grade 
bedeutet. 

Der  Satz  lässt  sich  folgendermassen  beweisen:  Die  Discriminante  /i(x) 
der  Gleichung 

1)  aJ-9(t;)  =  0 

kann  durch  das  Product 

dargestellt  werden,  wobei  v^  bis  Vn— i  die  Wurzeln  der  Gleichung 


*  Der  Factor  -j  muss  beigefügt  werden,  weil  die  höchste  Potenz  von  v  in 

d  (p(V)  den  Coefficienten  1  besitzt.  ^  j 
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9'(f)=0 
bedeuten.  —  Setzt  man  nan  x  =  q>{v)  in  5)  ein,  so  entsteht 
6)      J ip{v)  =  l(p{v) - gp (t?i)][9 W- V W]  •  •  •  [vW - <p{f;«-i)]. 
Greifen  wir  einen  beliebigen  Factor 

heraas,  so  ist  ersichtlich,  dass  dieser  dnrch 

theilbar  ist,  weil  die  Bedingung  (p\v/c)'=0  besteht.    Sonach  gebt  6)  über  in 


fi— 1 


was  zu  beweisen  war. 

Nebenbei  bemerkt  man,  dass  ^(t;)  eine  reducible  Function  ist,  näm- 
lich die  Resultante  der  beiden  ganzen  Functionen 

-— ^  und  q>{vk), 

wo  Vk  die  zu  eliminirende  Grösse  ist. 

2.  Anwendung  auf  die  Transformation  hyperelliptischer  Differentiale. 

Es  sei  das  Differential 
1)  dV=-  ^^ 


J/J(x) 
vorgelegt,  wo  J(x)  bis  auf  einen  constanten  Factor  die  Discriminante  von 

2)  t?"  +  ...  +  At;  +  -4o-ÄJ  =  0 
bedeutet.     Führen  wir 

3)  aj  =  t;»+...  +  ^o  =  vW 
in  1)  ein,  so  entsteht  mit  Rücksicht  auf  4) 

4)  dV=^. 

VW) 

Wir  sind  hiermit  auf  ein  Transformationsverfahren  gekommen ,  welches 
folgendermassen  formulirt  werden  kann: 
Zu  jedem  Differential  der  Form 

dx 


5) 


existirt  eine  Gleichung 

3)  aJ  =  t;"+...  +  ^ji;  +  ^, 

welche  dasselbe  überführt  in 

ndv 


6) 


j/t;-  +  ...  +  6,t;  +  6, 
wobei  tn=  (w  — l)(w— 2)  und  die  hi  in  bestimmter  Weise  von  den 
tti  abhängen. 
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Im  Allgemeinen  ist  n»  >  f» ,  und  daher  wird  man  bei  rückwärts  ge- 
leiteter Transformation  gewisse  hOhere  Transcendenten  specieller  Art  durch 
niedere  ausdrücken  können. 

Würde  man  die  den  Differentialen  5)  und  6)  entsprechenden  Integrale, 
sowie  deren  TJmkehrfanctionen  (im  We i er strass 'sehen  Sinne*)  als  neue 
Transcendente  einführen,  so  könnte  man  mit  Hufe  der  letzteren  die  Auf- 
lösung der  Transformationsgleichung  ip(v)^x  nach  v  herbeiführen.  —  Be- 
kanntlich hat  schon  Landen  auf  diesem  Wege  die  cubische  Gleichung  auf- 
gelöst,   

Anwendung  auf  specielle  Fälle. 

3.  Transfonnation  mittels  dar  Oleichnng 

1)  x=^v^  +  SAv^  +  SBv  +  C^q>{v). 

Die  Discriminante  dieser  Gleichung  heisst 
^obei  J{x):=^21{a^  +  2px  +  q), 

pz=^2A^  +  dAB-'C, 

q=:4Ä^C'-'3Ä^B^'-6ÄBC  +  iB^  +  C*=:p*  +  4{B-Äy. 
Führen  wir  x  =  q)  (r)  in  das  Differential 

y(x^  +  2px  +  g 
ein,  so  erhalten  wir  nach  Ausscheidung  von 

^q>'{v):=v*  +  2Äv  +  B 
folgende  Differentialgleichung : 

Q.  dx  Sdtp 


ya^  +  2px  +  q  yv^  +  2Äv  +  4B-SÄ^ 
Letztere  ist  des  Oefteren  schon  betrachtet  worden,  weil  durch  ihre  Inte- 
gration eine  sehr  bemerkenswerthe  Auflösung  der  allgemeinen  cubischen 
Gleichung  geleistet  wird. 

Mau  kann  aber  aus  der  vorliegenden  Transformation  auch  Nutzen  für 
höhere  Differentiale  ziehen,  wenn  man  von  dem  allgemeinen  Differential 

dx 


(«7=-= 


j/x(x).{a^  +  2px  +  q) 
ausgeht,  in  welchem  %  eine  ganze  Function  darstellt. 

um  einen  einfachen  Fall  zu  statuiren,  sei  %{x)=!X]  dann  gelangt  man 
zu  einer  Gleichung,  welche  die  Beduction  eines  hjperelliptischen  Integrales 
vom  Geschlecht  p  =  2  auf  ein  elliptisches  zeigt,  nämlich 

g  dx Sdv 

j/x(x'  +  2px  +  q)''y(v^  +  dÄv*  +  dBv+C){v*+2Äv  +  4B-3Ä^{ 


*  Vergl.  Monatsberichte  der  königl.  Akademie  d.  Wisaensch.  zu  Berlin,  1886; 
WeierstrasB,  Ueber  eine  Gattung  reell  periodischer  Functionen. 
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4.  Transformation  nütteh  der  Oleicbnng 

1)  x  =  i^  +  6Bv^  +  40v  +  D=>(p{v). 

Die  Discriminante  Yon  ,  .  ^ 

heisst  bis  auf  einen  constanten  Faetor 

wobei 

P  =  6B»-D,    g  =  27B*  -  125«  i)+ 185  C»  +  D», 


^)  {,=i; 


Führen  wir  x  =  q){v)  in  das  Differential 

dx 

dr== 


ein,  80  erhalten  wir 

-     ^*(«) 

Die  Function  tp  ergiebt  sich  am  einfachsten,  wenn  man  (vergl.  Ab- 
schnitt 1)  die  Resultante  ans 

nnd 

(V— Vit)* 

herleitet;  man  findet  so 

3)  Ji;{v)^ifi+l2Bv*  +  10Cv^  +  töB^v*+b4:BCv  +  54B^  +  27C\ 

nnd  die  Transformation  lautet 

dx  Adv 


y!X?  +  3px^  +  3qx  +  r      ^tj;  (v) 

Beantworten  wir  nun  die  Frage:  Können  die  Coefficienten  der  Gleichung 

1)  x  =  i^  +  GBi^  +  ACv  +  D 

bestimmt  werden  aus  den  Coefficienten  p^  q^  r  ihrer  Discriminante  ^{x)^ 

oder  auch :  Wie  ermittelt  man  die  Coefficienten  der  Transformationsgleichung 

x=^w(v)y  wenn  ein  Differential 

^  '  dx 


j/a^  +  3pa^  +  Sqx  +  r 
mit  Yorgeschriebenen  Coefficienten  p,  9,  r  gegeben  ist? 

Wir  haben  hiernach  die  Gleichungen  2)  nach  B,  C,  D  aufzulösen.  — 
Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt 

«)  Z>  =  65«-p, 

und  wird  dieser  Werth  in  die  zweite  eingetragen,  so  entsteht 

Substituirt  man  schliesslich  die  Werthe  aus  or)  und  ß)  in  die  dritte  der 
Gleichungen  2),  so  ergiebt  sich 
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-wobei  zur  Abkürzung  9^  =  ly  gesetzt  wurde. 

Mittels  der  Gleichungen  y),  /9),  a)  findet  man  rückwärts  der  Reihe 
nach  jB,  C,  D. 

Was  die  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichung  y)  anlangt,  so  sei 
nur  bemerkt,  dass  ihre  (Euler'sche)  BesoWente 

i)  ?  +  3((Z-i>«)£«  +  3((z-p»)»t-i(2p»-3i>?  +  r)«  =  0 

Ton  besonders  einfacher  Natur  ist.     Letztere  kann  nämlich  ohne  Weiteres 
zu  einem  Cubus  veryollständigt  werden,  so  dass 

i^p'-q  +  f^. 

V  =  i[^  +  2(2i)«-3i)g)r+4^«-3p«g«]. 
Wie  man  sieht,  ist  y  die  Discriminante  von  dix). 

Da  B  achtdeutig,  C  zweideutig  ausföllt,  so  giebt  es  im  vorliegenden 
Falle  16  Gleichungen  x=q>{v)y  welche  zur  Transformation  ein  und  des- 

dx 
selben  Differentiales     ,  benutzt  werden  können. 

5.  Transformation  mittels  der  Oleiohung 

1)  a;  =  t;*  +  5ilf;'  +  55t;=sg)(t?). 

Da  die  Discriminante  einer  allgemeinen  Gleichung  fELnften  Grades 
bereits  ein  sehr  complicirter  Ausdruck  ist,  so  wollen  wir  die  Betrachtung 
auf  eine  gewisse  Normalform  beschränken. 

Eine  einfache  Betrachtung  lehrt,  dass  jede  ganze  Function  x^=^^{ji) 
vom  n^'*  Grade,  in  welcher  keine  geraden  Potenzen  Yon  i;  Yorkommen, 
eine  Discriminante  A{^  vom  (n  — l)****  Grade  besitzt,  in  der  keine  un- 
geraden Potenzen  von  x  auftreten. 

Hiernach  wird  also  die  Discriminante  der  Gleichung  1),  abgesehen  von 
einem  constanten  Factor,  folgende  Form  haben: 

z/(a?)  =  iC*  +  2pÄ«  +  g=(x»-a»)(a?«-/P), 
wo  a  und  ^  noch  näher  zu  bestimmen  sind. 

Transformirt  man  nun  das  Differential 

äx 


d7= 


mittels  der  Gleichung  a?  =  9)(t;),  so  entsteht 

jp^  5(t;-a)(t;  +  a)(t;-5)(t;+5)dt; 

»/[v(t;)-«][vW  +  a]k(t;)-fl[<pW+fl' 
wobei  +.a  und  +6  die  Wurzeln  von 

iv'(«)=:t;*  +  3ili;«  +  .B  =  0 
sind.  —  Verlangt  man,  dass  9>(t;)  — a  theilbar  durch  (t;— a)  sei,  so  muss 
a  =  9>(a);   da  aber  zufolge  der  Bedeutung  von  a  auch  ^'(a)  verschwindet, 
so   wird  <p(t;)  — a  durch  (v  — a)*  theilbar  sein.     Ebenso  ist  g)(v)  — /?  durch    , 
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{v  —  hy  theilbar,  wenn  man  ßs=z(p{h)  wählt.  Nach  diesen  Bestimmungen 
ist  endlich  auch  q>{v)  +  a  durch  (v  +  a)*  und  (p{v)  +  ß  durch  {v  +  hy  ganz 
von  selbst  restlos  theilbar,  weil  g>(t?)  =  — 9(— t?). 

Führt  man  die  Division,  die  hier  ganz  einfach  ausflQlt,-  wirklich  durch, 
so  erhält  man 

und  daher  lautet  das  Endresultat 
ON  dx 5dv 

Wie  man  sieht,  ist  ^  eine  Function  zwölften  Grades,  welche  jedoch 

nur  gerade  Potenzen  von  v  enthält.     Für  t;^  =  ti7  geht 

bdv     ^.  bdtv 

über  m 


und  nun  ist  der  Grad  des  Badicanden  auf  sieben  herabgedrückt. 

Der  Vollständigkeit  halber  mag  noch  der  Zusammenhang  zwischen  «,  ß 
und  a,  h  aufgesucht  werden. 

Da  Hha  und  +6  die  Wurzeln  von 

v^  +  ^Av'^B^O 
bedeuten,  so  ist 

mithin  3>l  =  -(a.+5»).    ^  =  an., 

g?(t;)  =  t;6  -  |(o«  +  &«)t;8  +  5a«5»t;. 

und  hiemach  wird  „    . 

«  =  y(a)==-|a»(a«-56«)  l 

Soll  umgekehrt  a,  2»  durch  a,  ^  ausgedrückt  werden,  so  setze  man  -^-=171 

dann  ist  ^ |o*(l-5i,-»).    |S  =  -ifc»(l-5n*), 

woraus   a   nnd   h   folgen,   sobald  t;  ermittelt  ist.     Letzteres  aber  ergiebt 
sich  aus  ^  ^   ^l-5ii-» 

oder  /»-"l-ö,« 

1?*  —  5i?8  +  5yi/*  -  y  «=  0,    y  =  ■^• 

Man  hat  demzufolge  25  verschiedene  Transformationen  für  das  Differential 
dx 


yj(x) 

6.  Transformation  mittels  der  trinomisohen  Oleichnng 
1)  a;  =  t?»  +  at^-*. 

Man  gelangt  hier  zu  dem  Besultat,  dass  jedes  Differential  der  Form 
mittels  der  Gleichung  1)  in        '^  v     »     ^ 
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dF=-**^" 


übergeführt  werden  kann,  wo  ^  eine  gewisse  ganze  Function  vom  (n-l)(n-2)**° 
Grade  bedeutet. 

Beispielsweise  ist 

dx  dv 


wenn 

7.   Transformation  mittels  gebrochener  Functionen. 

Allgemeine  Darlegnng. 

Wir  haben  bisher  nur  den  Fall  ins  Auge  gefasst,  wo  x  im  Absolut- 
gliede  der  Transformationsgleichung  Yorkam. 

Es  sei  jetzt  x  ein  additiver  Bestandtheil  des  Coefficienten  von  vP  in 
einer  ganzen  Function  n**^  Grades  von  r,  so  dass 

1)  0,=  ^  =  ^^), 

wo 

iP{v)  =  v^  +  Ä^^xv-''^  +  ...  +  Ä,v  +  A^. 

Bilden  wir  analog  wie  in  Abschnitt  1: 

2)  J{x)  =  [o?- g> (p^)]  ...[«-  9)(c„)] , 

wobei   Vi  bis  »«  die  endlichen  Wurzeln  der  Gleichung  <3p'(i;)  =  0  bedeuten, 
so  entsteht  eine  ganze  Function  n^^  Grades  in  x: 

3)  ^/(a?)  =  a;"  +  ...+aja?  +  ao, 

welche,    abgesehen   von   einem  constanten  Factor,    die  Discriminante   der 

Gleichung 

0{v)--  xvP  =  0 

vorstellt.  —  Setzt  man  x  =  (p{v)  in  ^{x)  ein,  so  erhält  man 


j  (p  (v)  =  JT  [9>  {v)  -  <p  M] , 


und  weil  9>X<^fr)  =  0,   so  Iftsst  sich  aus   diesem  Product  das  Qua- 
drat der  Grösse 

n 

4)  6(v)^JJ  ["-'»] 

ausscheiden. 

Hieraus  folgt  aber,  das  ^  fp{^)  in  folgender  Weise  geschrieben  werden 
kann: 

wobei  ^  eine  ganze  Function  vom  Grade 

n8-2n  =  n(n-2) 
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bedeutet,  deren  höchste  Potenz  den  Factor  1  besitzt.     Offenbar  ist  tlf  eine 
reducible  Function,  nämlich  die  Resultante  aus 

^(,,)  und  ><;>-^;:*> — 0 

oder 

^(,,)    und    '>*^y-'"'fM=o 

{v  -  vkr 

Die  soeben  entwickelte  Discriminanteneigenschaft  findet  wiederum  vor- 
theilhafte  Yerwerthung  bei  der  Transformation  von  hyperelliptischen  Diffe- 
rentialen. 

Führt  man  nämlich  in 
dx 

yj{x) 

die  Substitution 

0(v) 
^  =  -^'        <l>W  =  i^»  +  ...  +  il,i?  +  ilo 


ein  und  berücksichtigt,  dass 

^(aj)=i;-J'«^(l,)^(t,) 


dx= ^^^ dv^ -^^ dv 


so  entsteht 


avJ-''P)^:^'':la.. 


Der  Vortheil  liegt  wieder,  wie  früher,  darin,  dass  sich  eine  gewisse 
ganze  Function,  hier  O(t^),  forthebt. 

Bei  der  vorigen  Entwickelung,  insbesondere  bei  der  Gradabzählung  der 
Functionen,  ist  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dass  0<p<n.  Dies 
ftlhrt  aber  zu  keiner  Beschränkung,  denn  der  Fall  j7  =  0  ist  vordem  erledigt; 

0(v) 
der  Fall  p=n  kommt  auf  psszQ  zurück,  wenn  man  in  a?  =  — ~  die  Sub- 

stitution  vt= —  macht;  überhaupt  bewirkt  die  letzte  Substitution,  dass  an 
Stelle  von 

X  =  -4-    der  Ausdruck  x  =     '^  V 

tritt,  wo  q>i  eine  Function  n**"  Grades  in  v^  ist,  deren  Coefficienten  in 
umgekehrter  Beihenfolge  laufen  als  in  q>.  Es  kommt  daher  die  Transfor- 
mation im  Falle  p>n  auf  eine  Transformation  mittels 

hinaus,  welche  vom  p*^  Grade  ist,  principiell  aber  nichts  Neues  darbietet. 
Endlich  sieht  man  noch,   dass  es  mit  Bücksicht  auf  die  Substitution 

ps= —  genügt,  nur  die  Fälle 
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n 


p  <    "o" »       wenn  n  eine  gerade  Zahl 

p^  — n — »  wenn  n  eine  ungerade  Zahl 

in  Ansatz  zu  bringen. 

BeYor  wir  zu  Anwendungen  übergehen,  sei  bemerkt,  dass  man  die 
bisherige  üntersnchang  noch  allgemeiner  führen  kann ,  wenn  man  die  Trans- 
formationsgleichung iTif  \ 

zW 

in  welcher  <P  und  %  ganze  Functionen  sind,  zu  Qrunde  legt. 


Anwendung  auf  specielle  Fälle. 
8.  TransformaÜoiL  mittels  der  Oleichnng 

1)  «= =  9W. 

Die  Discriminante  Yon 

<p(r)-.paj  =  0,    wo    (l>(p)  =  r»  +  3ilc*  +  8-Bt»  +  0, 
heisst  bis  auf  einen  numerischen  Factor 

2)  J{x)=a?  +  3i>Ä«  +  3^0?  +  r, 
wenn 

Nach  der  allgemeinen  Darlegung  des  vorigen  Abschnittes  besteht  nun 
folgende  Differentialgleichung: 

-  dx     _^2.»— H(Jo  ^ 

wobei  tf;(p)  die  Resultante  aus 

und 

ist 


Aus  er)  ergiebt  sich  o  . 


welcher  Werth  in  ß)  einzusetzen  ist.    Fügt  man  dem  so  entstehenden  Aus- 
druck den  Factor  —4  bei,  so  hat  man  das  gewünschte  Mf{v)y  nSmlich 

^{v)  =  p»  +  6^»»  +  9ä*v  +  4C, 
und  die  Gleichung  4)  lautet  demgemäss 

g dx ^ 2dv 

ysifl  +  Spx'  +  dqx  +  i'      yv{v^  +  (5Av^  +  ^AH  +  4.C)' 
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Das  ist  znnSchst  nichts  Nenes,  sondern  eine  Jacobi'sche  Transformation 
dritter  Ordnung.  Wir  müssen  also,  wenn  wir  auf  hjperelliptische  Diffe- 
rentiale kommen  wollen,  von  einem  allgemeineren  Differential ,  etwa 

dx 


unter  ^  ^^^®  ganze  Function  verstanden,  ausgehen.  Die  einfachste  und 
zugleich  bemerkenswertheste  Annahme  ist  %  {x)  =  x.  Damit  gelangen  wir 
zu  folgender  Transformation: 

6)  —======J^=== 

2dv 


wo  ^,  JS,  C  oder  p,  q^  r  beliebig  gegebene  Zahlen  bedeuten. 

Sind  Py  g^  r  gegeben,  so  findet  man  Ay  B^  C  aus  den  Gleichungen  3), 
und  zwar  ist 

während  A  der  biquadratischen  Gleichung 
in  welcher 

zu  entnehmen  ist.  —  Diese  Gleichung  stimmt  buchstäblich  mit  jener  über- 
ein, auf  welche  wir  in  Abschnitt  4  kamen  und  über  deren  Auflösung  wir 
daselbst  einige  Bemerkungen  gemacht  haben. 

9.  Transformation  mittels  der  Oleiohnng 

1)  Ä= =<pW. 

Bemerken  wir  zunächst  Folgendes.  Wenn  die  Transformationsgleichung 
x  =  q>{v)  im  Zähler  nur  gerade,  im  Nenner  nur  ungerade  Potenzen  von  v 
enthält,  so  kann  die  zugehörige  Discriminante  nur  gerade  Potenzen  von  x 
enthalten,  und  selbstverständlich  muss  dann  auch  ilf(y)  eine  gerade  Func- 
tion sein.  Letzteres  ist  nicht  unwesentlich,  denn  bekanntlich  bilden  jene 
Differentiale,  welche  unter  der  Quadratwurzel  ein  Polynom  achten  Grades 
mit  nur  geraden  Potenzen  haben  —  und  auf  ein  solches  führt  eben 
die  Gleichung  1)  —  die  einfachste  Classe  der  AbeTschen  Transcendenten. 

Setzen  wir  also  die  Discriminante  in  der  Form 

wo  er  und  ß  noch  zu  bestimmen  sind,  voraus*  und  führen  in 


*  Wir  benutzen  hier  ein  Veriahren  (ähnlich  wie  in  Abschnitt  5),  welches  den 
Vortheil  darbietet,  da&s  man  zunächst  nur  die  Form,  nicht  aber  die  Coefficienten 
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dV= 


wo 

Sei 

also 

so   müssen   sich  a   und  ß  so  bestimmen  lassen,   dass  das  Differential  in  f> 

abkürzbar  wird  durch 

(»8-a«)(t;«-62). 

Hierzu  gehCrt  aber  nichts  weiter,  als  dass 

2)  «=-^'  ^="r' 

weil   — ^  mit  v  das  Vorzeichen  wechselt  und  weil 

V 


dvl   V    } 


Sv*  +  6äv*-B 


sowohl  fOr  r  =  +  a  als  anch  v  =  +^i  der  Voraussetzang  nach  verschwindet. 
Mithin  haben  wir  folgende  Transformation: 
„,  dx  3  dv 


wobei 

.  _  <D(r;)--ay    0{v)  +  av    0{v)  —  ßv   0(v)  +  ßv 

Führt  man   die  Division  im  ersten  Factor  dieses  Productes  durch,   so  ent- 

und  nun  ergiebt  eine  blosse  Buchstabenvertauschung 

4)  i,  {v)  =  (»«  -  X*)  {v'  -  V)  («« -  f«.^  («>*  -  <»,*). 
Hierin  bedeuten  k^,  X^  und  fij,  fi^  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

5)  X«  +  2ai-3&«  =  0,    f*«  +  26fi-3a»  =  0. 

Schreibt  man  w  an  Stelle  von  &',  dann  würde  das  Resultat  folgender- 
massen  lauten: 


der  Discriminante  ^(x)  zu  kennen  braucht.  —  Auch  ergiebt  sich  dabei  die  Func- 
tion ^{v)  ohne  beschwerliche  Besultantenbildung  und  sie  erscheint  sogleich  in  Fac- 
toren  aufgelöst  Die  Berechtigung  dieses  Verfahrens  folgt  aus  der  allgemeinen 
Darlegung  in  Abschnitt  7. 
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Das  Differential 

dw 


kann  mittels 

«;»-3(a«  +  6«)«;-3a*6« 

7= "^^ 

ytv 

in  das  elliptische 

übergefdhrt  werden. 

Bestimmen  wir  noch  die  Anzahl  der  hier  möglichen  Transformationen. 
Es  seien  a  und  ß  in 

^(a;)  =  {a?«-a«)(iC«-/3«) 

vorgelegte  Zahlen,  dann  ergeben  sich  a  und  b  aus 


a 

Sucht  man 

umgekehrt 

a, 

6, 

80 

setze 

man 

und  erhält 

aus  6) 

7 

=  y. 

a 

Diese  Gleichung  lässt  nachstehende  Schreibweise  zu: 

1+y    h+^\' 


und  hierdurch  ist  ihre  Auflösung  unmittelbar  gegeben. 

Da  man  für  tj  diei»  für  a  und  &  je  neun  sich  entsprechende  Werthe 
bekommt,  so  ist  die  Anzahl  der  Transformationen  neun. 

10.  Transformation  nütteh  der  trinomiflohen  Oleiohnng 

Man  findet  hierbei  Folgendes. 
Das  Differential 

ä7=.     *** 


yx^'+a 
kann  mit  Hilfe  der  Substitution 

v^  +  a 


a;  = 


übergeführt  werden  in  das  Differential 

wobei  ^{v)  eine  gewisse  ganze  Function  vom  n{n--2y^  Grade  bedeutet, 
welche  nach  Potenzen  von  v^  fortschreitet. 
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11.   Eigenschaften  der  bisher  betrachteten  hyperelliptischen  Differentiale. 

Die  in  den  AbschDÜten  3 ,  4 ,  5,  8  und  9  abgeleiteten  hjperelliptisehen 
Differentiale  konnten  stets  in  elliptische  transformirt  werden.  Sie  haben 
daher  mit  letzteren  yomehmlich  folgende  Eigenschaften  gemein: 

1.  Bildet  man  ans  ihnen  eine  Euler 'sehe  Differentialgleichung,  d.  h. 
eine  Gleichung  der  Form       j  ^ 

so   iSsst  sich  fdr  diese  das  allgemeine  Integral  in  Gestalt  einer  algebra- 
ischen Gleichung  angeben. 

2.  Geht  man  zu  den  bestimmten  Integralen  über,  so  kann  man  zwei 
gleichartige  zu  einem  dritten  yereinigen,  und  es  besteht  dann  zwischen  den 
oberen  Grenzen  ein  gewisser  algebraischer  Zusammenhang. 

3.  Jene  Integrale  lassen ,  ohne  unbestimmt  zu  werden ,  die  Umkehr  zu,; 
ihre  obere  Grenze  wird  eine  algebraische  Function  von  sinamy  also  doppelt- 
periodisch. 

Eine  andere  Art  der  Transformation. 
}2.  Historisohes. 

Es  giebt  noch  eine  andere  Transformation,  bei  welcher  ein  Differential 
—  nicht,  wie  bisher,  auf  ein,  sondern  auf  zwei  oder  mehrere  zurück- 
geführt wird.     Dieselbe  ist  zuerst  von  Legendre  angewendet  worden. 

Im  XXXII.  Chap.  No.  Y  des  Trait^  des  fonct.  ellipt  reducirt  Legendre 
das  Integral 

1)  y=  ' 


J  V»+i 


welches  unter  der  Wurzel  eine  reciproke  Fonction*  besitzt,  mittels  der 

Sabstitntion  ^  

2)  a^+l=xe  oder  -p^^-^Wül^ ±y7^\ 

yx 

auf  die  Somme  zweier  elliptischen  Integrale 

Z'de 


3)  j^rE^+r_ 


wo,  falls  P  eine  rationale  Function  in  x  ist,  auch  Z  und  Z'  rationale  Func- 
tionen in  0  werden  und  wo 

Später,  im  Troisidme  Supplement  des  Trait^,  ist  Legendre  auf  einen 
Specialfall  des  Integrales  1)  zurückgekommen;  er  betrachtet  iu  einem 
Schlnssparagraphen  die  Transcendente 


*  „Reciproke  Function'*  ist  hier  natürlich  so  zu  yerstehen:   Die  Gleichung 
o  +  Ca  +  y «•  +  — hax^  =  0  ist  eine  sogenannte  reciproke. 
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7  >/a:(l-a:^)(l-xV) 

0 
und   findet,   dass  diese  immer  auf  die  Summe  zweier  elliptischen  Integrale 
der  ersten  Gattung,   deren  Amplitude  dieselbe  und  deren  Moduln  Comple- 
mente  von  einander  sind,  zurückgeftQirt  werden  kann. 

Offenbar  ist  das  letzte  Integral  ein  Sonderfall  Yon  1),  denn  der  Ausdruck 

wird  für  x=^—=  zu  einem  reciproken. 

In  der  Anzeige  des  eben  erwähnten  Supplements  kommt  auch  Jacob i 
auf  das  letzte  Integral  zu  sprechen.  In  einer  Nachschrift  erweitert  er  als- 
dann das  Legen dre'sche  Resultat,  indem  er  zeigt,  dass  jedes  der  beiden 
Integrale 


5)  Ai^   und    r^, 

J  Vx.fix)         J  Vx.f(x) 


0 
wobei 

in  zwei  elliptische  mit  derselben  Amplitude,  aber  verschiedenen  Moduln 
zerlegt  werden  kann. 

Auch  diese  Jacobi'schen  Integrale  sind  SpecialföUe  des  Integrals  1), 
wie  man  leicht  erkennt,  wenn  man 

X  .^       /;a 

im  ersten  x  =  — =  »  im   zweiten  x  =  —r- 
j/kX  ^ 

substituirt,  wodurch  f{x)  eine  reciproke  Function  wird. 

Betreffs  der  wichtigen  und  interessanten  Bemerkungen,   die  Jacob i 

zu  diesen  Integralen  macht,  sei  auf  das  Original  verwiesen:  Grelle 's  Journ., 

Bd.  8  S.  413  oder  Gesammelte  Werke,  Bd.  1  S.  378  flgg. 


13.  Transformation  eines  hyperelliptischen  Differentials  in  zwei 

niedere. 

Um  unsere  Untersuchung  sogleich  zu  begrenzen,  sei  Folgendes  voraus- 
geschickt. 

Wir  wollen  nur  solche  Differentiale 

vP  dv 

betrachten,  in  denen  ^{v)  eine  reciproke  Function  geraden  Grades 
bedeutet,  und  sie  nach  dem  Vorgange  von  Legend re  in  die  Summe  zweier 
niederen  Differentiale  zu  zerfallen  suchen.  Wir  kommen  aber  auf  das  oben 
angeschriebene  Differential,  wenn  wir  in 
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d 


ih) 


1)                ^■p'=_^___,    wo   g)(a;)  =  (a;  — cTj) ...  (rc— a„) 
yq>{x) 
die  Substitation  . . 

2)  1     ^^Ez±£^.    ^>, 

einftlhren.  Diese  Substitution  ist  der  Legendre 'sehen  nachgebildet,  aber 
allgemeiner,  insofern  sie  zwei  Parameter  /3,  y  enthält.  Der  Nenner  Yß  —  y 
ist  hinzugefügt,  damit  die  Eigenschaft 

Vß-r 

Yorhanden  ist ,  welche  darin  besteht ,  dass  der  reciproke  Bruch  3)  aus  dem 
ursprünglichen  2)  durch  blossen  Vorzeichenwechsel  hervorgeht. 
Beide  Substitutionen  nach  x  aufgelöst  ergeben 

und  dieses  in  1)  eingesetzt,  liefert  1,-3 

5)  dV^ 


<-r)^/^l 


(P-r)'r  1 1  {•^+^»i'+i) 

wobei 

/?  +  y  — 2«,- 

Andererseits  zerfällt  1),  wenn  2]  benutzt  wird,  in 

6)  dV L_f  ^^    +  _-„^g 1. 

Es  kommt  also  das  Differential  ö),  welches  im  Nenner  eine  reciproke 
Function  2n**''  Grades  besitzt,  auf  zwei  Differentiale  zurück,  deren 
Nenner  vom  (n +  !)*•"  Grade  sind.  —  Bei  geradem  n  wird  man  über- 
dies das  Differential  5)  noch  mit  v^  zu  erweitern  haben,  wenn  der  Zähler 
rational  sein  solL 

In  dem  Ausdruck  für  d<  dürfen  offenbar  zwei  der  Grössen  ß^  y  oder 
ffi  specialisirt  werden.  So  setzt  Legendre  von  vornherein  j^  ==  2 ,  }f  =  —  2. 
Indessen  ist  es  für  manche  Betrachtungen  zweckmässiger,  zwei  der  at  zu 
specialisiren  und  zwar  so,  dass  die  beiden  Differentiale  in  6)  ihre  Normal- 
form erlangen. 

Schreibt  man  —  an  Stelle  von  e,  so  geht  das  Differential  5)  über  in 

7)  aY=. ^   yj'-^äo, 

,  Google 
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während   die  Gleichung  4)  ihre  Gestalt  nicht  ändert,   denn  es  sind  eben  v 
und  v^  die  Wurzeln  jener  reciproken  Gleichung. 

Bezeichnen  wir  eine  reciproke  Function  2n^°  Grades  von  v  mit  P2n{^% 
so  können  wir  mit  Bücksicht  auf  5)  und  7)  folgende  Differentiale  transfor- 
miren : 


Für  n  =  2: 
n     n  =  3: 

„     t»  =  4: 
„  ^  n  =  5: 


dv 


und 


vdv 
vdv 


~PKW 


Legendre'sche 
Integrale, 


etc.  etc. 

Wie  man  sieht,  erschöpft  man  hiermit  nicht  alle  Fälle,  denn  es  fehlen  jene 
Differentiale,  welche  im  Nenner  den  7.  und  8.»  11.  und  12.,  überhaupt 
den  4»  — 1**^  und  4w**"  Grad  besitzen.  Dieser  Mangel  lässt  sich  jedoch  be- 
seitigen, wenn  man  in  der  vorigen  Untersuchung  die  einzige  Abänderung  trifft, 
dass  man  statt  des  Differentials  1)  das  folgende: 


8) 


<i) 


dF=— ==-1    wo    q>{x)  =  {x  —  aj)...{x  —  a„) 
Vip{x) 


als  Ausgangspunkt  nimmt 

Bevor  man  in  8)  die  Substitution  4)  einführt,  ist  es  zweckmässig,  die 
Grössen  ß  und  y  zu  specialisiren ;  man  wähle  etwa  j5=l,  y  =  — 1  oder 
|3=1,  y=:0.     Im  ersten  Falle  ist 

v^  +  l 


9) 


l  =  iC  +  /iC«--l,      V^X  +  fiX^^l, 


mithin  lautet  die  Transformation 
10) 


-  --2 

-22  »2  do 


dx 


xdx 


yfj\'>'-2a, 


•+11 


V(p(x)     y'(p{x).{x*-}) 


und  wenn  t>  mit  —  vertauscht  wird, 


11) 


22  V  «^'l 


dx 


xdx 


|r,«_2„,e,  +  l} 


j/v{x)       l/v{x).{x>-l) 
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Hier  tritt  also  der  eigenthümliche  Fall  ein,  dass  die  Summe  oder  Differenz 
zweier  Transcendenten  verschiedener  Classe  übereinkommt  mit  einer  neuen 
Transcendenten  höherer  Classe. 

Addirt  man  die  letzten  Gleichungen,  so  entsteht 


i'^\) 


11)  ---— ^ =  g^"^  -^ 


/^JJ{t,«~2«, 


0*  +  l 

wobei  der  Index  von  Cj  fortgelassen  wurde,  da  die  Substitution  a;  =  — ^ — 

fCir  ein  reciprokes  c  tmgeftndert  bleibt.    Ist  n=l  oder  n  =  2,  so  Ittsst  sich 

/*  dx 
-==  elementar  auswerthen,  folglich  sind 


pseudoelliptische  Integrale. 

Bezeichnet  man,  wie  früher,  durch  P2n{p)  eine  reciproke  Function  2fif-^^ 
Orades  von  v^  so  ist  nunmehr  auch  die  Transformation  der  folgenden  Diffe- 
rentiale erledigt: 

Fürn«=3:      ,  und        '       '     i 

dv  v^^dv^ 


n  w=4: 
n  n  =  5: 
,     n  =  6: 


vdv  »,*dp, 


vdv  »i'drj 

ypüiF)   '   Tpm 

etc.  etc. 


Damit  ist  die  früher  aufgeschriebene  Gruppe  vervollständigt  . 

Ganz  unbeantwortet  bleibt  die  Frage,  ob  solche  Differentiale,  die  unter 
der  Quadratwurzel  eine  homogene  Function  ungeraden  Grades  be- 
sitzen, in  niedere  Differentiale  transformirt  werden  kOnnen.  --  Im  einfach- 
sten Falle  einer  reoiproken  Function  dritten  Grades  ist  eine  Vereinfachung 
nicht  möglich,  denn  das  Differential 

dv 

führt,  in  die  Normalform  umgesetzt,  auf  ein  elliptisches  mit  durchaus  all- 
gemeinem Modul,  so  dass  keine  weitere  Beduction  denkbar  ist. 
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Anmerkung. 

Die  in  diesem  Abschnitte  vorgetragene  Beduction  eines  hyperelliptisclien 
Differentiales  auf  zwei  niedere  Transcendenten  beruht  im  Wesentlichen  darin, 
dass  in  ein  Differential  >./  x  , 

l/g>(x) 
wo 

g>{x)  =  {x  —  a^),..{x  —  an)^     /"(ip)  =  rat.  Funct.  von  je?, 

die  Substitution  

eingetragen  wird,  so  dass 

^^^         fi{^)dx  ,  fi(x)dx 


yq>  (x) .  (ttj  +  bi  x)  yq>  {x) .  (Og  +  h^x) 
entsteht ,  wobei  f^  und  f^  wiederum  rational  sein  werden.  Andererseits  ISst 
man  die  Substitution  nach  x  auf,  fdhrt  den  gewonnenen  Ausdruck  ebenfalls 
in  das  ursprüngliche  Differential  ein  und  gelangt  hierdurch  zu 

Offenbar  ist  die  angedeutete  Methode  nach  verschiedenen  Gesichtspunkten 
hin  erweiterungsfähig,  man  braucht  ja  nur  die  Substitution  zu  verallgemei- 
nern, also  etwa  „  _ 

0'=y&i{x)  +  y^^(x)+'" 

2U  Grunde  zu  legen,   wo  die  ^  rationale  Functionen  von  x  vorstellen..— 

So  hat,  um  nur  Eines   zu  erwähnen,  Jacob i  auf  den  Nutzen  der  Sab- 

■  stitution  

2t=j/ay^  +  2hy  +  c=j/ay^-2by  +  c 

bei  der  Reduction  der  AbeTschen  Integrale  erster  Ordnung  in  die  Normal- 
form hingewiesen.  Man  vergl.  die  Jacobi-Bichelot'sche  Abhandlung, 
Borchardt's  Journal,  Bd.  55  S.  1—14. 

üebrigens  darf  der  umstand  nicht  verschwiegen  werden ,  dass  die  Aaf- 
lösung  der  Substitution  nach  x  im  Allgemeinen  recht  verwickelte  Ausdrücke 
in  0  liefert ,  wenn  sie  nicht  gar  unmöglich  ist.  Es  kommt  daher  darauf  an, 
die  Coefficienten  der  Functionen  &  so  zu  wählen,  dass  sich  x  als  rationale 
Function  von  b  ergiebt  oder  dass  wenigstens  „rat.  Funct.  von  x  =s  rat  Fanct. 
von  e''  wird. 

14.  Das  Legendre*8che  Differential. 

Unter  den  im  letzten  Abschnitte  behandelten  Differentialen  bieten  jene 
das  meiste  Interesse,  welche  in  elliptische  zerföllt  werden  können;  das 
sind  aber  diejenigen,  welche  unter  der  Quadratwurzel  eine  reciproke  Func- 
tion sechsten  Grades  besitzen. 

Nach  unserer  Darstellung  würde  ein  solches  Differential  folgende  Zer- 
föUung  zulassen: 
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1)  ^^  _==-.^'"^f         ^^     _+         ^^     — K 

9(»)=(«-«i)(«-«j)(«-«s)i 
wo 

^^^^4^^_2«,^    <  =  1.2.3. 

^  ß-r 

Wird  —  an  Stelle  von  v  gesetzt,  so  entsteht  hieraus 

n.  vdv  iß""yr  (?a?  dx 

£)  — = =  + 


''iff 


8     \Y,p{x).{x-yyyq,{x) 


In  beiden  Gleichungen  sind  x  und  1;  durch  die  quadratische  Gleichung 

verbunden  und  zwar  so,  dass  für  die  eine  Transformation  die  eine  Wurzel  v, 
für  die  andere  Transformation  die  zweite  Wurzel  v^  zu  wfihlen  ist 

Addirt  oder  subtrahirt  man   die  Gleichungen  1)   und  2)  und  geht  zu 
den  Integralen  Aber,  so  erhält  man 

a 

wo  (P(p)  das  hier  vorkommende  Polynom  sechsten  Grades  und  E{x)   ein 
elliptisches  Integral  erster  Gattung  bezeichnet*  —  Setzt  man  E{x)^u^  so 
kann  man  diese  Gleichung  umkehren;  es  lässt  sich  also  mit  Hinzuziehung 
der  Gleichung  3)  auch  v  als  Function  von  u  darstellen. 
Schreibt  man  4)  folgendermassen : 


r  dv  —  r  dv 


»,  /,^-+/:^=.. 


wo  V  und  P|  die  Wurzeln  von  3)  sind ,  dann  kommt  man  ganz  von  selbst 
und  mit  Nothwendigkeit  auf  das  so  interessante  Jacob  lösche  Umkehrproblem 
der  hjpereUiptischen  Integrale  vom  Geschlecht  p^='^'i  bei  welchem  bekannt- 
lich die  hyperelliptischen  Integrale  paarweise  zu  vereinigen  und  die  oberen 
Grenzen  einer  quadratischen  Gleichung  (hier  Nr.  3)  mit  eindeutigen  Coeffi- 
cienten   zu  entnehmen  sind.  —  Der  vorliegende  Fall   ist  jedoch  insofern 


*  Ist  eines  der  or«  =^,  resp  =y,  so  wird  das  entsprechende  ^<  =  — li  resp. 
=  +  1;  das  Integral  4)  lässt  dann  aus  der  Wurzel  U-v),  resp.  (1+v)  ausscheiden, 
ebenso  tritt  vor  die  Wurzel  in  E(^x)  der  Factor  (x-ß)^  resp.  {x-y).  Es  wird 
sonach  E{x)  elementar  transcendent,  also  das  Integral  auf  der  linken  Seite  von  4) 
pseadoelliptisch. 
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specieU ,  als  die  Wurzeln  v  und  v^  nicht  unabhängig  von  einander  sind  und 
demzufolge  ein  einziges  Paar  von  Integralen  zur  Umkehr  hinreicht 

Endlich  ist  noch  ersichtlich ,  dass  Integrale  der  Form  4)  mit  den  ellip- 
tischen Integralen  die  Eigenschaft  theilen,  dass  bereits  zwei  gleichartige  zq 
einem  dritten  vereinigt  werden  können ,  wenn  zwischen  den  oberen  Grenzen 
ein  leicht  zu  findender  algebraischer  Zusammenhang  besteht. 

16.  Ein  SpecialÜEm  des  Legendre*8clien  Differentiales. 

Ein  besonders  bemerkenswerther  Specialfall  des  in  Abschnitt  14)  be- 
trachteten Differentiales  liegt  vor,  wenn  eine  der  Wurzeln  o^,  etwa  a^,  un- 
endlich gross  wird.  Setzen  wir  noch,  was  keine  Beschränkung  mit  sich 
bringt,  cc^  =  0  und  ofs^l,  so  gelangen  wir  zu  folgender  Gleichung: 


dv yß—y  i  dx 


1)        ^=7=T  = 


'Y)—yx{x^l){x-ß)i 


yvx(v)  4       \yx(x-l){X' 

In  den  elliptischen  Differentialen  können  wir  jetzt  leicht  die  Normal- 
form herstellen,  indem  wir  schreiben 

Es  entsteht  ^ 

2  dv     ^yn^-X^l du      du  1 

und  ausserdem,  wenn  v  mit  —  yertauscht  wird. 


4) 


In  beiden  Differentialen  sind  die  Variabelen  m  und  v  an  einander  gebunden 
und  %{v)  hat  folgende  Bedeutung: 

wobei,  wie  gewöhnlich. 

Die  Gleichungen  2)  und  3)  zeigen,  dass  die  Summe  der  Differenz 
zweier  elliptischen  Differentiale  erster  Gattung  mit  gleichen 
Amplituden,  aber  verschiedenen  Moduln  auf  ein  einziges  hjper- 
elliptisches  Integral  erster  Gattung  vom  Geschlecht  p  =  2  zn- 
rückkommt,  nämlich  auf 
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wo  x(v)  die  zuletzt  aufgeschriebene  reciproke  Function  vierten 
Grades  bedeutet. 

Addirt  man  die  Gleichungen  2)  und  3),  so  gelangt  man  zu 

5)  il+^  =  ^;?-[i-.__     «*« 


j/vW)  ^(l-«*)(l-x»««) 

und   diese  neue  Gleichung  kann   benutzt  werden,   um  ein  elliptisches 
Integral   erster  Gattung  mit  imaginSrem  Modul  auf  die  Form 
^+ö^— 1  2tt  bringen. 
Setzt  man  nämlich 

und  fahrt  an  Stelle  von  v  eine  neue  Variabele  mittels 

ein,' so  entsteht  unmittelbar 

du 


6) 


fr 


U) 


0 
wo  u  und  V  verbunden  sind  durch 


^)  ^^^U'+^'r-"^)- 


Die  Zerlegung  eines  elliptischen  Integrales  mit  imaginärem  Modul  hat 
zuerst  Jacobi  behandelt  und  zwar  in  der  früher  erwähnten  „Anzeige  von 
Legendre*s  Fonctions  etc.^,  Grelle  Journal,  Bd.  8  S.  413 flgg.  Aber  der 
dort  gegebene  Ausdruck  ist  ausserordentlich  complicirt)  und  das  rührt,  wie 
man  sich  leicht  überzeugen  kann,  davon  her,  dass.  Jacobi  seinen  Entwicke- 
lungen  das  Integral* 

/• xt'Adx 

0 
zu  Grunde  gelegt,  welches  im  Nenner  keine  reciproke  Function  besitzt« 

um  noch  auf  ein  anderes,  von  Jacobi  a.  a.  0.  mitgetheiltes  Resultat 
zu  kommen,  bemerken  wir  Folgendes. 

Die  Function 

(l  +  2^w-«.«)(l  +  2^i(;-«.«)=Tr 


*  Also  das  in  Abschnitt  12  unter  Nr.  6  erwähnte  Integral;  nur  ist  hier  X  mit 
—  X  vertauscht.  ^  j 
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ist  aus  der  reciproken  Function  %{v),  vergl.  Nr.  4,  infolge  der  Substitution 
v  =  w j/—  1  hervorgegangen,  und  sie  hat  dabei  ihren  reciproken  Charakter 
verloren.  Letzteren  erlangt  sie  indessen  in  einem  —  aber  nur  in  einem  — 
specieUen  Falle  wieder,  nämlich  wenn  6=^  ist. 

Setzen  wir  der  Gleichförmigkeit  wegen  f^=^k^  wo   k  eine  beliebige 
reelle  Zahl  bezeichnet,  so  lautet  Gleichung  6): 

u  w  

gv  r du ^  irn+foy^i)  du, 

während  die  Function  W  bei  passender  Anordnung  ihrer  Factoren  folgen- 
dermassen  geschrieben  werden  kann: 

Nun  ist  aber  identisch 

J  j/i4)W  ^      J   j/wW  J  V^^ 

0  0  0 

und  die  letzten  beiden  Integrale  kommen,  weil  TT  jetzt  reciprok  ist,  unter 

Zuhilfenahme   der  Gleichungen  2)  und  3)  auf  elliptische  zurück,   nämlich 


0  0 

0  0 

Aus  dem  Zusammenhang  zwischen  u  und  tr,  sowie  t^|  und  w  folgt, 
dass  sich  die  Werthe  u  s  1  und  u^  =  1  entsprechen.  Man  kann  daher 
mittels  u^sifKpj  Ui=^  simif  ohne  Weiteres  zu  den  vollständigen  Integralen 
übergehen  und  findet  so 

9)        A  .       \    ^"^  _^==^—^\0  +  V—l)F{^) 


0 
worin 


2/l  +  Ä»  2^1  +  Jfc» 

und  jfc  jedwede  reelle  Zahl  sein  darf. 
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16.  Transformatioiuproblem  eines  hyperelliptischen  Differentiale!  • 
mter  Gattung  vom  Oeschleoht  jp  =  2. 

Aus  den  Gleichungen  2)  und  3)  des  vorigen  Abschnittes  erhält  man 
durch  Addition,  resp.  Subtraction  die  neuen  Gleichungen 

2)  (ii;^=,/;FZi?.  '»« 


in  denen  %  und  f  folgende  Bedeutung  haben: 

1  f(x,w)  =  (l-u)«(l-x«u«). 

£s  genügt,  nur  das  erste  Differential  zu  betrachten,  denn  das  zweite  ent- 
steht aus  dem  ersten  buchstäblich,  wenn  x  mit  l  und  +v  mit  — «  ver- 
tauscht wird. 

Da  obige  reciproke*  Differentiale  auf  elliptische  zurückgeftlhrt  werden 
können,  so  steht  zu  erwarten,  dass  für  sie  eine  allgemeine  algebraische 
Transformation  explicite  geleistet  werden  kann. 

In  der  That,  das  bestätigt  sich  auch;  doch  muss  man  hierbei  zwei 
wesentlich  voneinander  verschiedene  Fälle  auseinander  halten. 

Es  lässt  sich  nämlich  erstens  das  Differential 

0  +  v)dv 

in  ein  anderes  gleichartiges  verwandeln,  in  welchem  an  Stelle  des  Para- 
meters iL  ein  anderer  |i*  erscheint,  der  von  dem  ersten  völlig  unabhängig 
ist.  Da  also  X  in  jedwede  vorgelegte  Zahl  transformirbar  ist,  so 
wollen  wir  diesen  Parameter  einen  transitiven  nennen. 

Es  lässt  sich  zweitens  das  Differential  durch  eine  Jacobi-AbeTsche 
Transformation  in  ein  anderes  gleichartiges  umsetzen ,  in  welchem  an  Stelle 
des  Parameters  %  ein  anderer  x^  erscheint,  der  aber  von  x  nicht  unab- 
hängig ist,  sondern  mit  jenem  durch  eine  Modulargleichung  verbunden  ist. 
Wir  wollen  x  im  Gegensatz  zu  X  einen  intransitiven  Parameter  nennen. 

Die  zuerst  erwähnte  Transformation  ist  ausserordentlich  einfieush.  Ver- 
tauscht man  nämlich  in  der  Differentialgleichung 


*  Es  ist  wohl  nach  dem  Früheren  nicht  misszuverBtehen,  dass  sich  hier  „reci- 
prok*'  auf  die  Function  i{v)  beziehen  soll«  ^  ^ 
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1  (l  +  v)dv   ^      du 

wo 

1       x*-A« 


{^+2j±i:.+i), 


den  Bachstaben   X  mit  (i,  und  v  mit  w,  so  bleibt  das  Differential  auf  der 
rechten  Seite  ungeändert,  folglich  ist 

^  1  {l  +  v)dü    _         1  {l  +  w)dw 


und  die  Transformationsgleichnng  hierzu  lautet 

Diese  Ausdrücke  gelten  auch  für  fisO,  und  in  diesem  Falle  reducirt  sich 
das  Differential  der  rechten  Seite  in  4)  wieder  auf  ein  elliptisches. 

Was  nun  zweitens  die  Transformation  des  intransitiven  Parameters  k 
in  einen  andern  X]  anlangt,  so  fahre  man  in  die  rechte  Seite  der  Gleich« 
ung  1),  also  in 

du 


wo  f{%,u)  =  {l-u^){l-x*u^, 


die  bekannte  Jacob i 'sehe  Substitution  n^^  Ordnung 

w=  ;=^»   wo  TT  und  V  gewisse  ganze  Functionen  von  t  bedeuten, 

ein  und  erhält 

du  dt 


wobei  X  und  q  durch  eine  Modulargleichung  (n +  !)*•**  Grades  ^(x,  ^)  =  0 
verbunden  sind  und  M  den  Multiplicator  bezeichnet. 

Andererseits  führe  man  in  das  bezüglich  seines  Moduls  noch  nicht  näher 
bestimmte  Differential 

eine  Jacobi'sohe  Substitution  m^*' Ordnung  iij=s-=^f  U^  und  V^  Functio- 

nen  von  t^  ein  und  erhält 

du^       _  dt 

wobei  X,  und  ^j  durch  eine  Modulargleichung  (w +!)*•' Ordnung  if'Cxi,  ^i)  =  0 
verbunden  sind. 

Setzt  man  jetzt  ^|  =  ^»  so  folgt  durch  Yergleichung  der  aufgeschrie- 
benen Differentiale 
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6) 


du      __  Jtf",        dui 


Der  Zusanunenhang  zwischen  u  nnd  «,  ist  durch  eine  Parameterdarstellang 

gegeben,  und   die  zu  6)  gehörige  Modnlargleichnng  wird  gefunden,   wenn 
man  aus 

8)  9(ä,^)  =  0  und  'V'(*i»^)  =  ^ 

die  Grösse  q  eliminirt. 

Verwandelt  man  schliesslich  das  elliptische  Differential     ' 

duy 

mittels  der  Substitution 


in'  ein  hjperelliptisches  der  in  Rede  stehenden  Form,  so  gelangt  man  mit 
Bücksicht  auf  1)  und  6)  zu  der  Differentialgleichung 

M        {\  +  v)dv Jfi_        (\  +  w)dw 


10) 


Vyi'-'l^yviii.k.v)       Vi^^^^^Vwt{^,,l,ui) 


Hiermit  ist  das  Transformationsproblem  fdr  das  vorgelegte  hyperollip- 
tische  Differential  in  der  allgemeinsten  Weise  erledigt. 

Dresden,  August  1887. 
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L  lieber  einige  TTiigleichaiigen. 

1,   Den^  Hauptgegenstand  der  nachstehenden  Untersuchung  bildet  der 
Quotient 

V  +  «a*H 1-«»* 

wobei  die  n  Grössen  a  als  positiv  vorausgesetzt  werden,  während  der  Ex- 
ponent k  beliebig,  sein  Incr^nent  d  aber  wieder  positiv  ist. 

Es  gilt  nun  zunächst  der  Satz,   dass  jener  Quotient  mit  wach- 
sendem h  gleichfalls  wächst. 

Schreiben  wir  der  Kürze  wegen 

so  ist  also  zu  zeigen,  dass 

1)  "jjpFT  ^    ^(t+,)  (*  beliebig;  J,  e  positiv) 

oder  dass  ^<*)uiC*+<^+«)  -  ^(*+*)^(fc+f)  >  0  ist.     Dieser  Ausdruck  lässt  sich 
aber,  auf  die  Form 

aj*a,*(a/-V)(a/-V) 

+ 

bringen,  wie  man  sich  etwa  durch  den  Schluss  von  nauf  n  +  1  überzeugen 
kann,  und  hier  ist  offenbar  jedes  Glied  positiv. 

Als   unmittelbare  Folgerung   aus  1)   erhalten   wir   für   d=l,   Ä;  =  0, 
wenn  wir  noch  k  statt  £  schreiben, 

2)  'IF^^'^^^m-  (Äpositiy). 
Auch  ohne  Benutzung  von  Formel  1)  ergiebt  sich  dies  daraus,  dass 

mit  h  gleichzeitig  positiv  und  negativ  ist. 
Der  Sonderfall 

oder 
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(a,+o,  +  ...  +  a„)(i+;J-  +  ...+  i)>«« 
\a|      c*2  »«/ 

ist  gleichbedeutend  mit  dem  bekannten  Satze,  dass  das  arithmetische  Mittel 

grösser  ist,  als  das  harmonische. 

Eine  zweite  Folgerung  aus  1)  iSsst  sich  daran  knüpfen,  dass,  wenn 

filo)  =  mit  Ä  wächst,   die  Ableitung  f{k)  positiv  sein  muss.     Dies 

liefert  den  Satz: 

o)  Der  Quotient  -* r-- ; r wÄchst  mit  Ä, 

wovon  übrigens  im  Weiteren  kein  Gebrauch  gemacht  wird. 
2.   Ist  q  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  nach  1) 

^(9)      -^I(FJ)'  ^(9)     ^^(9-2)'    "*'       ^(?).    ^JÖ)'        ^(7)      ^i(Ö)* 

also  durch  Multiplication  dieser  q  Ungleichungen: 

[•^(«+«19      A<^ 

r-4<«h«  1 

Maltipliciren  wir  beiderseits  mit  | j   und  potenziren  wir  mit  .   » 

so  ergiebt  sich  ^  ^ 

^^  Id  <L-irJ  (?=i.2.3,...), 

ein  Satz,   den  bereits  Herr  Schlömilch  gegeben  hat.*     Seine  Herleitung 
ist  eine  ahnliche  und  stützt  sich  auf  die  Formel 

^(9)  ^(9+1) 

l<9^)*^1[(9r' 

die  ein  Sonderfall  von  1)  ist 

Ist  auch  p  eine  ganze  Zahl  und  grösser  als  9,  so  folgt  aus  4)  offenbar 

und,   wenn  wir  dP   statt  a  setzen,  was  erlaubt   ist,  wenn  wir  unter  a^ 
den  reellen  positiven  Werth  der  Wurzel  verstehen, 

m'>f       (»<f<'> 

Setzen  wir  dagegen  in  5)  a^  statt  a,  so  kommt 

7)  [^<~  (^>0 

und  insbesondere  für  ^  =  1 


*  „üeber  Mittelgrössen  verschiedeoer  Ordnungen  *S  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phjs. 
m  (1868),  8.801  flgg. 
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m<^  C=2.».4. 


.). 


Aaf  der  linken  Seite  der  Formeln  6),  7)  und  7a)  ist  überall  das  arith* 
meüscbe  Mittel  der  n  Zahlen  a  zn  einer  gewiesen  Potenz  erhoben;  anf  der 
rechten  Seite  dagi^fen  wird  das  arithmetische  Mittel  genommen,  nachdem 
die  Zahlen  a  zu  jener  Potenz  erhoben  sind.  Man  sieht,  dass  die  erste 
Operation  ein  grosseres  Besnltat  ergiebt  als  die  zweite,  wenn  der  Exponent 
ein  positiver  echter  Brach  ist,  aber  ein  kleineres,  wenn  der  Exponent  die 
Einheit  flbersteigt. 

Ffir  p=^2  findet  sich  Formel  7  a)  schon  bei  Ganchj*,  Dir  beliebige 
ganzzahlige  Exponenten  nnd  deren  reciproke  Werthe  sind  die  Formeln  6) 
und  7)  femer  in  der  angefahrten  Arbeit  von  Schlömilch  enthalten,  da  sie 
sich  ohne  Weiteres  aas  dem  Satze  ergeben: 

/a,a....a«<...<[_J  <[— J  <— <[— J    <[— J  <-<«.. 

wo  Or  die  grOsste  der  Zahlen  a  bezeichnet. 

Die  Formeln  6)  and  7)  gelten  für  jeden  positiven  rationalen 
Werthe  des  Exponenten.  Wir  wollen  non  den  Sachverhalt  noch  ftlr  nega- 
tive and  ftlr  irrationale  Exponenten  feststellen. 

3.  Da  nach  1)  oder  2)  -r^  grösser  ist  als  jeder  der  Quotienten 
oder 


-)  so 


folgt  durch  Multiplication     —     >  -jp-j 


m 


A^^n-^    ^(-p) 


< 


n 

so  dass  also  7  a)  auch  für  negative  ganzzahlige  p  gilt.     Setzen  wir  femer 

JL                                                          f 
in  7  a)  a^   statt  a  und  potenziren  wir  mit »  wo  t  eine  beliebige  posi- 
tive ganze  Zahl  ist,  gleichgiltig,  ob  grösser  oder  kleiner  als  p,  so  kommt 


m'<  [4T 


nnd  wenn  wir  hier  auf  die  rechte  Seite  Formel  8)  anwenden,  in  der  wir 
a^*  statt  a  gesetzt  denken,  folgt 


9)  [^ 


n  J         ^       n 

Ist  der  Exponent  negativ,   so  macht  es  also  keinen  Unterschied,  ob  er 
grösser  oder  kleiner  als  —1  ist;  es  gilt  dann  stets  Formel  7). 

4«   Dass  die  gefundenen  Formeln  auch  noch  fOr  irrationale  Expo- 
nenten Giltigkeit  behalten,  zeigt  folgende  Betrachtung. 

♦  Algebr.  Analysis,  Note  2.  Lehrsatz^  16. 

Digitizedby  Google 


Kleinere  Mittheilangen.  59 

Jede  irrationale  Zahl  ß  kann  mit  beliebigem  Grade  der  Genauigkeit 
durch  eine  rationale  ersetzt  werden.  Sei  also  itr  =  p  +  d,  wo  p  rational  und 
6  positiv,  aber  beliebig  klein  ist,  so  ist  za  zeigen,  dass 


["']' 


n 
wenn  wir  znnSchst  echt  gebrochene  positive  p  aosschliessen.    Nach  dem  für 

nm  eine  ganz  bestimmte 

endliche  Grösse  kleiner  sein  als  —  *  so  dass  sich  zwischen  beide  noch  eine 

n 

dritte  Grösse  G  einschalten  Iftsst,  die  sich  von  beiden  Grenzen  um  End- 
liches unterscheidet.     Wir  haben  nun  zu  zeigen,  dass  durch  passende  Wahl 

[_J      <G    und    -^>a 
gemacht  werden  kann. 

Da  Gr^    —  I     vorausgesetzt   ist,    so    lässt    es    sich    auf   die  Form 

—  I        gebracht  denken ,   wo  h  eine  positive  endliche  Grösse  sein  wird. 

Man  braucht  dann  nuj:  d  kleiner  als  h  anzunehmen,   um  der  ersten  der 

beiden  obigen  Bedingungen  zu  genügen. 

^(p)  J.Cp> 

Andererseits  ist  0-^ «  kann   also  gleich  ^* —    gesetzt   werden, 

fi  fi 

wo  ^  ein  positiver  echter  Bruch  ist.     Beachten  wir  nun,  dass 

n  n  n 

ist,  wo  M  einen  Mittelwerth  der  Grössen  üjfy  a^^  ...,  (in^  bedeutet,  so 
kommt  es  zur  Erfüllung  der  zweiten  Bedingung  darauf  an ,  d  so  zu  wählen, 
dass  M^d^  wird.  Da  nun  durch  Verkleinerung  von  d  jede  der  Grössen  cfi 
der  1  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann ,  so  lässt  sich  auch  jeder  Mittel- 
werth derselben  der  1  beliebig  weit  nähern ,  so  dass  jeder  feste  echte  Bruch  ^ 
llberschritten  wird. 

Für  jede  der  beiden  Bedingungen  ergiebt  sich  so  ein  gewisser  Werth 
von  d.  Der  kleinere .  derselben  wird  dann  beide  Bedingungen  gleichzeitig 
befriedigen. 

SteUt  man  eine  ähnliche  Betrachtung  für  den  Fall  an ,  dass  p  ein  posi- 
tiver echter  Bruch  ist,  dass  also  Formel  6)   gilt,  so  erhält  man  die  Be- 

deren  erste  verlangt,  dass 


während  die  zweite  auf  ^  ^ 


[^T>.. 
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hinauskommt,  wo  O  und  d^  feste  echte  Brüche  sind,  M  denselben  Mittel- 
werth  wie  vorher  bedeutet.  Beiden  Forderungen  iSsst  sich  aber  durch  Ver- 
kleinerung von  Ö  genügen. 

5.  Als  Gesammtergebniss  können  wir  mithin  den  Satz  aufstellen: 
Ist  p  irgend  eine,  rationale  oder  irrationale,  reelle  Zahl,  so  ist  die  p** 
Potenz  des  arithmetischen  Mittels  von  n  positiven  Zahlen  grösser  als  das 
arithmetische  Mittel  aus  den  p^^  Potenzen  der  n  Zahlen,  falls  p  zwischen 
0  und  1  liegt;  aber  kleiner  als  dasselbe  für  jedes  andere,  positive  oder 
negative  jp. 

In  Zeichen: 


10) 


Da  jetzt  p  nicht  mehr  auf  rationale  Werthe  beschränkt  ist,  können  wir 

h 
im  ersten  Theile  von  10)  jpg=  2.1*  setzen,  wo  h  und  d  ganz  beliebige  posi- 

tive  Grössen  sind;  schreiben  wir  dann  noch  a*+*^  für  a  und  potenziren  wir 

mit  —  >  so  erhalten  wir 

Je  1  1 


L-^J  >[-tJ 


als  Verallgemeinerung  von  ö) ,  wo  p  und  g  ganze  Zahlen  bedeuteten.  Setzen 


wir  aber  in  dieselbe  Formel  p  =  — ^—r — >  schreiben  a""*  für  a  und  poten- 


ziren mit  — :; if  80  kommt 

1  1 


[^-^r<[^T 


Wir  erhalten  demnach  den 

Zusatz  1.    Für  positive  und  negative  k  steigt  die  Function 

mit  wachsendem  k. 

Ebenso  ergiebt  der  zweite  Theil  von  10)  den 

Zusatz  2.     Für  positive  und  negative  k  fällt  die  Function 


mit  wachsendem  k. 
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Da  das  arithmetische  Mittel  das  geometrische  stets  übertrifft,  so  bleibt 

I  I  ftlr  jedes  h  grösser  als  Lr  a^*  o^*  . . .  a„^  j  ,  d.  h.  als  das  geo- 
metrische Mittel  der  n  Zahlen  a,  nähert  sich  aber,  wie  Herr  Schlömilch 
a.  a.  0.  gezeigt  hat,  diesem  Grenzwerthe  ftlr  Ä;  =  00.    Die  Grenze  der  Fnnc- 

tion    I für  unendlich   wachsendes  k  ist  dagegen  nach  Schlömilch 

die  grösste  der  Zahlen  a.  (Vergl.  die  am  Ende  des  Abschnitts  2  angeführte 
Reihe  von  Ungleichungen.) 

Nachwort.    Herr  Geh.  Rath  Schlömilch  macht  mich  darauf  aufmerk- 
sam, dass  sich  bereits  im  Jahre  1840  HerrBienajm^  mit  dem  Ausdruck 

/  C|  Ol"'  +  c^Oa*"  H h  Co  fln^X*" 

V  Ci  +  C^  +  '-^+Cn  ) 

beschäftigt  hat.  In  der  That  hat  derselbe  in  der  Sitzung  der  Soci6t6  philo- 
matique  de  Paris  vom  13.  Juni  1840  den  Satz"  ausgesprochen,  dass  die 
obi^e  Function  gleichzeitig  mit  m  wächst  und  abnimmt*  Doch  konnte  ich 
nicht  ermitteln,  ob  Bienajm6  eine  Herleitung  seines  Satzes  jemals  Ter- 
affentlicht  hat. 

Berlin,  Juli  1887.  Heinrich  Simon. 

n.  TTeber  die  Differentialgleieliimg 

.  dx    _   ndy 

^  Hfl ^l"  y^ ^l 

Um    die   Integration   der   letzten   Gleichung   ohne   Herbeiziehung   von 
Transcendenten  zu  vollziehen,  substituire  man 

alsdann  geht  sowohl  das  Differential  in  o;,  als  auch  das  fb  y  über  in  ein 
und  dasselbe  Differential,  nämlich 

2    t  ' 
Die  Gleichungen  2)  liefern  mithin  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  1) 
in  Parameterdaiftellung;  sie  ergeben  nach  Elimination  von  t 

3)  («  +  l)(y-l)"-c(a;-l)(y  +  l)»  =  0. 

Wählt  man  c=  1,  wodurch  übrigens  die  folgenden  Betrachtungen  nicht  spe- 
cieller  werden ,  so  erhält  man 


^  S.  Llnstitut ,  Journal  g^n^ral  des  socidt^s  et  travanx  scientifiques.  I.  See- 
tion,  Tome  YIII,  Paris  1840,  S.  216.  Auch:  Sociät^  phil.  de  Paris,  Extraits  des 
proc^s-verbaux  des  s^ances  pendant  Pannee  1840,  Paris  1841,  S.  67.         ^  j 
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4)      y"  -  n^Äy»-*  +  n^y»-^  -  nj^xy"*'^  + .. .  =  0,     n*  =  (jjj> 
and  diese  Gleichung  ist  dadurch  ausgezeichnefc,  dass  sie  in  der  eiofachsten 
Weise  algebraisch  aufgelöst  werden  kann.     Es  folgt  nämlich  ans  2) 


mithin 
5) 

Sind  X  und  y  rein  imagin&r, 

«  =  «y^.    y  =  y^/=ä, 
so  behält  die  Gleichung  4),  auch  wenn  sie  in  x^  und  y^  geschrieben  wird, 
durchweg   reelle  Coefdcienten;   ihre  Lösung  5)  aber  führt  auf  einen  casus 
irreducibüis. 

Letzterer  erledigt  sich,  wenn  man  auf  die  Differentialgleichung  l).zurück- 
geht,  welche  jetzt  lautet:  ,  ,    ' 

Sie  giebt  integrirt  ""'  ^^      ^'  ^^ 

Ci  +  ardgx^^=narctgyif    e^^eonst.^ 
und  setzt  man 

ardgx^^qfj 
so  ist 

5a)  x^  =  tg<P,    yt  =  tg-^--j^ 

die  gewünschte  Lösung. 

Die  Constante  c^  hat,  feJls  n  ungerade  ist,  die  Werthe 
C|=iw»,    fw^O,  1,  ,.,,fi  — 1. 
Ist  n  eine  gerade  Zahl ,  so  tritt  von  Anfang  an  eine  wesentliche  Vereinfach- 
ung insofern  ein ,  als  dann  die  in  Bede  stehende  Gleichung  eine  reciproke  ist. 


Anwendnngen« 

I.  Auflösung  der  cubischen  Gleichung 

6)  ^  sfi-Äis^  +  Bg-C==0. 

Die   allgemeine   cubische  Gleichung  6)   lässt   sich  durch  eine  lineare 

Substitution 

0=.ay  +  ß 
auf  die  Form 

y«-3iry«  +  3y-ic  =  0 
bringen  und  zwar  ist  ^ 

A-3ß=^Sax,     3/J«-2^/J  +  J5=3a«,     ß^-Äß^  +  Bß-C=''a^x. 

Hieraus  findet  man  leicht 

welche  Werthe  nun  nur  in  , , , , 

.         . ,  yx+l—yx—l 

emzusetzen  sind.  '^ 
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Die  Grösse  a  kann  rein  imaginär  ausfallen  nnd  mit  ihr  x.  Dann  liegt 
eben  der  casus  irreducibiUs  vor,  welcher  in  der  schon  angedeuteten  Weise 
mittels  der  Tangentenfunction  erledigt  werden  kann. 

Nach  Matthiessen's  Angabe  hat  zuerst  Stoll  die  Auflösung  der 
cnbiscben  Gleichung  mittels  der  Formel  fdr  tg3g>  bewerkstelligt. 

Uns  kam  es  an  dieser  Stelle  darauf  an,  zu  zeigen,  wie  man  auf  dem 
Wege  der  Integration  algebraische  Gleichungen  zu  lösen  vermag. 

II.  Auswerthung  des  Integrales 

dy 


9)  J= 


wo 


J  {y  +  Dj/Y^ 


10)     Y^y^  —  Wia?y"""^  +  Way"""^  — W3icy""^  +  -«-,     x  =  const  Zahl. 

In  den  einfachen  algebraischen  Eigenschaften,  welche  der  Ausdruck  10) 

besitzt,  liegt  es  begründet,  dass  sich  gewisse  Integrale,  welche  diesen  Ausdruck 

irrational  enthalten,  sehr  einfach  durch  Logarithmen  und  Kreisbögen  aus- 

werihen  lassen.  —  Um  nur  einen  Fall  zu  erwähnen,  sei  das  Integral  9)  vorgelegt. 

Beachtet  man,  dass 

2r=(«  +  l)(y-l)«-(«-l)(y  +  l)», 

so  iSsst  sich  das  Integral  J  folgendermassen  schreiben: 
und  setzt  man  dem  Früheren  gemftss 


so  entsteht 


dt 


yi,x+i)-{x-'i)t^ 

Dieses  Integral  ist  aber  von  sehr  einfiEkcher  Natur,  denn  für 
geht  es  in  das  rationale  Integral 


"^  """2     /  (iC  +  D-i;« 


'  2  J  {x  +  l)^t 


über,  und  nun  hat  die  weitere  Bechnnng  keine  Schwierigkeit  mehr. 
Nach  diesep  Angaben  kann  auch  leicht  das  folgende  Integral: 

in  welchem  Ä^B^C  beliebige  vorgeschriebene  Constanten  bedeuten,  y  aber 
in  bestimmter  Weise  von  jenen  abhängt,  mittels  Eleinentar-Transcen- 
deaten  gelöst  werden.     Denn  substituirt  man  hier 

•  Yerglm  dessen  Grundzüge  der  Algebra  etc.,  §  848. 
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z^ay  +  ßj 
so  kann  man  ttber  a  und  ß  so  yerfUgen,  dass  das  Integral  übergeht  iir 

Wenn  nun 

«  =  ^  +  y,   also   €cy  +  ß  +  Y=.a(y  +  l),  r 

so  liegt  ein  specieller  Fall  des  Integrales  Nr.  9  vor,  und  hiermit  sind  alle 
weiteren  Schritte  der  Bechnung  vorgeschrieben. 

Die  Bedingung  a  =  |3  +  )f  lautet  in  den   ursprünglichen   Coefficienten 
des  lotegrales  12),  unter  Benutzung  der  Ausdrücke  unter  Nr.  7: 
13)  (^«-35)y«+(^5-9C)y  +  (5«-3ilO)=0. 

Zum  Schluss  sei  noch   erwähnt,   dass   ein   merkwürdiges,    zuerst  von 
Legendre  behandeltes  Integral,  nämlich  das  folgende: 


in  zwei  Integrale  der  Form  9)  zerlegt  und  so  gelöst  werden  kann. 
Schafft  man  in  7,  die  Qnadratwnrzel  durch  die  Substitution 

1      _y 

/4«;«-l     yZ 
fort,  so  entsteht 

und  das  ist  zerlegbar  m 

Bezeichnet  man  das  zweite  dieser  Integrale,  welches  ein  sehr  einfacher  Spe- 
cialfall von  9)  ist,  mit  9'(y)»  so  kommt  dem  ersten  das  Symbol  q>{'—y)  zu; 
man  hat  also  .  .- 

Indem  man  nun  tp{y)  nach  Vorschrift  der  Note  II  ermittelt,  gelangt  man 
nach  einigen  kleinen  Zwischenrechnungen  zu  folgendem  Besultat:  Es  ist 

wobei 


^  2«;  ^3  '  2«;j/3 


♦  Vergl.  Legendre 'b  Trait^  des  fonctions  elliptiqaes,  Chap.  XXVI,  No.  140. 

WOLDBMAR  HbYMANN. 
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Versohiedene  Darstellungen  der  Resultante 
zweier  binaren  Formen. 

Von 

Leopold  Schendel. 

(S  o  h  1  u  ■  1.) 


ö.  Die  algebraisch -symmetrische  Determinante 

((r ;  fi,)a,"«  a,^  f,"'  -"' |  ${-'  V*  h^''  *«"0"*  f?^ •  •  '7^'  ** 
welche   die    Resultante    (ai^O^'C^a"*)"'«!  ««"*"•   in   der  Verbindung   mit   dem 

Factor  (— 1)^'^  (aj"«  Ci"*)"*"""'  darstellt,   ist  die  Resultante  der  n^  Formen, 
welche,  durch  die  Grösse  p,"'"*  linear  verbunden,  in  der  Form 

(r;  wjaj"'  Oj"*  8j"'-"«|«j- '*?,'■""*  «r~*  «2^''  p"»' Vi"*"^ 
enthalten  sind. 

Wir  bezeichnen  das  combinatorische  Product  p^p^  zum  Unterschiede 
von  dem  algebraischen  Producte  in  Rücksicht  darauf,  dass  die  algebraische 
multiplicative  Verbindung  desselben  mit  dem  combinatorisohen  Producte  a|  a^ 
die  Determinante  a^€^\PtPi  erzeugt,  auch  durch  \PiP2  oder  PiP^l  und 
bemerken,  dass  die  Grösse 

(r;  n)  \  «r"  «/"^  V"'  h"'  Pi^^'P^'^ 
durch  Mttltiplication  mit  der  Grösse  PxPt\^\h  i°  ^^  combinatorische  Pro- 
dact  Pi"/>2"  übergeht.     Sie  ist  sowohl  in  der  Form 

als  auch  iu  der  Form 

(r;  n) )  e," "  h'"'  P2"""'  ^Z""'  «r;jPi"~ ' 
darstellbar.     Ihre  Verwandlung  durch  jene  Multiplication  in  das  combina- 
torische Product  Pi^p^   erfolgt  hier  für  die  erste  Form  und  ist  alsdann 
augenscheinlich  auch  für  die  zweite  Form  nachgewiesen. 

Die  Grösse  p^  ist,  wenn  sie  mit  der  Grösse  a"  durch  algebraische 
Multiplication  verbunden  wird,  in  der  Form 

darstellbar. 
Die  Grösse 

(r;  n)  \  ^r'  ^/-'l>i"~'  «/""'  «r  "ft-' 
setzt  sich  daher  aus  Gliedern  zusammen,  die  aus  dem  Ausdrucke         ^  j 
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far 

r=l,..,n;     XiS=r,..,n;     «,  =  1,  . .,  n  +  1  — r 
hervorgehen.     Von  diesen  Oliedern   verschwinden  in  ihrer  Summe  die  den 
Werthen 

r=l,  ..,n;     Xi=r+1,  ..,  «;     X8=l,  .  .,  x^  — r 

entsprechenden  Glieder,  denn  nimmt  man  aus  den  betreffenden  Zahlenreihen 

die  Werthe 

r  =  x,     Xj  =  x  +  il,     X2  =  fi 

und,  was  infolge  der  für  diese  Werthe  geltenden  Beziehungen 

l^x<n,     1<A<«  — X,    l<jji<k 
stets  möglich  ist,  die  Werthe 

r  =  X  — |M  +  1,     Xi  =  x  +  A,     ««  =  fi» 
so  sind   die  ihnen  entsprechenden  Glieder  entgegengesetzt  gleich.     Es  ver- 
bleiben also  die  den  Werthen 

r=l,  ..,n;     Xi=r,  ..,  n;     Xg  =  Xi  +  l  —  r,  . .,  «  +  1  — r 
entsprechenden  Glieder,  die,  wenn  wir 

Xj  +  l  — r=p,     K^  +  r=:a     * 
setzen,  auch  aus  dem  Ausdrucke 


för 

r=l,  ..,n;     ^  =  1,  . .,  n  +  1 -r;     ff  =  (>  +  r,  .  .,  w  +  1 
oder 

p  =  l,..,n;     a  =  (>  +  l,  ..,  n  +  1;     r=l,..,<j-p 

hervorgehen.     Nun  ist  aber 

Folglich  ist  die  Grösse 

(r ;  n)  I  £,-"  «2^-^ Pi*-*  «i"- '  f2-''l>2""' •  Pi P2  hl  ^2 
ein  Aggregat  von  Gliedern,  die  man  aus  dem  Ausdrucke 


fttr 

^=1,  ..,n;     a  =  Q  +  l,  ..,n  +  l 

erhält,  und  somit  in  der  That  gleich  dem  combinatorischen  Producte  Pi'p^"» 
weil  das  aus  dem  Ausdrucke 


für 

p  =  l,  ..,n  +  l;     ö=l,  ..,n  +  l 

hervorgehende  Aggregat,  welches  dieses  Product  darstellt ,  in  jenes  Aggregat 
übergeht,  wenn  man  die  gleichen  Werthen  von  g  und  a  entsprechenden 
Glieder  als  verschwindende  Grössen  weglässt  und  did  wechselseitig  gleichen 
Werthe  von  g  und  a  nur  einmal  in  Rechnung  bringt.        ^^  j 
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Die  Grösse      ,       v ,  -         .         . 

(r;  n)  I  «r '^ «/-^Pi"-*  V"' ff-'*/'/-' 
wird  darch  Addition  aus  dem  Aasdmcke 


för 

r=l,..,«;     x,=r,..,w;     jc^  =  Xi +  l--r,  . .,  n  +  1  — r 
oder 

»1  =  1,  . .,  «5     r=l,  . .,  x^;     i4  =  Xi  +  l  — r,  ..,  n  +  1  — r 

and  somit,  wenn  wir 

^  =  Xj  + 1  —  r 
setzen,  ans  dem  Ausdrucke 


für 

erhalten. 

Demnach  ist  die  Grösse 

ein  Aggregat  von  Gliedern,  die  aus  dem  Ausdrucke 


für 

Xj  =  l,  ..,n;     X2=l,  ..,n 

dadurch  hervorgehen,   dass  man  der  Grösse  q  alle  diejenigen  Zahlen werthe 

beilegt,  welche  den  Zahlenreihen 

1,  ..,  w;     Xj  +  Xj,  — w,  ..,  xj-,     X, +Xj  — n,  ..,  x^ 

gemeinsam  sind. 

Die  Determinante 

((r;  fij  ai^toj-tfa"»-"»  |  «r*"  e/"*  fi'*- *  ««"0"*  «i"*~  ^ •  V^^" 

ist  die  Resultante  der  fij  in  der  Grösse 

<'  ««"• «»"'  -"•  I P"» J»i"*  :pp,  I  f,  «2 
durch   die  Grösse  p^^   verbundenen,   für  die  Grösse  p"'~*  linearen  Fcrmeu. 
Nimmt  man  von  diesen  Formen  die  n^  in  der  Form 


enthaltenen  und  fügt  zu  ihnen  die  nj  —  Wg  in  der  Form  aj^^a"»"""*" '/>*»"* 
durch  die  Grösse  a"'"""^*  linear  verbundenen  Formen  hinzu,  so  erhält  man 
in  ihrer  Resultante 

((r ;  fi,)  a^"'  Og"»  Cj"»  - »^  I  «i"  *■ «/  - '  f /—  *  f j- »^  fg«.-"«)«»  a^"»-' . .  »,«•-> 

die    Resultante   (a^^O'^Cög"*)"' ^1 V*"'   ^^    ^®^  Verbindung    mit  dem   Factor 

Augenscheinlich  verschwindet  die  Grösse 

für  eine  etwaige  gemeinschaftliche  Verschwindungsgrösse  der  Formen  a^"'  p"> 
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6.   Durch  die  Oleichung 

ll'i'A"  =  (f\  ^)  I  h"'  h""-^  «r  -  '  h"''  Pi"" *  P«"-* '  Pi  P«  I  h  h 
wird  das  combinatorische  Product  Pi^p^  als  eine  Grösse  gekennzeichnet, 
die  aas  dem  combinatorischen  Producte  /?,  p^  durch  algebraische  multiplica- 
ti?e  Verbindung  mit  den  Grössen  Pj""^  und  jDj""**  hervorgeht,  für  die  also 
die  Gleichung 
^^^^  |Pi"P8"=|PiP2  Pi^-lPa"-^ 

besteht  |P|-P."  =  l^i^Pr^P2'-^PiP2l^i^. 

Die  Grösse  |^^  i>"'~S  die  aus  dem  combinatorischen  Producte  e^t^ 
durch  algebraische  Multiplication  mit  der  Grösse  p"-*  hervorgeht  und  fttr 
die  offenbar  die  Beziehung 

gilt^  ist  die  Summe  der  arithmetischen  Mittel  der  combinatorischen  Pro- 
ducte, die  man  aus  dem  combinatorischen  Producte  e^e^f^x  r  =  1,  . .,  n  da- 
durch erhalt,  dass  man  die  Factoren  desselben  auf  alle  möglichen  Weisen  mit 
den  Factoren  p"-'^  und  p^-^  der  Grösse  /?"-*  durch  algebraische  Multiplica- 
tion verbindet. 
Es  ist 

1^1^  JP"-*  =  i(r;n)(€,p«--e2P'*~'  +  ^iP'""'^2P""0| 
und  darnach 

\^ih  p''-*  =  *(nn)/>«-/>--M«i«2l 

oder 

and  demgemSss  ferner 

oder 

|eiß2  Pi"~*P2''"'  =('';w)klPl""'JP/■"'^P/■"'P2""'• 
In  der  That  ist  hiemach 

^     .      ^       ^,  |Pl"Pt"  =  |PlP2    Pi"-*Pt""*i 

da  m  der  Grösse 

infolge  des  Umstandes,  dass  das  in  ihr  auftretende  combinatorische  Pfoduct 
für  je  zwei  Werthe  von  r,  deren  Summe  n  +  2  ist,  entgegengesetzt  gleiche 
Werthe  annimmt,  die  den  Werthen  r=s2,  ..,  n  entsprechenden  Glieder  in 
ihrer  Summe  verschwinden. 

Durch  algebraische  Multiplication  der  Grösse  \e^e^  Pi"''*P»""~*  nait  dem 
combinatorischen  Producte  a^a^  erhält  man  die  Grösse 

oder 

ki"«2"l«iß2  Pr-'P2""*  =i(nn);^,"-^P2"~*Pi^-*JP2"-'l«i"Vl«,«2. 
die  sich  aus  zweistufigen  Determinanten  zweiten  Grades  zusammensetzt  und 
infolge  der  Vertauschbarkeit  der  combinatorischen  Producte  a^CL^^  und  e^e, 
sowohl  in  der  Form 
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(r;  n)  a^»  V  |  e^Pi'"''' p^^^^  ^JP!*""*  A*"^ 
als  auch  in  der  Form 

(r;  n)  ai»ft*-''l)/-^  a,»i>i'— »ft—''  |  e^e^ 
darstellbar  ist     Sie  ist  mit  der  GrOsse  (J^c^\Pi*p^  durch  die  Gleichung 

Terbnnden  und  der  Grösse 

gleich. 

Die  aus  der  Grösse 

Ol"»  Oj"»  €,*'  -  "»  I  j9«i  |)j»h 

durch  Division    mit   der  Grösse  jpPi   «i  £3    hervorgeliende  Form  ist  sowohl 
in  der  Form 

(r;  nj  Ol"»  a,-«a,»'— « ;  «i"''«/-^  «i'-i  63-''l?»'-ii>i"»-S 
als  auch  in  der  Form 

und  daher  die  Determinante 


welche   die  Resultante   (aj"')"»  (oj"»)*«  ^^  ßj*» "»   in   der  Verbindung  mit  dem 
Factor  (—l)^*''  darstellt ^  auch  in  der  Form 

(a,".)»i-%ai»»-%-i..g,«.-%-i|gj».-i..€j«.-i 
darstellbar. 

7.    Für  eine  etwaige  gemeinschaftliche  Verschwindungsgrösse  der  For- 
men a^^p^^  und  a^p^  verschwindet  auch  die  Grösse 

und  demzufolge  auch  die  aus  ihr  durch  Division  mit  der  Grösse  PPil^i^ 
bervorg€hende  Form 

Diese  Form  oder  also  die  Form 

ist  in  der  Form 

(r;  fig) ai"»i>»»"""»  Oj"»  I  e^p'^^'^Pi*'  ^  HP^^^Pi^^^ 
und  in  der  Form 

darstellbar. 

Sie  ergiebt  sich  als  gleich  der  Grösse 

ai*'i>"'  """*  ög"*  Ip"*!?!"*  '-PPi  I  «1  «2 
durch  Addition  aus  dem  Ausdrucke 
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fllr 

X  — 1,..,«4;     f4  — 1,..,#4;     t  — 1,  ..,  «i-nj+l 

nnd  diejenigen  Zahlenwerthe  der  OrOese  <;,  welche  einer  jeden  der  drei 
Zahlenreihen 

1,  ..,«»;     x  +  fi  — flg,  ..,  x;     x  +  f*-w»,  -M^ 

angehören,  und  ist  also,  wenn  wir 

fi  +  t  —  l^X,     nj  +  t  — 1  — V,     o  +  x  —  l^Q 
setzen,  ein  Aggregat  von  Oliedem,  die  man  aus  dem  Ausdrucke 

("-?)C+'?_,)(.+'?_,)..'^-v-^- 

für 

X  —  1,  ..,  fi,;     A  —  1,  ..,  *»! 

dadurch  erhält^  dass  man  den  GrOssen  v  and  q  bezw.  die  den  Zahlenreihen 

f*j,  ••)  w^;     A|  .»^  A -f- ftj      1 
und 

V  — fi,  +  l,  ..,  v;     x  +  A  — flg,  ..,  x  +  v  — «9;     x  +  ^  — «91  ..,  ^ 

gemeinsamen  Zahlenwerthe  beilegt. 

Fügt  man  zu  den  fi^  in  der  Form 

durch  die  OrOsse  jPi"*7^  die  »j  — fi^^  in  der  Form  Oj^ia"'""  *»•"*!>*•■"*  durch 
die  OrOsse  a*«~"*"*^  linear  verbundenen  Formen  hinzu,  so  erhftlt  man  in 
der  Besultante  dieser  Formen 


(|ai"«a,*H|eje,)'^£j'4-i..fj«.-i(ajn.)»i-%5j"«-%-i..€^».-",--i|fj«.-i..ej«.--i 

die  Besultante  der  Formen  a^^p"^*  und  ct^^p^. 

In  dieser  Determinante  ist  das  (x,  iL)te  Element  für  x"-l,  ..,  fi, 

ein  Aggregat  von  Gliedern,  die  aus  dem  Ausdrucke 

dadurch  hervorgehen,  dass  die  Grössen  v  und  q  bezw.  die  den  Zahlenreihen 
^^^  fig,  ..,  n^;     X,  ..,  X  +  Wg  — 1 

V— fij  +  l,  ..,  v;     x  +  A  — «i,  ..,  x  +  v  — n,;     x  +  X  — fi,,  ..,  i 
gemeinsamen    Zahlenwerthe    annehmen,    und   ausserdem   das   (n^  +  x,  Jl)te 
Element  für  x  —  1,  ..,  «j  —  «^ 
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Der  obige  Ausdruck  enthÄlt  die  Grösse  Oi"«  fj**  Og"»  s^^  da  der  Werth 
(»  «  1/  + 1  nicht  zulässig  ist,  nur  für  v  —  n,,  ^  —  1,  x  +  ^  —  p  =■  Wj,  und 
zwar  geht  er  ftlr  diese^Werthe  in  sie  ttber.  In  der  Determinante  tritt 
daher  diese  GrOsse  nar  als  (x,  fig  + 1— Ä)tes  Element  für  x-»l,  ..,  fi, 
lind   somit   die  GrOsse   (aj**  €|*')"»  (aj*«  e,"»)"»   in   der  Verbindong  mit  dem   ^ 

Factor  (-l)^*"^  als  Glied  auf. 
Es  ist  also 

8.   Die  Grosse 

ist  infolge   des  ümstandes,   dass   die   GrOsse   aj"ip*>'~"«j>|"*   sich   in  zwei 
Aggregate   zerlegen  lässt,   von   denen   das   eine   die   GrOsse  pPi\^i€^   als 
Factor  enthält,   als  Summe  aus  einer  gleichartigen  Grösse  und  einem  mit 
dem  Factor  a^p^.pPi\B^B^  behafteten  Aggregate  darstellbar. 
Aus  der  der  Gleichung 

gn  ^  ^«  g^n    ^n  ^  |,«  ^^  ^^ 

entsprechenden  Gleichung 

erhält  man  nämlich  durch  Multiplication  mit  der  GrOsse  p*»— "«+*"•'' jj^"», 
wenn  man  berücksichtigt ,  dass  die  GrOsse 

der  GrOsse 

(«,  —  Wg  + 1  —  r)  aj«»  g/jp**i -*«-'•  j?^»« .  g,j>  +  fig  Ot**'  Cg''j>*'"""»+^~''i>,"«""^g2JPi 

oder  I 

aj».  «7jP*''""'~''P,"*.  f2JP  +  — TT «i**  e/jp"'-"»'-'"l>i"»-^  6,  \pPx 

n,  + 1  —  r 

gleich  ist,  die  Gleichung 

Wj  -f- 1  —  T 

und  darnach,  wenn  man  diese  Gleichung  mit  i^^^p^^^  multiplicirt,  dann 
r  >— 1,  ..,  nj  — fig  annimmt  und  die  diesen  Werthen  entsprechenden  Gleich- 
ungen addirt,  die  Gleichung 

oder  bei  BerQcksicfatigung  der  Gleichnng 


+  (r;  «i -  *^)^^y_^K  %'-jp-'-"«--l>i--' «1  .«.'■"V-'.l'J»,  I «1«« 
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die  Gleichung 

und  insbesondere  für  Pi^p  die  Gleichung 

Vermittelst  dieser  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich  alsdann  aus 
der  Gleichung 

in  jder  That  die  Gleichung 

^ni  pn,  -»•,  ^n,  |  p«4jp^"» 

und  darnach  die  Gleichung 

-  (r;  «i-ih)  — ^^a/»e>p«i-'^--l>i««-^ 

9.   Für  eine  etwaige  gemeinschaftliche  Verschwindungsgrösse  der  For- 
men a^p^  und  ag"*p"»  verschwindet  auch  die  Form 

Sie  geht  als  gleich  der  Grösse 
(a^*'  «i"«!)*«  - »^ .  61"»  +  ffg"' "" "»!)»« -  *».  aj*»'  c,*'  -  "» +^ «,)  Og"»  1 1)»*!?!*»  \pp^   «j  c, 
oder  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung 


als  gleich  der  Grösse 

((r;  nj  —  f4)  Ol*»  aj«l  +  l-r^r-l    g^n,-»,  +  l-rj^r-l^n.-»,^  g^«, 

durch  Addition  aus  dem  Ausdrucke 


für 

und   diejenigen  Zahlenwerthe   der  Grösse   <;,   welche   einer  jeden  der  drei 
Zahlenreihen 
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angehören,  hervor  und  setzt  sich  somit  aus  zwei  Aggregaten  von  Gliedern 
zusammen.     Von  diesen  Aggregaten  erhält  man  das  eine,  wenn  man 

fi  +  r  —  l'^kj     a  +  r  —  l^Q 
setzt  ^  aus  dem  Ausdrucke 

für 

x«l,  ..,«2;     A«l,  ..,  »j;     r«l,  ..,  w^-Wg 

und  die  den  Zahlenreihen 

r,  ..,  r—l  +  iig;     x  +  A  — n^,  .  ,  x  +  r  — 1;     x  +  ^  — «2;  ••>  ^ 


gemeinschaftlichen  Werthe  der  Grösse  ^  und  demnach,  da  €j'^aj*^"~?+'"62?""'" 
für  p  —  r  der  Eins  und  für  p>r  der  Null  gleich  ist  und  fi"'€i"'~''~^+^6g''+^-^ 
infolge  des  Umstandes,  dass  q  höchstens  den  Werth  X  annehmen  kann,  für 
alle  Werthe  von  q  verschwindet,  aus  dem  Ausdrucke 


oder,  da  ^n,,^n7+i^ve2-«i+».-i+e 

für  p  ■=■  r,  r  —  1,  ..,  w,  — nj  verschwindet,  aus  dem  Ausdrucke 


für 

X— 1,    ..,   »lg»        i*»l,    ..,♦*! 

und  die  den  Zahlenreihen 

1,  ..,  »1— fi^;    x  +  A  — fij,  ..,  x  +  Wi  — n«;    «  +  ^  — «2»  ••»  ^ 
gemeinschaftlichen  Werthe  der  Grösse  p,   das  andere  dagegen,   wenn  man 

fi  +  n^-n^^k,     ö  +  n^-n^^Q 
setzt,  aus  dem  Ausdrucke 

und  somit  aus  demselhen  zuletzt  gegebenen  Ausdrucke  ftir 

X  — 1,  ..,  n^'y     ^  —  1,  ..,  n^ 
und  die  den  Zahlenreihen 

ni  —  n^  +  l  ..,  «1;     x  +  A  — nj,  ..,  x  +  nj  — w^;     k  +  X  —  t^,  ..,  A 
gemeinschaftlichen  Werthe  der  Grösse  q. 

Die  Form 


ist  also  ein  Aggregat  von  Gliedern,  die  aus  dem  Ausdrucke 


j^j.  -A  '        «1  ^  P  '        ^l  '        «3 
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x  =  l,  ..,  tag;     X  —  1,  ..,  Wi 
dadurch  hervorgehen,  dass  man  der  Grösse  q  alle  diejenigen  Zahlen werthe 
beilegt,  welche  den  Zahlenreihen 

1,  ..,  Wj;     K  +  X  —  n^j  ..,  x  +  Wj  — flg;     x  +  i— «t,  ..,  ^ 
oder  den  Zahlenreihen 

1,  ..,  Wj  — ♦i2+«5     X  — «8  +  x,  ..,  A 
gememsam  smd. 

Die  Resultante  der  in  ihr  und  in  der  Form  c^^a^t—^—^p'^i-^  durch 

die  Grössen  2>i"*~^  und  a*'"""»""^  linear  verbundenen  Formen 

stimmt  daher  mit  der  Determinante 


oder  

genau   überein  und   stellt  somit  die  Resultante  (ai"»)"»(aj"«)*«ei«^*»'*'  auch 

in  der  Verbindung  mit  dem  Factor  (—1)^*''  dar. 
Die  Form 

ist  der  Form         ,  ,  ,    

und  femer  die  Form 


sowohl  der  Form 

als  auch  der  Form 

ai»«a2"»|ei"»+^--*(€,*  — €i"»+^-''£2''«i"*"*'^"')i>"'*^ 

10.  Die  Grösse 
geht  durch  Addition  aus  dem  Ausdrucke 

für 

X  — 1,  ..,  «2;     f*  — 1,  .-,  «1  — n2--r  +  l;     p  — 1,  ..,  fij  +  l 

hervor  und  ist  also,  wenn  wir 

r+fi  +  Q-2'^l 

setzen  und  bemerken,  dass  alsdann  infolge  der  Werthe  von  ft 
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ist,  ein  Aggregat  von  Gliedern,  die  man  aus  dem  Ausdrucke 

in  >».-^);;^XV+T-;-r)fi-i)  «."'  ^/ V-^-^^ «.-— 

O,«.  e^^h  +  l-eegO-"!  .jpj«.  -  1  fl»»-x  g^x-l  ^n,-l  g^n.-;  ^^2-1 

oder  bei  Berücksichtigung  der  Gleichung 
und  in  ErwSgung,  dasB 

für  ^  ""  V  der  Eins  nnd  sonst  der  Nnll  gleich  ist,  ans  dem  Ausdrucke 


,-.Gv%-0(r.') 


(%+.-')Ur;-,) 

für 

X  ■"  1,  ..,  Wj;     A  ^  1,  ..,  t»! 

und  die  den  Zahlenreihen 

1,  ..,14  +  1;     A  +  l-«i  +  f4,  ..,  A+l-r 

gemeinschaftlichen  Zahlenwerthe  der  Grösse  q  erhält. 

Auf  Gnmd  der  Gleichung 


ai"'a8*H|ejej  p^^-'^Pi 


-In  m—i 


ergiebt  sich  daher  ans  der  Determinante 


die  ihrem  Werthe  nach  gleiche  Determinante 


((aj»'  f,»^,!  5i»«  +  fg»'-»».|a,"'  f2*'~"'"^^*8)ö«"'i  «i^J'^fi'^""^--  f«""""^ 


(a,»t)n,-»,j^n,-iH-l..f^«l-n,-lj     m-l^^^ 


2 


wenn  man  in  ihr  zu  einem  jeden  (x,  A)ten  Elemente  für  x  •- 1,  ..;  n^  ein 
Aggregat  Ton  Gliedern  hinzufügt,  die  aus  dem  Ausdrucke 


^U+i-^-rJU-i; 


(^+i-')(.Vr^) 

dadurch  hervorgehen,  dass  man  der  GrOsse  q  die  den  Zahlenreihen 

Digitized  by  VjOOQIC 


76  Versch.  Darstellungen  der  Resultante  zweier  binär.  Formen. 


1,  ..,  w^  +  l;     A  +  1- n^+n^,  ..,  A+1  — *• 
gemeinschaftlichen  Zahlenwerthe  beilegt. 

11.  Schliesslich  ziehen  wir  in  den  Bereich  unserer  Betrachtung  die  Form 

V  —  0,   ..,  tli-«2+l, 

welche  aus  der  Form  ai**jp*'  dadmch  hervorgeht,  dass  man  aus  ihr  die 
Grössen  |>*»«6/~^f2'* +^~%  .mP**'^2'*'  vermittelst  der  Form  a^^p^  elimimrt. 
Diese  Form,  die  für  v  —  0  die  Form  0^*1  p**  selbst  ist,  setzt  sich 
additiv  aus  den  Formen  a^^^p^^  und  a^p^  in  der  Weise  zusammen,  dass 
die  erstere  die  Grösse 

(a/0*'^''"^O""'*'"^^""'"«8*''""*l  V"'^^/''^*""''--««^  «  («2*'f2^y 
und   die   letztere   eine  Form    (nj  — «j,)ten  Grades   für  p  zum  Coefficienten 
haty  und  ist  bei  Berücksichtigung  der  Gleichung 

_p»i  «p"  f/.äj'^jp'H-''  +JP«»  fj"-!  f3«i+i-\  fj^-ifg^'+i-"  H f-l>"'  fg*'. c7< 

in  der  Form 

darstellbar.  Die  Resultanten  von  ihr  und  der  Form  a^^'p^^  einerseits  und 
der  Form  a./^p**  andererseits  sind  daher  mit  einander  durch  die  Gleichung 

(«2"*  c^)""«.  («i"»)"»  (»2*^)*'  e^  Cg««*^ 

verbunden,  und  es  gilt  somit,  da 

(«/)"•  («2"0"  «1 V"*  -  (»2"*  ^2*0" 
ist,  die  Gleichung  _ 

DiePon.  e,e,c».-»)-..^ 

V  — 0,  ..,  Wj  — n^+l, 

die  man  erhält,  wenn  man  aus  der  Form  a^^p*^^  die  Grössen  p*»  fi''—^6j"*+^''*, 
•  M  i>***  ^2***  vermittelst  der  Form  a^p^^  eliminirt  und  das  Eliminationsresultat 
durch  p*  B^  dividirt,  hat  also  mit  der  Form  a^p^  eine  Resultante,  die 
sich  von  der  Resultante  der  Formen  a^^p^^  und  a^^p^  nur  durch  den 
Factor  {a^^B^^y^^"^^  unterscheidet 

Damach  gilt  für  die  Resultante  der  Formen  aj^'jp'*"  und  a^^p^'  u.  a. 
eic  ung  {a^^is^yi»t-iK(a^^i)nf(a^ntYi^^^ninf 

(Og"»)"»-*  «i»>-^-^..  f,««-»-l  I  jjn|+»,-ir— 1      j^n,  +  n,-i'-l 
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und  ferner  im  Falle  «i  —  v  >  n^  die  Gleichung 

(— l/^^(a,"«fg^)»<"*-*>.(ai*')"*(«i*')*'  Cjeg«'*»      , 

aj««f,"' "■*«""*  I  ^1^8  «,*»- *»—•)»»  fi«^~*..  f,*^-*  (a^*»«)*i ""»""' €,*•'"*•'""•'"* 
Ar 

V  —  0,   ..,  »1  — »2 

und  im  Falle  w^  —  v  ^  «^  die  Gleichung 
-  (a^««  (a^"»)*«!*-^  fg«-—^+i-V. «/!-">  I  f7*V"^*8*' "*"*""'••  f/0~*' "*■"'"*■'' 

ftlr 

V  — «1  — Wj,     n^  — fij  +  1. 

Insbesondere  stellt  sich  hiemach  für  v-^n^  — n^  die  Resultante  (ai"')*** 

(a,"»)*»i  «iC,"'"«  in  der  Verbindung  mit  dem  Factor  (— l)^*>'(a2"«f^*^)("«'*»^^"«"^^ 
durch  die  algebraisch -symmetrische  Determinante 

dar.  .7-^«...,-^^ 

Berlin,  den  7.  Februar  1887. 
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Ueber  einige  Sätze  J.  Steiner's. 

Von 

Dr.  Stoll, 

Gymnaiiallehrer  xu  Bensheim. 


In  dem  Folgenden  habe  ich  versucht,  die  Bichtigkeit  einiger  von  J. 
Steiner  zum  grossen  Theil  ohne  Beweis  aufgestellter  Sfitze  durch  die  ana- 
lytische Methode  nachzuweisen  und  ihren  inneren  Zusammenhang  herzustellen; 
hier  und  da  sind  dabei  auch  neue,  von  Steiner  nicht  gegebene  Resultate 
gewonnen  worden. 

Eine  Ellipse  sei  gegeben;  wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  eine  zweite 
concentrische  Ellipse  von  gleichen  Axenriohtungen  zu  finden,  die  so  be- 
schaffen ist,  dass  sie  um  ein  Vieleck  von  gegebener  Seitenzahl  beschrieben 
werden  kann,  das  zugleich  der  ersten  Ellipse  eingeschrieben  sein  soll. 

Die  Gleichung  der  gegebenen  Ellipse  sei  "jt  +  "xg  =  1  >  die  der  gesuchten 

^      v^ 

j.£- =1    so  ist  die  Gleichung  einer  Sehne  der  ersteren: 

soll  dieselbe  die  zweite  Ellipse  berühren,   so  gilt  die  Bedingungsgleichung: 
a  *  5  « 

Dieser  «Bedingungsgleichung  kann  man  noch  verschiedene  Formen  geben. 
Führt  man  nämlich  die  Functionen  der  ganzen  Winkel  ein  und  setzt  zur 
Abkürzung  a^^la  und  &^=|[i&,  so  erhält  man: 

3)    A*+  |Li*  —  1  =  (l  —  A^  +  fA*)  coB^f^  cos(p^  +  (l  +  A*  —  fi*) sin<pi  ^f»g>,; 
drückt  man  aber  in  2)  die  Sinus  und  Cosinus  durch  die  Tangenten  aus  und 
setzt  der  Kürze  halber  t^  statt  tg^^^  und  t^  statt  tg^<p^^  so  kommt: 

oder,  wenn  man  zur  Abkürzung 

2    <^'  +  ^'(^'-V)^o^  +  ^'-^'^c 
setzt,  ■  «'^i*  ^'  ^  . 
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5)  Ät,%*  +  Ä  +  Ct,t,  =  t,^  +  t,\ 

Zieht  man  von  dem  Punkte,  dessen  Parameter  «p^  ist,  eine  zweite  Sehne 
nach  dem  Punkte  «jPj,  so  dass  die  Bedingung 

X*  +  ^*  — 1  =(l'-k^  +  fjL^)co8(p2COSq>^+{l  +  X^-'fi^)sinq)2Sin<p^ 

erfüllt  ist,  so  berührt  diese  ebenfalls  die  zweite  Ellipse,  und  die  Grössen  A 
und  II  sind  durch  diese  Gleichung  und  die  Gleichung  3)  vollständig  bestimmt. 
Durch  Subtraction  beider  Gleichungen  erhält  man  ausserdem  noch  die  Be- 
dingung : 

(1  —  X*  +  ju*)  cos<p2  {cosq)^  —  cosg>^)  +  {l  +  iL*—  jü*)  sing>^{sin(pi  —  sintp^)  =  0 
oder 

(1  -  A»  +  M»)  fc/ 4  (V.  +  Vs)  =  (1  +  A»  -  ft*) /</ », 
oder  endlich 

Q 

wenn  man  nämlich   ^  =c  setzt. 

Man   kann  nun  an  die  gefundene  Ellipse  von  tp^  aus  eine  dritte  Tan 
gente  ziehen,   welche  die  gegebene  in  einem  Punkte  qp^  schneidet,   von  tp^ 
aus  eine  vierte  etc.,  wobei  aus  den  Gleichungen 

At^H,^  +  A  +  Ct,t,  =  t,^  + 1,\    At,^ V  +  ^  +  et, h  =  U'  +  h^  etc. 

nacheinander  die  Parameter  q>,,  q>^  etc.  gefunden  werden  können  Zu  diesen 
Gleichungen  ist  ausser  der  Gleichung  5)  noch  die  oben  nicht  erwähnte 

At^H^^  +  A  +  Ct^t^  =  t^^  +  t^^ 

hinzuzufügen.  Sollen  nun  aber  alle  diese  Sehnen  ein  geschlossenes  n-Eck 
bilden,  so  muss  der  Endpunkt  der  n^^^  Tangente,  der  den  Parameter  fp„^\ 
hat)  mit  dem  Anfangspunkte  zusammenfallen  oder  es  muss  <Pn-f  i  =  360^  +  <Pi 
sein;  infolge  dessen  ist  die  Zahl  obiger  Gleichungen  keine  unbegrenzte,  son- 
dern es  giebt  nur  n  solcher  Gleichungen ,  von  denen  die  letzte  heissen  muss : 

AtnU,^  +  A  +  Ctnt,^tn^  +  hK 

Diese  Bemerkungen  genügen,  um  die  Eigenschafben  solcher  geschlossenen 
Vielecke  zu  untersuchen. 

Lassen  wir  den  Anfangspunkt  der  ersten  Tangente  auf  der  Peripherie 
der  ersten  Ellipse  nach  einem  Punkte  vorrücken,  dessen  Parameter  sich  von 
%  nur  um  den  unendlich  kleinen  Bogen  dtp^  unterscheidet,  so  verschiebt 
sich  ihr  Endpunkt  um  clg>,,  der  Endpunkt  der  zweiten  Tangente  um  dq>^  etc., 
der  der  n^^  um  d^n  +  i»  wobei  alle  diese  Incremente  dasselbe  Zeichen 
erhalten  müssen,  weil  mit  dem  Wachsthum  von  q>^  alle  übrigen  tp  ebenfalls 
wachsen.     Durch  Differentiation  der  Gleichung  5)  erhält  man  nun: 

Die  Auflösung  der  Gleichung  5)  nach  L  oder  U  ergiebt  aber  entweder^  j 
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2  <,  (^  <,»  - 1)  +  et,  =  + /4u4  *,* + (C»  -  4u4»  -  4)  <,»  +  4^ 
oder 

woraus  folgt: 


y4At*{C''-iÄ*-i)L*  +  iÄ^         y4.At,*  +  [C*-4.A*-i)t»  +  4A^ 
__ ä<p,== -j^, dv.. 

Links  und  rechts  wurde  deshalb  das  positive  Zeichen  genommen,  weil 
nach  der  vorausgeschickten  Bemerkung  die  Incremente  (2<pj  und  dtp^  das- 
selbe Zeichen  besitzen  müssen.  Bezeichnet  man  nun  die  Coefficienten  von 
dfpi  und  dq)2  kurzweg  mit  f^  und  /*,,  so  heisst  jetzt  die  letzte  Gleichung: 
f^  dq)^  =  ^  dq>2',  ebenso  findet  man  f^  dip^  =  /i  dqpg,  f^  dtp^  ^=  f^  dip^  etc.  und 
endlich  fn^\ä(pn  =  fnä(pn'\'\.  Durch  Multiplication  aller  dieser  Gleichungen 
bekommt  man  fH-^idip^  =  f^d(pn-{.\\  weil  aber,  im  Falle  das  ursprüngliche 
Vieleck  geschlossen  war,  fn^v  =  fi  sein  muss,  so  hat  man  auch  d<pn+\  =  dipi^ 
d.  h.  der  Endpunkt  der  letzten  Tangente  f^Ut  auch  nach  der  Verschiebung 
wieder  mit  dem  Anfangspunkte  der  ersten  zusammen  oder  das  Vieleck  ist 
auch  jetzt  wieder  geschlossen.     Daraus  folgt  der  Satz: 

A.  Dreht  man  ein  n-Eck,  das  einer  Ellipse  eingeschrieben 
und  einer   andern  concentrischen  Ellipse  mit  gleichen 
Axenrichtungen    umgeschrieben    ist,    so,    dass    seine  n 
Eckpunkte  immer  auf  der  Peripherie  der  ersten  Ellipse 
bleiben,   seine   n  —  l   ersten   Seiten  aber  die  zweite  El- 
lipse berühren,    so    berührt  auch   seine  n*^  Seite  fort- 
während dieselbe  Ellipse. 
Denkt  man  sich  ferner  eine  Schaar  sich  einschliessender  concentrischer 
Ellipsen,  deren  Axenrichtungen  dieselben  sind,  und  legt  von  einem  Punkte 
(fi   der  ersten  an  die  zweite  eine  Tangente,   so  wird  der  Parameter  ihres 
Endpunktes  q>^  durch  die  Gleichung  -4^1*^2*  +  Ä  +  Ct^t^^^  ^*  +  ^«*  bestimmt 
der  Parameter  des  Endpunktes  der  von  q)^  ^^  ^^®  dritte  gelegten  Tangente 
durch  die  Ähnlich  gebildete  Gleichung  Ät^^t^^  +A'+C'  t^t^  =  t^*+t^^  etc. 
und  man  hat  ausserdem  noch  die  Differentialgleichungen: 


/4^'V+(^''-4^'*-4)^3H4Z'  /4^%H(C'«-4^'«-4)^.HÖ' 

etc. 

Nimmt  man  an,   alle  Ellipsen  sSien  ähnlich  und  ähnlichliegend, 

1  — A*  1  — P  2 

so   ist  A  =  f4,    k'=fi   und  man  hat  Ä  =  — -j-i   A'= —y^-  etc.;    0  =  -^^ 

C'=^  etc.;  also  auch  0«-4^2-4  = -^ -^^i^*-4  =  8-^=8i 

und   ebenso   C*  — 4^1'*  — 4  =  8-4'.      Daher  gehen   obige  Differentialgleich- 
ungen über  in  dqp,  =d<P2  =  ^9>s  =  etc.  =  rfg?„-j.i.     Daraus  folgt  aber,  dass, 
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wenn  der  Endpunkt  der  Tangente  an  die  letzte  Ellipse  mit  dem  Anfangs- 
pankt  der  ersten  zusammenfiel,  dies  auch  dann  noch  der  Fall  sein  wird, 
wenn  man  das  Vieleck  so  verschiebt,  dass  seine  Ecken  sich  fortwährend 
auf  der  ersten  Ellipse  fortbewegen,  seine  Seiten  aber  der  Reihe  nach  die 
zweite,  dritte  etc.,  n^  Ellipse  berühren.     Man  hat  daher  den  Satz: 

B.  Wenn  eine  Schaar   ähnlicher  und   ähnlichliegender  El- 
lipsen  gegeben  ist   and   man  von  irgend  einem  Punkte 
der  ersten  Ellipse  an  eine  beliebige  Ellipse  der  Schaar 
eine  Tangente  legt,  von  ihrem  Endpunkte  an  eine  zweite 
Ellipse  der  Schaar  eine  zweite  Tangente   und  so   fort, 
so  wird  die  Verbindungslinie  des  Endpunktes  der  letz- 
ten Tangente  mit  dem  Anfangspunkte  der  ersten  immer 
dieselbe  Ellipse  der  Schaar  berühren,   wenn  man  auch 
das  dadurch  entstandene  Vieleck  sich  so  drehen  lässt, 
dass  seine  Eckpunkte  auf  der  Peripherie  der  ersten  El- 
lipse bleiben  und  die  n  —  l  ersten  Seiten  derselben  fort- 
während je  dieselben  Ellipsen  der  Schaar  berühren« 
Kehren  wir  jetzt  zu  unserem  ursprünglichen  System  von  zwei  Ellipsen 
zarück  und  denken  uns  ein  geschlossenes  Vieleck  von  gerader  Seitenzahl, 
also  von  2n  Seiten,  welches  der  ersten  ein-  und  der  zweiten  umgeschrieben 
ist,  so  gelten  dafür  folgende  Gleichungen: 

Ai,H^^  +Ä+  Ct,t,  =V  +^/» 
At^H^^  +Ä+  Ot^t^  =  t,^  +ts\ 


Ahn^t,^  +  A  +  Chnt,  =  hn^  +  t^^> 

Die  Elimination   von  C  aus  der  ersten  und  (»  +  1)*^°  derselben,   aus  der 
zweiten  und  (fi-{-2)^^  etc.  liefert  die  n  neuen  Gleichungen: 


Diesen  n  Gleichungen  kamt  in  verschiedener  Weise  zugleich  Genüge 
geleistet  werden.  Nimmt  man  nämlich  erstens  an,  es  beständen  die  Rela- 
tionen 

wo  die  positiven  Zeichen  den  positiven  und  die  negativen  Zeichen  den  nega- 
ÜTen  entsprechen,  so  werden  die  zweiten  Factoren  der  linken  und  der 
rechten  Seite  jeder  der  obigen  Gleichungen  gleich  Null;  aber  für  das  posi- 
tive Zeichen  würde  man  haben  tp^  =  360^  +  9>m  + 1 ,  9>9  ==  360^  +  9«  -1-2  etc., 
d.  h.  die  gegenüberliegenden  Ecken  des  Vielecks  müssten  zusammenfallen; 
bei  der   Wahl    des    negativen    Zeichens    aber    müsste    9>i  =360^  —  qp»^i,        j 
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(p^^d60^-~  gfn-^i  eto.  sein,  d.  h.  die  gegenfiberliegenden  Ecken  des  Viel- 
ecks mttssten  symmetrisch  gegen  die  Richtung  der  grossen  Axe  liegen,  was 
beides  unmöglich  ist.     Es  bleibt  daher  nar  möglich,  anzunehmen,  dass 

<j  tn-\- 1  —  fg  ^«+2  =  ^8  <i»  +  3  =  •  •  •  =  /n  fen  =  A 

sei,  wo  X  eine  Constante  bedeutet;  die  genannten  Gleichungen  gehen  näm- 
lich dann  über  in: 

^(l-A*)(X*-e,«^,*)  =  0,     ^(l~;*)(A»-f,«f3»)  =  0    etc., 

woraus  unmittelbar  folgt ,  dass  il  =  Hh  1  sein  muss.  Nähme  man  das  posi- 
tive Zeichen,  so  müsste  g^n+i  =  180^  —  g?^,  <;pi,4.2  =  ISO^—gng  sein,  was 
bedingen  würde,  dass  die  gegenüberliegenden  Ecken  des  Vielecks  sym- 
metrisch zur  Bichtung  der  kleinen  Axe  lägen,  —  eine  Lage,  die  unmöglich 
ist;  man  hat  daher  das  negative  Zeichen  zu  wählen,  so  dass: 

7)  ^i^«  +  l  =^2^1142  =  ^3^n+3  =  -**  =  ^n^2fi  =  —  1 

ist.     Aus  diesem  Resultate  folgt  aber  der  Satz: 

C.  In  jedem  geschlossenen  Vieleck  von  gerader  Seitenzahl, 
das  einer  Ellipse  eingeschrieben  und  einer  andern  con- 
centrischen  Ellipse  von  gleichen  Axenrichtungen  um- 
geschrieben ist,  liegen  die  gegenüberliegenden  Ecken 
auf  je   einem  Durchmesser,  oder,   was  dasselbe  ist,  je 
zwei  gegenüberliegende  Seiten  sind  parallel. 
Für  zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipsen  ist  dieser  Satz  unmit- 
telbar einleuchtend;  er  gilt  aber  auch,   wie  man  sieht,   wenn  die  Ellipsen 
ungleiche  Axenverhältnisse  haben. 

Wenn  in  eine  gegebene  Ellipse  von  den  Halbaxen  a  und  h  ein  ge- 
schlossenes Vieleck  von  bestimmter  Seitenzahl  eingeschrieben  werden  soll, 
dessen  Seiten  eine  andere  concentrische  Ellipse  von  denselben  Axenrich- 
tungen, deren  Halbaxen  a^  und  h^  sind,  berühren,  so  muss  zwischen  den 
Grössen  a,  b  und  a, ,  ^^  oder,  was  dasselbe  ist,  zwischen  A  und  C  eine 
gewisse  Relation  bestehen,  die,  wie  aus  Satz  A.  erhellt,  unabhängig  ist  von 
den  Wertben  der  Parameter  der  Eckpunkte  des  Vielecks.  Nun  unterscheidet 
sich  unsere  Gleichung  5)  und  die  ähnlich  gebildeten  nur  dadurch  von  der 
Gleichung  5)  in  meiner  Abhandlung  Ueber  sphärische  Vielecke,  die  einem 
Kreise  eingeschrieben  und  einem  andern  Kreise  umgeschrieben  sind  (Zeit- 
schrift f.  Mathematik  u.  Physik  XXIX,  2),  dass  hier  Ä  =  B  ist;  also  bleiben 
auch  alle  Schlüsse  in  Bezug  auf  die  erwähnten  Relationen  ftlr  die  verschie- 
denen Vielecke  dieselben,  und  man  wird  auch  hier  dieselben  Relationen 
erhalten,  wie  dort,  wenn  man  nur  A  =  B  setzt.  Demgemäss  ist  die  Re- 
lation für  das  Dreieck:  , 

A.  —  1  =  C/, 
für  das  Fünfeck: 

(^« -  \)[{A^ -\y  +  CiA' -  I )  -  C»]  =  ^* c\ 

für  das  Viereck:  .^      , 

A^  ■=  \, 

für  das  Sechseck: 
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far  das  Achteck: 
für  das  Zehneck: 

für  das  ZwOlfeck: 

Einige  dieser  Relationen  wollen  wir  jetzt  einer  näheren  Disoussion  unter- 
ziehen.    Setzt  man   zuerst   in  die  Relation  f(ir  das  Dreieck  ufi  —  l^C  die 

1  _  jt«  ;t*  —  u*  +  1 

Werthe   von  il  =  — ^r-  und  (7=2—      -^ —    -  ein,  so  kommt: 

(l-XS)«-^4  =  2^«(X«-^«+l)*  oder  A*-2(l  +  ^«)A«  +  (l-^«)«  =  0; 
dies  giebt  A*=:  1  +  fi' +  2fi.  Nimmt  man  das  positive  Zeichen,  so  ist 
A=+(1  +  /a),  wfthlt  man  aber  das- negative,  so  ist  A=  +  (l  — fi);  nun 
ist  aber  weder  X  =  l+f4,  noch  A  =  — (l  +  u),  oochil  =  — (1  —  |w)  mOgliobi 
weil  l  and  (i  ihrer  Natnr  nach  positive  echte  Brüche  sind ;  es  bleibt  daher 
als  Relation  für  das  Dreieck  übrig: 

8)  A  +  fi«!. 

Für  das  Viereck  hat  man  -4=  +  !,  d.  h.  1  — X*=  +  |ii*,  wo  aus 
demselben  Grunde  das  negative  Vorzeichen  nicht  genommen  werden  darf, 
so  dass  die  Relation  heisst: 

9)  1«  +  M»=1. 
Das  Sechseck  hat  die  Relation 

A*-l=^±AC  oder  (1- i>)»-^*=  ±2(l-l*)(i»+l- »**), 
also  entweder 
^^^  ,»*-2(l-A«)^»  +  2(l-A*)-(l-A»)«  =  0 

M*  +  2(l-X»)^«-2(l-A*)-(l-A«)«  =  0. 
Aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

^«  =  (l-A«)  +  >/2Ti--~l?)^-2(i^^)i=l--i«  +  2^A*"-ri, 
was  compleze  Werthe  giebt;  aus  der  zweiten  Gleichung  aber  findet  man 


^«  =  -  ( 1  -  Jl«)  +  ^2 (1  -  A«)*  +  2("r-  A*)  =  -  (1  ~  A«)  +  2  ^1  -  A« ; 
hier  ist  selbstverständlich   nur  das  positive  Zeichen  zulässig  und  man  hat 
deshalb  als  Relation  für  das  Sechseck:   ^«-A^+l  «2/i-A*  oder 


10)  /1-A*  +  /1-^«=1, 

wo  bei  beiden  Wurzeln  das  positive  Zeichen  zu  nehmen  ist. 
Beim  Achteck  gilt  die  Relation 
(ii«-l)2=  +  ^C*  oder  [(l-AV-|ti*j=*=i4^«(l-il*)[i»  +  l-f*«]»; 
das  negative  Zeichen  rechts  ist  unbrauchbar,  weil  l  —  k*  positiv  ist  und  sonst 
nur  Quadrate  vorkommen.     Um  aber  bei  der  Wahl  des  positiven  Zeichens 
der  Relation  eine  mehr  symmetrische  Gestalt  zu  geben,  gehe  man  von  der 
Identität  aus:  r^^^r^Tr> 
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[l*  +  ^«  _  1]4  _  [(1  _  1»).  _  ^«]«  =  _  4^»(1  _  i»)  [i«  +  ^»  _  i).. 

diese  giebt  dann,  verbunden  mit  der  obigen  Relation: 
11)  (A«  +  fi«-l)*=  16AV'(l-il*)(l-^*). 

Wir  wollen  uns  jetzt  auf  einer  gegebenen  Ellipse  zwei  feste  Punkte 
von  den  Parametern  9^1  und  9>«  denken  und  dazwischen  n  — 2  bewegliche 
Punkte  <)E>2)  Vsi  •••>  Vn^\\  in  innigem  Zusammenhang  mit  den  bisherigen 
Auseinandersetzungen  steht  dann,  wie  wir  sehen  werden,  die  Frage,  in 
welcher  Weise  die  Sehnen  q>i<p^^  <PiV$i  •••)  9>m-iVn  gezogen  werden  müssen, 
damit  ihre  Summe  ein  Maximum  sei.  Die  Entfernung  des  Punktes  go^ 
von  (pj  wird  ausgedrückt  durch 

j/a^  {cos  <p^  —  cos  <PiY  +  V  {sin  <p^  —  sin  q)^  Y 


t=  2  5in^(9g-  Vi)  /a*«ViCv2+ Vi)  +  ft*  co5*i  (9^2  +  <ri), 
und  es  soll  daher  die  Summe 

u^2sini{q>^'^(p^)Wn  +  2sin^(q>^-(p;)W^  +  '^' 

+  2sinl{(pn-q>n^l)Wn,n^l 

ein  Maximum  werden,  wobei  wir  der  Abkürzung  halber 


ya'sin*^(<Pk+  VA-i)  +  2>*  cos*i[q>A+(Pk'-\)  =  Wk,  t^i 
gesetzt  haben.     Die  partielle  Differentiation  nach  9^,  9^3,  ...,  (jPa—i  ergiebt 
f»-~2  Bedingungsgleichungen,  die  alle  ähnlich  gebaut  sind  und  von  denen 
die  erste  heisst: 

Nach  vorgenommener  Reduction  erhält  dieselbe  die  Gestalt 
g*  sin\ {q>^  +  q>i)sin(P2  +  h*  cos^  (y»  +  yi)  cosq>^ 

_^  g^  gjn ^  (()P8+ y>)  sin qp^  +  6^  OQg ^  (cpa  +  y^)  cogy^ 

oder 

Nun  sind  die  Gleichungen  der  Sehnen  12  und  23  bezüglich 

—  cos^{q>^  +  (p^)  +  ^  sini{q>^  +  <p^)  =  cos^itp^-iPi) 
und 

yC05i(V3  +  <JP,)+|-^ni(<P3  +  (JP,)==  005^(^3- Vg), 

also,  wenn  man  die  Winkel,  welche  diese  Linien  mit  der  Abscissenaxe  bilden, 
kurzweg  mit  (12,  g)  und  (23,  g)  bezeichnet: 

Digitized  byCjOOQlC 


Von  Dr.  Stoll.  86 

ig{V2,a)  =  -  —  cotgi{<p^+<p^)  und  tg(23,a)  =  - -catg^itp^  +  tp^)] 

ferner  ist  die  GleicbuDg  der  Normale  in  ip^- 

y  —  ftMfKjp,  =  -r-fi7<y),(a;  — acosg),),   daher  tg{n,a)  =  ^^SPi- 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  obige  Bedingungsgleicbung  nimmt  die- 
selbe folgende  Gestalt  an: 

1  -<^(n.  g)  cotg(l2,  g)  ^  1  -  tgjn,  a)  cotg{23,  a) 

yi+coig^l2,a)       ^      yi  +  cotg'{237aj 
was   mit  5tfi [( 12,  g)  — (n,a)]  ss^in [(23,  g)— (fiig)]  identisch  ist     Daraus 

scbliesst  man:      /«n     v      /       x      io/\a  ■  y        v      /ao     \ 

(12 ,  g)  -  (n,  g)  =  180«  +  (n,  g)  -  (23,  g), 

d.  h.  die  Normale  in  9,  hSlftet  den  Winkel  zwischen  12  und  23 
Q.  s.w.  Die  aufeinander  folgenden  Sehnen  12,  23,  ..  ,  (ft-— l,fi)  bilden 
also  eine  gebrochene  Linie,  die  mit  dem  Wege  eines  Lichtstrahls  identisch 
ist,  der  Ton  (p^  ausgeht  und,  nachdem  er  an  n  — 2  Punkten  reflectirt  wor- 
den ist,  nach  ^„  gelangt 

Wir  wollen  nun  annehmen,  der  Strahl  12  sei  gegeben  und  werde  ver- 
möge des  Lichtreflexionsgesetzes  nach  ^3  reflectirt,  so  berühren  die  zwei 
Strahlen  12  und  23  irgend  eine  mit  der  gegebenen  Ellipse  concentrische 
Ellipse  von  gleichen  Axenrichtungen ,  die  dadurch  Tollständig  bestimmt  ist. 
Um  zu  finden,  in  welcher  Beziehung  ihre  Axen  zu  denen  der  ursprflnglichen 
Ellipse  stehen,  mache  man  dieselben  Substitutionen,  wie  oben,  in  die  beiden 
Badingungsgleicbungen  der  Bertthrung  [vergl.  Ol.  2)] : 

g '  h^ 

^  co5*i  (9s  +  Vi)  + -^  wiH(v»  +  <ri)  =  cos»  |(<jp,  -  Vi) 

und 

g<  h^ 

^  <»««i  (9>»  + vs)  +  j^  ^n*i(<P8  + V«)  =  <»s*i(v,- V,), 
nachdem  man  sie,  wie  folgt,  umgeformt  hat: 

[^^^ + ^^^^i7H(v,+ Vi)]  (1+ <^^^^^ 

[^^^+  ^^V*l  (Vs  -h  V,)]  (1  +  tg'ip,)  =  m{fp,+9>,)  -  tg<p,Y. 

Man  erhftU  so: 

[(a»-a,«)  +  {b*-b*)eotg*{l2,  a)\[a*+b»tg*{n,  a)] 

und 

((o»-o,»)  +  (»*->.*)  «X^(23,  a)][a*+  V  fg*{n,  a)] 

^b*[eotg(2S,a)  +  tgin,a-^Y. 
Die  AmdrOoke  in  den  Klammern   rechts  sind  aber  betfiglich  gleich 
c<.^l2,a)-(n,a)]  ^^^  co. |(23. a) - («^^]      ^^^    ^^.,    (,2, ,)_(,,,) 
«n(12,g)«>«(fi,  g)  ;rtn[(23, g) cos («,  g)J  \     »   / 

=  180<>-ti23,g)-(fi,g)]  ist,  80  muss  «>««[(12,  g)  -  (n,  g)l  =  cos« [(23, g) 
— '(t»Bg)1  sein:  man  erhält  daher  durch  Division  obiger  Gleichungen:    ^^^T^ 
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oder 


=  (a^-a,«)  5iV (23,  a)  +(5*- 6i*)  co5»(23,  a) 


[{a'-a^')  -  (6*  -  h,^)][sin^{V2,a)  -  «fi«(23,  a)]  =  0, 
Da  der  zweite  Factor  auf  der  linken  Seite  nicht  Null  sein  kann,   so  muss 

sein,  d.  h.  die  Sehnen  22)  und  23)  bertthren  eine  der  gegebenen  confo- 
cale  Ellipse;  dieselbe  Ellipse  muss  aber  auch,  wie  aus  der  Symmetrie  der 
zu  verwendenden  Gleichungen  erhellt,  von  allen  folgenden  Sehnen  34,  35  etc* 
berührt  werden,  sobald  ihre  Richtungen  durch  das  Lichtreflexionsgesetz 
bestimmt  werden.     Infolge  dessen  gilt  der  Satz: 

D.  Wenn  man   in   eine  Ellipse  eine  Reihe  aufeinander  fol- 
gender Sehnen  so  einschreibt,  dass  der  Winkel  zwischen 
je   zwei   aufeinander   folgenden   durch   die   Normale    in 
ihrem    gemeinschaftlichen   Punkte    gehftlftet  wird,    so 
ist  die  Summe  aller  dieser  Sehnen  grösser  als  die  Summe 
irgendwelcher  ebenso  zahlreicher  Sehnen,   welche  man 
vom   Anfangspunkt   der   ersten   bis   zum  Endpunkt   der 
letzten   ziehen   kann,    und   alle  diese  Sehnen   berühren 
eine  der  gegebenen  confocale  Ellipse, 
umgekehrt  ziehe  man  von  einem  Punkte  1  der  gegebenen  Ellipse  eine 
Tangente  an  die  ihr  confocale   mit  den  Axen  )/a*  — p*   und  ^&*— ^*   und 
von  ihrem  Endpunkte  2  eine  zweite  Tangente  23,   so  gelten  die  zwei  Be- 
dingungsgleichungen : 

^-^  COS«  i  (<P2  +  <Pi)  +  — ^^  5in«  KflPa  +  V^^ 

und 

a^  — p8  Z>«  — p^ 

^2      cos^iiVs  +  Vi)  +     y      sin^ip^  +  tp^)  =  cas«i((jP3-  V,), 

welche  man  in  der  nämlichen  Weise ,  wie  oben  geschehen ,  umformen  kann  in : 

9*[~*  +  ^  ^HCvs+V,)]  (l  +  tff*g>,)  =--  [tgiiv,  +  9>,)  -  tg<p,]*. 

Dann   ergiebt  aber  die  Elimination  von  q^  die  neue  Bedingungsgleichung* 

h*+a'tg^{g>^  +  q>,)^  [<yi(<P«+<P,)-^y,]' 

oder,  wenn  man  die  erwfthnten  Substitutionen  auch  hier  vornimmt: 


und 


1  +  cotg*{l2,a)      [cotg(V2.  a)  +  tg^n,  a)J 


^  l  +  cotff'(23,a)      [eotg,2S,a)  +  tgn,a)y 

<»s[(12, a)  -  («,  a)]  =  +  cos[(23,  a)  -  («,  a)]. 
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Für  das  positive  Zeichen  hat  man  (12,a)  — (n,  a)  =  360^  — (23,a) 
+  («ta)t  was  hier  keinen  Sinn  hat;  das  negative  Zeichen  aber  giebt  wieder 
wie  oben ;  (12,  a)  -  (n,  a)  =  180®  -  (23,  a)  +  (n,  a).  Daher  hat  men  fol- 
geodoD  Sata: 

£.  Wenn    man    von   einem   Punkte   einer   Ellipse   aus   eine 
Reihe    von    Sehnen    sieht»    welche    eine    der    gegebenen 
confocale  Ellipse  berühren,  so  werden  dieWinkel  zwi- 
schen je   zwei  aufeinander  folgenden  Sehnen  dnrch  die 
Normale  in  ihrem  gemeinschaftlichen  Pn'nkte  gehftlftet 
und    die  Summe   aller  dieser  Sehnen   ist  ein  Maximum, 
wenn  man  den  Anfangspunkt  der  ersten  und  den  End- 
punkt der  letzten  als  fest  ansieht 
Zieht  man  von  einem  gegebenen  Punkte  1  der  Ellipse  die  erste  Sehne 
12  nach  einem  gegebenen  Punkte  2,  so  wird  im  Allgemeinen  der  Endpunkt 
der  n^^  Sehne  nicht  mit  dem  Anfangspunkte   der  ersten  zusammenfallen; 
damit  dies  geschieht,  müssen  für  jedes  n-Eck  die  oben  angegebenen  Rela* 
tionen  erfüllt  sein,   zu   denen   noch  die  Relation  a*— a|*«=>6^  — 6i*  hinza- 
kommt,  wodurch  die  confocale  Ellipse  vollständig  bestimmt  wird. 

So  hat  man  z.B.  für  das  Dreieck  die  beiden  Relationen  -1-|--^  =  1 

a       0 

and  a*— «j*  =  6*  — 6j*  zu  eombiniren,  woraus  man 


,  »^ K__ „„d  ^  =  6 ^^^ 

erhält.     Durch  Elimination  der  Wurzelgrösse  entsteht  die  merkwürdige  Re- 
lation: 

12)  <«.  +  ^)(i  +  y)  =  »- 

Pur  das  Viereck  erhSlt  man  aus  -V  +  -V  =  l  'löd  a'— a,*=6*— 6,*: 

a,  =    ; und   h,  =  —  > 

woraus  sich  die  auch  von  Steiner  angegebene  Relation  ergiebt: 

13)  a,:6,  =  a«:6«.  

Das  Sechseck  erfordert  die  Combination  von -  +  - — z — ^=  ^ 

a  0 

mit  a*— aj«  =  6«-6^*;  dies  giebt 

*  (a  +  6)*  *  (a+by 

woraus  folgende  Relation  entspringt: 

14)  ?L  +  y=-^. 

Der  oben   ganz  allgemein  bewiesene  Satz  A.  gilt  natürlich  auch  jetzt 
Qoch,  wo  die  berührte  Ellipse  der  gegebenen  confocal  ist,  und  da  dann  bei 
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jeder  Lage,  welche  das  n-£ck  infolge  seiner  Verschiebung  annimmt,  sein 
Umfang  ein  Maximum,  das  totale  Differential  des  letzteren  daher  gleich 
Null  ist,  so  könnte  man  schon  daraus  schliessen,  dass  derselbe  constant 
bleibt;  wir  ziehen  es  aber  vor,  einen  directen  Beweis  dieser  Eigenschaft  zu 
geben.     Die  Lttnge  der  Sehne  12  oder  «j,  ist  gleich 

Wenn  man  nun  aber  wiederum  ]/a*^Q^  und  yb^  —  q^  als  Axen  der  con- 
focalen  Ellipse  annimmt ,  so  folgt  aus  der  Bedingungsgleichung  2),  nftmlicb: 

dass 

p*  [a*  8in*^{(P2+ <Pi)  +  V^  e(M^^{(pt+ Vi)']  =  a«  b*  «tn^  (y,  -  Vj) 

ist     Dadurch  wird 

also  der  Umfang: 
2ab 

15)  u  = t5tn*4{9, - ipn)  +  sin*i{<P%—g>i)  +  «»HK- 9>«)  +  ••  • 

Andererseits  hat  man  aber  auch 
2ab  2p 

folglich  der  umfang: 
2«(a»— ft*) 

Da  bei  einer  Yerschiebong  des  Anfangspunktes,  dessen  Parameter  9^ 
ist,  auch  alle  übrigen  <p  sich  ftndem,  so  ist  der  totale  Differentialqnotient 
des  Umfanges  nach  ip^  infolge  der  Formel  15): 

-^  c=  ~  I  [«n(9|  -  (p,,) -.  «w(<jPj  -  IIP,)]  +  [m 

»<Pi       ^    l  dw  \  ^' 

+  [«n  ( V,  -  <p,)  -  Mfi  ((jp^  -  9,)]  j^«  +  etc.  I 

oder  abgekürzt: 

du      ab 

d(Pi       Q 

Berechnet,  man   denselben   Differentialquotienten  ans   Formel   16),  so 

findet  man  das  Resultat: 

-f  [«n(<)P8  +  yj)  +  «n(<)P4+^3)]  j^»+ etc.} 
oder  abgekürzt:  ^"^^  ^ 
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d<Pi  ah 

Nach  Ol.  6)  hat  man  ferner 

t9kin  +  9d  =  c.ts<p,  etc.,   also  ^'^^-f^:^^^- J^,; 

durch  MuUiplication  des  Zfthlers  und  Nenners  der  linken  Seite  mit  2cos^(<f^-(Pi) 
erfaftlt  diese  die  Form: 

sin{(p^  +  (Pt)+sini<Psi  +  (p^) 

80  dass 

1  +c 

also  auch 

1  — c 

du 
wird.    Da  nun  aber  auch  die  beiden  Werthe  des  Differentialquotienten  ^ — 

einander  gleich  sein  müssen,  so  erhält  man  durch  Subtraction: 

Lp  a6(l  — c)     J 

Nach  61.  6)  ist 

C  .       ]+c_2{A  +  l)  +  C 

Dach  61.  4)  aber 

daraus  findet  man  weiter: 

l  +  c_         an* 
l-c         p'Ca»-?»»)' 
wodarch  die  letzte  Gleichung  des  vorigen  Absatzes  Übergeht  in: 

Dieses  Product  kann  nur  Null  sein,   wenn  der  erste  Factor  oder  der 

Q 
zweite  Factor  K  gleich  Null  ist;  zum  Nullwerden  des  ersten  Factors  gebiert 

p«=oo,    was    unmöglich    ist;    folglich    ist  £^=0   und   daher  auch  Z'=0. 

du 
Dann  folgt  aber  aus  beiden  Formen  des  Differentialquotienten ,  dass  - —  =s  0 

»Vi 
ist  oder  dass  der  Umfang  bei  jeder  Verschiebung  des  Vielecks  constant  bleibt. 

Legt   man   umgekehrt   an   die   innere  Ellipse  Tangenten  in  Punkten, 

deren  Parameter  ^|,  ^^^   d,  etc.   so  gewfihlt  sind,   dass  ein  geschlosseoes 

Vieleck  entsteht,   dessen  Ecken  auf  einer  confocalen  Ellipse  liegen,   so  ist 

der  Umfang  dieses  Vielecks  ebenfalls  constant,   wie  man  auch  das  Vieleck 

yerechieben  mag.     Man  kann  nun  aber  diesen  Umfang  auch  durch  die  Axen 

der  inneren  Ellipse  und  die  Parameter  0  ausdrücken ;  das  Differential  dieser 

Function  muss  dann,  weil  sie  constant  ist,  gleich  Null  sein,  was  in  Bezug 
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auf  alle  Vielecke  von  gleicher  Seitenzahl,  welche  der  inneren  Ellipse  um- 
geschrieben sind,  einem  Minimum  entspricht,  weil  man,  wenn  man  sich 
fttr  einen  Augenblick  die  Süssere  Ellipse  ganz  wegdenkt,  die  ^  so  wählen 
kann,  dass  der  Umfang  ins  Unendliche  wächst,  während  er  immer  grösser 
sein  mnss  als  der  Umfang  der  inneren  Ellipse.  Alle  diese  Resultate  sind 
in  folgendem  Satze  enthalten: 

F.  Ein    geschlossenes    Vieleck,    das    einer    Ellipse    einge- 
schrieben   und    zugleich    einer   oonfocalen  Ellipse   um- 
geschrieben ist,  besitzt  fortwährend  denselben  Umfang, 
auch  wenn  man  dasselbe  so  verschiebt,  dass  seine  Ecken 
immer  auf  der  ersten  Ellipse  liegen  und  seine  Seiten 
immer  die  confocale  Ellipse  berühren,   und  dabei   hat 
dasselbe  unter  allen  Vielecken,  die  man  der  ersten  El- 
lipse einschreiben   kann,   den  grössten,   und  unter  allen 
Vielecken,    die    man   der   zweiten   Ellipse    umschreiben 
kann,  den  JLleinsten  Umfang. 
Unsere  seitherigen  Untersuchungen  geben  uns  ferner  die  Mittel  an  die 
Hand,  den  Umfang  eines  derartigen  Vielecks  zu  berechnen,  wobei  wir  uns 
auf  die    Betrachtung   des   Dreiecks,    Sechsecks   und  Vierecks    beschränken 
wollen.     Da  nämlich  der  Umfang  sich  nicht  ändert,  wenn  man  q>^  willkür- 
lich annimmt,   so  kann  man   gi7|  =  0  setzen  und  daraus  für  jedes  Vieleck 
nach   den  Gleichungen  5)  die  Werthe  der  folgenden  Parameter  berechnen. 
Diese  hat  man  dann  in  Formel  15),  welche  den  Umfang  als  Function  dieser 
Parameter  ausdrückt,  einzuftlhren ;  die  dort  vorkommende  Grösse  q  ist  gleich 
^a*— a,*  =  ^Z>*— 6j*  und  kann  aus  den  für  jedes  einzelne  Vieleck  gefun- 
denen Werthen  von  a^  und  6^,  in  a  und  b  ausgedrückt,  berechnet  werden. 
So  hat  man  beim  Dreieck  für  9>i  =  0  noch 

<;Pji  =  360®-g)2;   *l80  tt= [28in*^(p^+sin^q>2]  = [2-(XW(pj-oo5*qPjl; 

aus  Gleichung  5)  folgt  aber 


t^^ A^   also  aw9?^  =  yt~a 


wodurch 

^AabA{Z  +  A) 

erhalten  wird.     Femer  ist 

wodurch  man  in  den  Stand  gesetzt  ist,  alle  zur  Berechnung  von  u  nöthigen 
Grössen  zu  finden;  die  ausgeführte  Rechnung  liefert  ein  complicirtes ,  wenig 
übersichtliches  Resultat. 

Besser  fährt  man  in  dieser  Beziehung  mit  dem  Sechseck.  Für  tp^^O 
ist  hier  flPj=  180^— <jp,,  <p/«=  180^  qp^j»  180®— «Pb,  wozu  noch  die  ans 
dem  Satze  C.  folgenden  Relationen  ^5»360®  — «jpg,  fp^^dßO^-^fp^  kommen, 
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so  dasa   also   für    9>i  =  0,    ir»=  ISO^-g^^j,    «p^=^180^    <P5=  180®  +  g>g, 
qpgs=360^  — cp,  ist.     Damit  wird 

u  = [sin*  1 9<  +  «♦»*!  ^2  +  cos*  9,  +  sin*  9^  +  5in*  i  <P2  +  cos'  g><] 

=  [2si»*4<p,  +  COS*<Jp2)  =  [1  — C0S<P8  +  C05*(y?g], 

1  — -4 

und  weil  auch  hier  wiederum  cosqp,  =  :i— — j-  ist,  so  erhält  man 

1  +  ^ 

Nun  ist 

7^= r-  und  p*  =s  a*  —  a'  ^— ;^ — r^r^s—  = 


Ä  =  -x^^ r-  und  ^* 


woraus 


2a  +  b 
folgt.     Dies  giebt  für  das  in  eine  Ellipse  eingeschriebene  Sechseck  grössten 
ümfangs  den  merkwürdig  einfachen  Ausdruck: 

Es  gelingt  nicht,  u  durch  a|  und  5|  in  einfacher  Weise  auszudrücken, 
d.  h.  den  Umfang  des  einer  Ellipse  eingeschriebenen  Sechsecks  kleinsten 
ümfangs  zu  finden;  vielmehr  würde  dazu  die  Lösung  einer  Gleichung  des 
yierten  Grades  erforderlich  sein. 

Dagegen  iSsst  sich,  beim  Viereck  u  sowohl  durch  a  und  5,  als  auch 
durch  a^  und  h^  darstellen.  Für  ^i  =  0  ist  nftmlich  <jp,  =  90^  gP3=l80° 
und  <p^  —  270^.    Daher  hat  man 

u=-—[8in*4ö  +  sin^46  +  sin*4ö  +  8in*45]=  — 
Q  Q 

und,  weil  hier  o'=   «  ,  ,o  ist. 


Aus  dieser  Gleichung  folgt  zunächst  u^4yaj^+h^^^^¥^;  dann  aber  folgt 

aus  (f*{a*+V)ssa^h*^   wenn   man   a   und  &  durch  a^   und  &j  ausdrückt, 

P*=fl|6i,  also  ist  ^/     ,  1.N 

^  u  =  4(a,  +  6j). 

Aus  der  Gleichung  ^^=a|(,  findet  man  auch  noch  a*  =  ai(ai  +  bj) 
und  V^bi{ai  +  h^)t  wodurch  man  aus  den  Axen  einer  Ellipse,  welcher 
ein  Viereck  kleinsten  ümfangs  umgeschrieben  ist,  die  Axen  derjenigen 
Ellipse  finden  kann,  auf  welcher  die  Ecken  dieses  Vierecks  liegen  und  für 
welche  dasselbe  ein  Viereck  grössten  ümfangs  ist.  Dass  Vierecke  kleinsten 
und  grössten  ümfangs  Parallelogramme  sein  müssen,  schliesst  man  leicht 
aus  Satz  C.  n  1 
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Ueber  das  Viereck  hat  Steiner  (Gesammelte  Werke  II,  411  figg,)  noch 
eine  Reihe  schöner  SKtze  aufgestellt,  deren  Beweis  aus  den  yon  nns  ent- 
wickelten Formeln  sich  leicht  herleiten  lässt. 

In  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  h  sei  ein  Viereck  grössten 
ümfangs  eingeschrieben;  die  Gleichungen  der  in  seinen  Eckpunkten,  welche       i 
die  Parameter  q>^^  ^g,  tp^,  q>^  haben,  gezogenen  Tangenten  sind,  wenn  man       i 
berücksichtigt,  dass  g>3  =  180^  +  ^1,   94=180^+<jp2  ist: 

bxcos(p^  +ay8in(pi  =  ab^ 

bx  cos<p2  +  ay  s^inq>2  =  ab^ 

bx  co8tpi  +  ay  sintpi  =  — a6, 

bxcosip2  +  aysing>2  =  '-  ab. 

a^  b^  a^ 

Weil  gi'=   <  ,  ,^  und  b^^-^—^  ist,   so  erhält  man  A»=    ^  .  . ,  und 

b^ 
fi*  =  -jj--rf ;  setzt  man  diese  Werthe  in  GL  3)  ein,  so  geht  dieselbe  nach 

leichter  Rechnung  über  in: 

a*tgq>^tg<p^  +  b^=^0, 

woraus  in  Verbindung  mit  den  oben  gegebenen  Gleichungen  der  Tangenten 

unmittelbar  hervorgeht,  dass  jede  derselben  auf  der  folgenden  senkrecht  steht. 

Umgekehrt:  Beschreibt  man  um  die  Ellipse  mit  den  Halbaxen  a  und  l 

ein  Rechteck,  so  ist  g?3  =  180^+g>j  und  g>^s=sl80®+<)D,  und  ausserdem  ist 

a^tgfpitgq>^  +  b^=^0\  die  beiden  nach  Gl.  3)  gebildeten  Gleichungen  aber 

heissen  hier: 

A*+ ^'—  1  =  (1  —  A*  +  fi*)  costpi  co8q>2  +  (1  +  X*  —  /i*)  sinfpi  8inq>2 , 

-(A«+^«-l)  =  (l-X«  +  f**)«>5()PiC05(p,  +  (l  +  X«-f*«)5in9,«ny,, 

woraus 

A«  +  ^«=l  und  {\-X*+(i*)  +  (l+l*-ii^)tg^^tgfp2^0 

'^'\  1-XMV_1" 

folgt;  dies  giebt  aber 

A*=    ,  ■  .g   und  (»}=    ^  ,  -^    oder  a,*=    ^  .  .,  und  &.*  =   ^  .  , o > 

was  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  das  Viereck  der  Berührungspunkte 
ein  Viereck  grössten  ümfangs  ist.     Man  bat  daher  den  Satz: 

G.  Die  Tangenten  in  den  Eckpunkten  eines  Vierecks  von 
grOsstem  Umfang  bilden  ein  Rechteck;  and  umgekehrt: 
beschreibt  man  um  irgend  eine  Ellipse  ein  Rechteck, 
so  sind  die  Berührungspunkte  die  Eckpunkte  eines  der- 
selben eingeschriebenen  Vierecks  von  grOsstem  Umfang. 
Wenn  man  ferner  die  Gleichung  der  Verbindungslinie  von  «jp^  und  tp^y 
nämlich:  i  /       •       \  •    i  /      •      \ 

a'cos^{<P2  —  ip^)      b   awi(<)P«— Vi) 
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mit  der  Oleiohimg  der  Tangente  an  die  innere  Ellipse  in  dem  Punkte  x^^ 
and  ^12,  nftmlich: 

vergleicht  y  so  findet  man  für  die  Coordinaten  des  Bertthrnngspnnktes : 

Ist  das  der  äusseren  Ellipse  eingeschriebene  Viereck  ein  Parallelo- 
gramm, so  ist  ^3=  180^4' 9>i  und  9^4=  180^  +  9>s,  ^^^  ™^^  erhält  des- 
halb als  Coordinaten  der  übrigen  Berührungspunkte: 

Man  sieht  sofort,  dass  die  Verbindungslinien'  gegenüberliegender  Be- 
rührungspunkte durch  den  Mittelpunkt  gehen ,  was  übrigens  für  jedes  Vieleck 
von  gerader  Seitenzahl  gilt. 

Wenn  man  ferner  der  Kürze  halber  i(^i  +  Vj)*=s  und  ^{(Pi'^(Pi)  =  d 
setzt,  so  erhält  man  aus  diesen  Coordinaten  die  Gleichungen  der  Normalen 
in  den  Berührungspunkten: 

a      ^  a^'-h^  8%ns 

^5  h        cosd 

a        ^      .   a^—V  CO88 

^6  &       svnd 

a      ^       ,  a*— 6*  sins 

^  Z>  h       cosd 

a        ,      .  a*— 6*  eo8s 

Die  Diagonalen  des  von  diesen  vier  Noi  malen  gebildeten  Vierecks  besiUen 
die  Gleichungen: 

y^^xtgq>^  und  y  =  ^xtgq>^\ 
denn  multiplicirt  man  die  erste  Normalengleichung  mit  -r—\  und  die  vierte 

ßifUg  (JL  iJL 

mit ■   und  subtrahirt,  so  kommt  y^-r^^(ß'\-d)=^rrxtgw,\  dasselbe 

oosd  '^       h  '       ö  * 

Resultat  aber  erhält  man ,  wenn  man  die  zweite  Normalengleichung  mit  — - 

cos  8 

»nd  die  dritte  mit  -: — ;  multiplicirt  und  dann  subtrahirt.    Behandelt  man  in 
sind 

Sbnücher  Weise  die  erste  und  zweite  und  die  dritte  und  vierte  Normalen- 
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gleichnug,  so  erscheint  die  oben  angegebene  Gleichung  der  zweiten  Diago- 
nale.  Aus  der  Form  der  Diagonalengleichungen  erkennt  man ,  dass  die  Dia- 
gonalen sich  im  Mittelpunkte  schneiden,  und  aus  ihrer  Zusammenstellnng 
mit  der  oben  hergeleiteten,  für  das  Viereck  geltenden  Relation  a^tgviigtpt 
4.&s==0,  dass  die  beiden  Diagonalen  aufeinander  senkrecht  stehen. 

H.  Wenn  man  daher  um   eine  Ellipse  ein  Parallelogramm 

kleinsten  ümfangs  beschreibt,  so  bilden  die  Normalen 

in  den  Berührungspunkten  eine  Raute. 
Aber  auch  der  umgekehrte  Satz  ist  giltig.     Die  Gleichungen  der  Nor- 
malen in  den  Eckpunkten  q}^^  «p,,  q>^,  ^^  eines  der  Elliiise  mit  den  Halb- 
messern a,,  bi  eingeschriebenen  Parallelogramms  sind  nämlich: 

a^xtgtp^  —  l^y^  (öj*—  \^)  sin <pg , 

also  die  Gleichungen  der  Diagonalen  des  durch  sie  gebildeten  Vierecks: 
ayXigq>^tgq>^cos^((p^  +  q>^'''b^y9in{{ip^+(p^)=^0, 
«1 « '^9i  ^g^%  «*wi (<Pi  +  <P«)  +  \y  cos^{q>^  +  q>%)  =  0. 
Sollen  dieselben   aufeinander  senkrecht  stehen,   so  muss  ü^tgq>iigq>^—h^ 
»0  sein.     Aus  dieser  Relation  und  den  Gleichungen  der  zwei  Tangenten 
in  <P|  und  q>^  müssen  q>^  und  9^2  climinirt  werden,  um  den  Ort  des  Schnitt- 
punktes dieser  letzteren   zu   erhalten.     Erhebt  man  demgemäss  die  Gleich- 
ungen der  Tangenten: 

l+itgq>^^y\  +  tg^q>,,    ~+l  tgq>^^y\  +  tg*g>, 

ins  Quadrat  und  subtrahirt,   so  kommt  nach  Weghebnng  des  Factors  tgfpi 
—  tg^Pii 


^  +  r2^^^i+^Vi)  =  ^9<Pi  +  Hl9>ii 


durch  Addition  der  Quadrate  aber  erhält  man: 

l'^,+^{tgq>,  +  tgq>,)  +  f,{tg'<p,  +  tg\,)^2+{tg'g>,  +  t^^ 

Multiplicirt  man  die  erste  der  zwei  letzten  Gleichungen  mit  tgqfi+tgfp^  und 
zieht  sie  von  der  letzten  ab,  so  bleibt: 

-^-f,^t9'9i'\'tg'n?  +  ^,(t9'v,+tg'9^,) 

'   =2  +  (tg'q>,+tg^<p,)--{tg(p,  +  tgq,^y 
oder  reducirt: 


(^-O^dp-O^"^''^^- 


Dies  giebt  mit  der  Relation  ai*ig^fpitg^q>^=ihi^  als  Gleichung  des  Ortes: 
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Zieht  man  die  Warzel  und  nimmt  das  positive  Zeichen,  so  ist 

was  eine  confocale  Hyperbel  bedeutet;  diese  ist  aber  als  Ort  unmöglich, 
weil  sich  die  Tangenten  in  ^j  und  q)^  immer  ausserhalb  der  Ellipse  schnei- 
den. Bei  der  Wahl  des  negativen  Zeichens  wird  aber  die  Gleichung  des 
Ortes: 

-^        +        ^'        =1 

welche  genau  der  erwarteten  confocalen  Ellipse  entspricht.  Man  kann  folg- 
lich den  Satz  aufstellen: 

J.  Wenn   man   in  eine  Ellipse  ein  Parallelogramm   so  ein- 
schreibt, dass  die  Normalen  in  seinen  Ecken  eine  Baute 
bilden,  so  erzeugen  die  Tangenten  in  seinen  Ecken  ein 
Parallelogramm  kleinsten  Umfangs. 
Der  Flftcheninbalt  eines  Vielecks  kleinsten  und  grössten  ümfangs  lässt 
sich,    wenn  man  die  Parameter  seiner  Ecken,   wie  gewöhnlich,  durch  ^, , 
<rs}  ^'sf  9>4  ®^<^*i  ^^^  ^^3  Winkel,  welche  die  Radien vectoren  Pi,  ^2,  ^3,  ^4  etc. 
nach   den   Ecken   mit  der  Abscissenaxe   bilden ,   durch   O^,  O^,  O3,  0^  etc. 

bezeichnet,  so  dass  tg^^^      tg^x  etc.,  ausdrücken  durch: 

2F=  Pi^  ««(^2  -  ^1)  +  ?2^8  «^♦»(^s-^i)  +  ete- 
Es  ist  nun 

Q\  Q%  =  F^(o*  cos^ q>i  +  2>*  sin^ <Pi) («*  <^s^ <P%  +  ^^  ^^* <P«) 


oder 
also 


2   0059),  costp^ 


=  a*co5<Pi  C0592-— (f^cp^  — /^<jp,)  =  aftsifi(<p2  — <Pi); 
folglich : 

17)     21^=  a 5  (5m ((jpj- (jpj  +  s%n{q>^ - qpg)  +  sinifp^- 9)3^  +  ..  ]. 

Für  das  Viereck  erhält  man  hieraus:  « 

Wir  wollen  nun  mit  Hinznnahme  der  fttr  das  Viereck  geltenden  Re- 
lation a*tgip^ig(p2^V^=^0  untersuchen,  wann  sm{fp^  —  (p^  ein  Maximum 
oder  Minimum  ist  Durch  partielle  Differentiation  erhält  man  nach  der 
FaetorenmeUiode  die  beiden  Bedingungsgleichnngen : 
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-C05(<pj,-<jp,)  +  ^.^^^  =  0  und   «>«(<)P2"-<Pi)  +  «'-^^^=0i 

d.  h.  ' 

sin2fp.+sin)iq>^=^0  oder  3in{g>^  +  (pi)cos{ip^'-'q>^)^0, 

Nimmt  man  zuerst  Vi+(Pi=^iSO^^  so  sind  die  Seiten  des  Paral- 
lelogramms den  Halbaxen  der  Ellipse  parallel.     Dann  folgt  aber 

noch  ig(p^^=i—  und  tg(p^  = »  woraus  wir  schliessen,  dass  tg{q>i^%) 

dies  ist  das  Minimum  von  J4.  Setzt  man  dagegen  «p^  — 9>]  =  90^  so 
muss  7,  =  0  und  gt^  =  ^^  sein,  oder  das  Parallelogramm  wird  durch 
die  Verbindungslinien  der  Endpunkte  der  Axen  gebildet;  dann 
ist  aber  sin{q>^'— qt^)  =  l  und  F^  =  2ah  =  2{a^  +  b^)ya^b^  und  dies  ist  das 
Maximum  von  F^. 

Andererseits  ist  der  Flftcheninhalt  des  um  die  äussere  Ellipse  durch  die 
Punkte  9|,  ^2,  9^,  9)4  beschriebenen  Rechtecks 

wo  f|  und  «2  die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  Normalen  in  q>i  und  qp, 
mit   der  Abscissenaxe    machen.      Weil    nun    p|Po  =  a* -^ ~  ist,  so 

hat  man: 

B  =  4a*a>5<pj  cos<jp,  co5«,  co^f,  (^^f,  — /^^,)(f^f2  — ty^,), 

und  weil  «g  =  90^  +  f^,  also  sin  (f,  -«,)  =  !,  folglich  tgi^  —  tgs^^ 

ist,  so  erhält  man  jetzt:  ^       ^ 

Rz=4a*€0sq)iC0S(p^^^  '-    ^^yJ^^J 
Nun  ist  aber  * 

5  h  h  b 

tgBi  =  --cotgq>i,    tgtt  —  ---eotg(p^,    t9^x=  ^ig^iy     tg»^  =  -tg(Pi, 

daher  bekommt  man  endlich 


—  1 » 


durch  Multipiication  mit  der  oben  erhaltenen  Gleichung  F^  =  2abs%n{q>2-%) 
entspringt:  B.F,  =  8a«6S 

wie  Steiner  a.  a.  0.  S.  413  behauptet   Dem  Minimum  das  Parallelogramms 
entspricht  demgemäss  das  Maximum  des  Rechtecks  und  umgekehrt. 

Stein er'giebt  a.  a.  0.  S.  413  noch  einen  Satz  über  das  Parallelogramm 
und  Rechteck,  den  wir  hier  etwas  Terkürzt  folgen  lassen,  um  ihn  danu 
analytisch  zu  verificiren. 

K.  Die  vier  Ecken  jedes  der  genannten  Rechtecke  liegen 
mit  denbeidenBrennpunktenderElIipse  in  einer  gleich- 
seitigen  Hyperbel   Q,    welche   mit  der   Ellipse  concen- 
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irisch  ist;  und  ebenso  liegen  die  Ecken  des  Parallelo- 
gramms mit  den  Brennpunkten  der  Ellipse  in  einer 
andern  gleichseitigen  Hyperbel  Q\  welche  mit  ^  die 
Strecke  zwischen  den  beiden  Brennpunkten  als  Durch- 
messer gemein  hat.  Die  Hauptaxen  dieser  beiden  zu- 
sammengehörigen gleichseitigen  Hyperbeln  ^  und  Q' 
bilden  einen  constanten  Winkel  von  45^  und  zudem  ist 
die  Summe  der  Biquadrate  dieser  Axen  constant  und 
zwar  dem  Biquadrate  jenes  gemeinschaftlichen  Durch- 
messers gleich.  Die  auf  diese  Weise  bestimmten  zwei 
Schaaren  gleichseitiger  Hyperbeln  sind  im  Ganzen  nur 
eine  und  dieselbe  Schaar  und  als  solche  einfach  dadurch 
bestimmt,  dass  sie  die  Strecke  zwischen  den  Brenn- 
punkten als  Durchmesser  gemein  haben.  Ihre  Tangenten 
in  den  Scheiteln  ihrer  Hauptaxen  berühren  sftmmtlich 
diejenige  unter  ihnen,  welche  die  grösste  Axe,  nftmlich 
eben  jenen  gemeinschaftlichen  Durchmesser  zur  Haupt- 
axe  hat.  Daher  liegen  die  Hauptscheitel  aller  dieser 
Hyperbeln  in  einer  Lemniskate,  welche  concentrisch  ist 
mit  der  Ellipse  und  die  Strecke  zwischen  den  Brenn- 
punkten zur  Hauptaxe  hat. 

Um  dies  zu  beweisen,  bemerken  wir  zunSchst,  dass  die  Gleichung  einer 
Scbaar  durch  die  Brennpunkte  gehender  gleichseitiger  Hyperb^n  die  Form 
haben  muss: 

Damit  eine  Hyperbel  der  Schaar  vollständig  bestimmt  sei,  muss  noch 
einer  ihrer  Punkte  gegeben  sein ,  wozu  wir  den  Schnittpunkt  der  in  q)^  und 
9«  gelegten  Tangenten  nehmen,  welcher  die  Coordinaten 

hat.    Die  Substitution  dieser  Werthe  ergiebt: 

oder  nach  Verwandlung  der  Functionen   der  halben  Winkel  in  solche  der 
ganzen: 

a«  [co8(q)^+  <Pi)  -  cos{(p^  -  <p^)\  +  &«  [co8{(p^  +  9,)  +  C08{q>^ -  g>i)] 

was  nach  leichter  Beduction  übergeht  in 
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Die  nSmlicbe  Endgleichung  hfttte  man  aber  auch  erhalten,  wenn  man  den 
Schnittpunkt  der  in  (p^  und  9,  gelegten  Tangenten  auf  die  Hyperbel  h&tte 
fallen  lassen,  weil  ja  93=  180^4*9>i  ^^^9  ^°^  ebenso  verhält  es  sich  mit 
den  beiden  anderen  Schnittpunkten.    Daher  ist 

^^      V-a^tgq)itg(p^ 

Um  diesen  Ausdruck  nur  von  dem  Parameter  <p^  abhängig  zu  machen,  mul- 
tiplicire  man  auf  der  rechten  Seite  Zähler  und  Nenner  mit  tgq)^  und  wende 
die  Belation  a^tgq)^tg<p^  +  b^^=0  an,  wodurch 

^^        2abtg(p^ 

sich  ergiebt  und  man  in  den  Stand  gesetzt  wird ,  zu  jedem  9,  die  zugehörige, 
durch  die  Brennpunkte  und  die  Ecken  des  Rechtecks  gehende  Hyperbel  ^ 
zu  construiren. 

Substituiren  wir  in  ähnlicher  Weise  in  die  Gleichung 

die  Coordinaten  von  (p^ ,  nämlich  x=^aco8q)i  und  y=^bsinq>j^y  so  erhält  man 

2abtg(Pi    ^ 
die    Substitution    von    x==acos(p^    und    y^bsin(p^    hätte    das    Resultat 
^    ,     geliefert,   das   mit  jenem   eben  erhaltenen  identisch   ist,    weil 

die  Relation  a^tgq)^tg(p2'^^^  ^^^^  ^^^^  schreiben  lässt: 
a^tg^<Px  —  V  _  (jf  tg^q>^^b* 

wegen  g?3=180^+9i  und  <P4=180^+g?j  verhält  es  sich  ebenso  mit  den 
übrigen  zwei  Eckpunkten  des  Parallelogramms. 

Für  ein  gegebenes  (pi  findet  man  also  eine  zweite  Hyperbel  ^'  aus  der 
Schaar  der  durch  die  Brennpunkte  gehenden  Hjrperbeln,  welche  durch  die 
Eckpunkte  des  Parallelogramms  grössten  Umfange  geht.  Da  beide  Hyper- 
beln Q  und  ^'  derselben  Schaar  durch  die  Brennpunkte  gehender  Hyper- 
beln angehören  und  denselben  Mittelpunkt  wie  die  gegebene  Ellipse  haben, 
so  ist  ihnen  auch  derjenige  Durchmesser  gemeinschaftlich,  der  durch  die 
Brennpunkte  begrenzt  wird. 

Die  Länge  Ä  der  Halbaxe  der  Hyperbel  i^  findet  man  nach  den  ge- 
wöhnlichen Regeln  durch  die  Gleichung 


(a«-6«)* 


1  +  -B*   ' 
ebenso  ist  fCLr  die  Länge  Ä  der  Halbaxe  der  Hyperbel  $': 
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Ä'*  = 


l+B'» 


Weil  aber,  wie  man  leicht  findet,  BB'+1=0  ist,  so  geht  diese  Gleichung 

woraus  sofort  die  von  Steiner  angegebene  Relation  A^-i-Ä^^ss^a^-^Vy 
folgt. 

Ferner  iet  die  Oleichung  der  Hauptaxe  der  Hyperbel  ^: 

folglich  die  der  Hyperbel  $': 

die  Tangente  des  Winkels  beider  Axen  ist  also  gegeben  dnrch  den  Aasdraok: 


B  +  ('-l  +  yT+B^){B--j/T+&)' 

dessen  Werth  sich  bei  der  Entwickelung  gleich  1  ergiebt;  daher  machen 
die  Hanptaxen  von  ^  und  Q'  den  conetanten  Winkel  45^. 

Die  Gleichung  einer  Tangente  an  eine  Hyperbel  der  Schaar  im  Punkte 
x^^  y^  hat  die  Form: 

damit  dieselbe  Scheiteltangente  sei ,  müssen  die  Coordinaten  Xi  und  y^  erstens 
der  Gleichung  der  Curve  genügen  ^  was  man  in  folgender  Weise  ausdrücken 
kann: 

«1  («1 + -ßyi) + yi  (-^«1  -  yi)  =  ö*  -  ^» 

and  zweitens  der  Gleichung  der  Hauptaxe,  welche  in  rationalisirter  Gestalt 
heisst: 

«1  (^«1  -  yi)  -  yi  («1  +  ^Pi)  =  0. 

um  diese  Gleichungen  zur  Rechnung  bequemer  zu  machen,  setzen  wir 

^^i  —  yi^P  ^öd  x^  +  Byic=g^ 
woraus  wir  dnrch  Elimination  von  B  die  neue  Relation 

3«i-pyi=V+yi* 

erhalten,  während  die  erhaltenen  drei  Gleichungen  übergehen  in: 
qx+py  =  a*-b^     qXi+py^  =  a^-h\    paJj-ö'yi  =  0. 
Ans  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergeben  sich  die  Werthe: 

dnrch  deren  Substitution  obige  Relation  sich  in 
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Terwandelt.  Sucht  man  daher  die  Enyeloppe  der  geraden  Linie  ^o^  +  py 
a=a*— &*,  zwischen  deren  Coefficienten  die  Relation  ^*— 1?*  =  a*— 6*  besteht, 
so  findet  man  dafür  die  Gleichung: 

wodurch  die  letzte  der  Behauptungen  Steiner 's  in  ihrem  ersten  Theile 
erwiesen  ist.  um  auch  die  Richtigkeit  des  zweiten  darzuthun,  hat  man  aus 
der  Gleichung  der  Gurre 

und  der  rationalisirten  Gleichung  der  fiauptaxe* 

den  Parameter  B  zu  eliminiren,  wovon  das  Resultat  ist-. 

d.  h.  die  Gleichung  einer  Lemniskate,  welche  die.  angegebenen  Eigen- 
schaften besitzt.  Die  von  Steiner  a.  a.  0.  formulirten  ümkehrungen  er- 
geben sich  aus  dem  Mitgetheilten  von  selbst 

Bensheim,  2.  September  1887. 
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VII. 

Zusammenhang  zwisohen  parüoul&ren  und  allgemeinen 
Integralen  gewisser  Differentialgleichnngen. 

Von 

Dr,  BocHow 

In  Burg  b6i  Magdebarg. 


L 

Das  aUgemeine  Integral  der  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnang 

1)  y'+/;(«)y=A(«') 

ISsst  sich  nach  einer  Methode  entwickeln,  die  auch  auf  Gleichungen  höherer 
Ordnung  anwendbar  ist:  ich  multiplicire  sie  mit  einer  noch  unbekannten 
Function  tr, 

2)  wy  +  wfi  («)  y  =  w^,  (a?) , 

und  denke  sie  mir  in  dieser  Form  identisch  mit  dem  entwickelten  Differen- 
tialquotienten  des  Productes  (yio)^  mit 

3)  wy  +  wy^—^y 

30  erhalte  ich  durch  gliedweise  Oleichsetzung  zur  Bestimmung  der  zwei 
unbekannten  Functionen  y  und  w  die  zwei  Gleichungen 

4a)  w=^wfy{x), 

4b)  ^-«/iC-). 

deren  erste  (a  beliebige  Constante)  liefert 

mithin  , 

j^ '-  =  e"*  W  *'  ft  (as) , 

öa)  y  =  e-Jt^tß)'*  [/A(«)  «^'''"' ''  <**  +  "] 

als  aUgemeine  LSsnng  von 
5b)  y'+2/i  (»)»=/;(»). 

n. 

ZonSchst  die  einfiwhere  lineare  Differentialgleiohnng  zweiter  Ordnang 
6)  y"+2/i(a;)y'+^,(a;)y  =  0 

behandeln  wir  ganz  ähnlich. 
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1.   Ich   gebe  durch   identische  Umgestaltung  mittels  zweier  neaen  un- 
bekannten Functionen  w  und  u  der  Gleichung  Nr.  6)  die  folgende  Form: 

7)  ioy'+2ivf,  {x)y'+  [ivf^{x)+u]y  =  uy, 

80  dass  ich  sie  als  identisch  ansehen  kann  mit  der  folgenden  Entwiokelung 
des  zweiten  Differentialquotienten  des  Productes  (wy)^  mit 

8)  wy +2ufy^w  y^-j^', 

so  liefert  gliedweise  Gleichsetzung  zur  Bestimmung  der  drei  unbekann- 
ten Functionen  w^  u,  y  die  drei  Gleichungen 

9a)  w^wfi(x), 

9b)  w':^iof^{x)+u, 

9c)  "d^^^y» 

deren  erste  (c  bei.  Const.)  giebt 

10a)  fo  =  ce^r^(')^»', 

nochmalige  Differentiation  von  9a)  liefert  in  Verbindung  mit  9  b) 


mithin 

Jl9 1          \ 

'L^l\'/«»1\"/                *» 

\    /j  » 

da? 

(«»yxr.  («)+/;(*)' 

'-A(«)l; 

setzen  wir 

also 

«y  =  «, 

10b) 

c 

so  ist  0  zu 

bestimmen  ans 

10c) 

d3?~ 

=«  [r,  («)+/•,(«)' - 

/i(*)]. 

Nun  substituiren 

wir 

dg 

also 


g  =  a^»  ^*     (a  bei.  Const.) , 

e 
IIb)  v^f,{x)  + 


IIa)  «  =  i!-^prf*~/A(4r)*ljr 


dann  wird 


dlogy 
dx 


— I  s=  xTf;  +  j9 1;  =  xrt;  +  ^t^9 


also  V  ist  zu  bestimmen  aus 

11)  v'+  v^  =  f^  {X)  +  /,{«)«  -  Uix). 

2.  Bezeichnen  wir  in  IIa)  noch  aic  durch  eine  Constante  c,  so  können 
wir  sagen: 

Die  Losungen  y  nnd  v  der  Gleichungen 

12a).  y'+2/i(x)y'+^,(«)y  =  0, 

resp. 
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12b)  v  +  v'  =  r,{x)  +  f,{x)'^f^{x) 

hängen  zusammen  durch  die  Beziehungen 

12c)  yc=ce-^«'^'-'/'^»<*)''* 

I2d)  ,  =  /;(,)  +  ^  =  /-,(,)  +  |:. 

3.  Nun  ist  Nr.  12a)  in  einem  Falle  lösbar,  wenn  nämlich  f^{x)^0'^ 
dann  wird  nach  Nr.  5  (a  und  5  bei.  Const.) 

y  =  afe-^ff^^'^^'  dx  +  5, 
mithin  ^ 

die  allgemeine  Lösung  von 

13  a)  t;'+t;«  =  r,(a;)+/;(rc)» 

oder,  wenn  wir  in  dem  Ausdruck  für  v  statt  ({>:a)  eine  Constante  c  schreiben, 
so  lautet  von  Nr.  13  a)  die  allgemeine  Lösung 

13b)  ^  =  fM  +  -n-^r Z 

4.  Haben  wir  nun  eine  beliebige  Gleichung  der  Form 

und    gelingt  es    uns,   eine  particuläre  Lösung  v^^fy^{x)  derselben  aufzu- 
stellen, so  ist  auch 

v  +  v^^v\  +  v,^=^f,{x)  +  f,{xf', 

▼on  dieser  Gleichung  aber  giebt  Nr.  13b)  die  allgemeine  Lösung.     Mithin: 

Ist 
14a)  v=^v^ 

eine  particuläre  Lösung  von 
14b)  v  +  v^=^fp{x), 

so  lautet  die  allgemeine  Lösung 

14  c)  V  =  Vi  +  r    ^r    "^^  ' =  v.  +  :^  i<V  r  A"  ^•''^  ^'  ti »  +  cl. 

^  ^     Je-^f^^^'äx+c        ^     dx^^*'  ^  1 

5.  Wir  kehren  nun  zu  den  Gleichungen  12)  zurück:  y^  resp.  v^  seien 
particuläre  Lösungen  von  12a)  resp.  12  b),  und  zwar  solche,  die  durch  die 
Gleichungen  12c)  resp.  12d)  zusammenhängen;  so  können  wir,  da  wir  die 
allgemeine  Lösung  von  12  b)  nach  Nr.  14)  durch  t^i,  dieses  aber  nach  12  d) 
durch  y, ,  ebenso  aber  auch  mittels  12  c)  y  durch  v  auszudrücken  im  Stande 
sind,  y  sowohl  wie  v  ausdrücken  durch  y^  und  Vj,  die  allgemeinen  Lö- 
sungen von  12a)  und  12b)  ausdrücken  durch  irgendwelche  particu- 
läre Lösungen  einer  von  beiden. 

Nr.  14  c)  in  Nr.  12  c)  einsetzend  erhalten  wir 

Beachten  wir,  dass 

Digitized  byCjOOQlC 


104         Zasammenhang  zwischen  paiticul.  u.  allgem.  Integralen  etc. 


y^  z=  ae^^»^  «*' -//iOr) <i*    also  e^"» ^'  =  hy^  c/A(«) <i* 
so  kommt  ,     , 

y^^c,y,}^J — p^-| — dx  +  cgj» 
oder»  wenn  wir  anstatt  hc^\h^  und  &C|(^  zwei  Constanten  ^  und  J9  setzen, 

Setzen  wir  dagegen  in  14  c)  v.=^fAx)"\ — ^       >  so  wird 

QX 


«=A(*)+r*"f 


g-iftl{X)ix 


Znsammenfassend  kOunen  wir  sagen: 

Sind  y^  und  v,  beliebige  particnlftre  Lösnngen  von 
15a)  y"+2f,ix)y  +  U{x)y  =  0 

15b)   '"*"'^*  «'+t;*  =  r.(a;)  +  /;(*)»-f,(a;). 

80  lauten  die  allgemeinen  Integrale: 

1.  y  durch  ^i  resp.  v  durch  v^  ausgedrückt 

15c)  y  =  y,  iV         y? Ax^b\. 

15d)  v  =  t;i-f 


2.  y  durch  Vi  und  v  durch  y^  ausgedrückt 
15e)  y  =  e/'»  '"-/a(*)  rf*  j^  yV-«/«'«  ^'  da;  +  J5J , 

15f)  „  =  /;(a,)  +  ^i4  ^    :L 


Für  den  Specialfall  /*!(«)  =  0,   —  ^g («)  ==  9 (fl?)  gesetzt,   erhalten  wir: 
Sind  y^  resp.  t^^  particnlftre  Lösungen  von 

resp. 
16b)  t;'+t;»  =  9(«), 

so  lauten  die  allgemeinen  Integrale: 
16c)  y^y\AJ^^B\ 

16d)  v  =  v,-\--a — -2 » 

'  ^    fe-V''"dx  +  e 

16e)  y=.#^'"'*j^/e-»/«"-"<J«+BJ, 

16f)  i;  =  ^  + 
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EiDfachere  Aasdrttcke  ergiebt  die  Zarückführung  der  allgemeinen  Lö- 
sung auf  zwei  particulftre  Lösungen:  Sind  y^  und  y,  solche  von  Nr.  15a), 
so  lautet  die  allgemeine  Lösung  offenbar 

A  und  B  beliebige  Constanten.     Wenn  nun  ^i  und  y^  particul&re  Lösungen 
von  Nr.  15a)  sind,  so  müssen  nach  Nr.  12 d)  auch  die  Ausdrücke 

188)  ,^  =  /-j(,)  +  ^  ond  »,  =  /i(a;)  +  ^ 

particuläre  Lösungen  von  15b)  sein;  und  sind  v^  und  t;^  solche  Yon  15b), 
so  müssen  nach  Nr.  12  c)  auch  die  Ausdrücke 

18b)  yj=ic^«'«**'"^^»<'J*'   und   y,c=c6'^»«^'"''^><'>^' 

particulftre  Lösungen  von  15  a)  sein. 

Verbindung  Yon  17  a)  und  I8b)  liefert 

Nr.  17  a)  in  12  d)  eingeführt  giebt 

v^f^(x)  +  f^logiÄy,  +  By,), 

Pi  +  cyt 
und  wenn  wir  17b)  in  12 d)  einführen. 

Wir  können  also  sagen: 

Sind  y^  und  y^  resp.  v^  und  v^  je  zwei  beliebige  particulftre 
Lösungen  yon 
17a)  y'+2/',(af)y+/iC«)y-0 

resp. 

17b)  t^'+t^=riW+/;(aj)«-^,w, 

80  lauten  die  aUgemeinen  LOsoogen: 

1.  y  durch  y,  und  y,,  v  durch  Vy  und  v,  ausgedrttckt: 

17c)  .  y=4y,+^y,. 
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2.  y  darch  v^  und  t;^,  v  durch  ^j  und  y^  auBgedrttckt: 
17  e)  y  =  6-/A(*)**{^e>»''*  +  ^e/"«*''}, 

17f)  ^  =  /;(^)+J(j  +  £yi. 

Die  Specialisirung  /',(a?)  =  0,   /2(aj)  =  —  9>(a?)  giebt 
18a)  y"=y<3P(ic), 

18c)  y=^Ay^  +  By^^Ae^'^^'  +  Bef'^^', 

IV. 

Der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

19)  y"+2/i(a;)y  +  /i(x)y  =  /3(x) 

geben  wir  durch  identische   Umgestaltung  mittels   zweier  unbekannten   w 
und  u  die  Form 

20)  wy'+2wU{x)y'+yiwU{x)  +  u]^wf^(x)  +  uy, 
so  dass  wir  sie  als  identisch  ansehen  können  mit 

21)  uy  +2i€y  +  w  y  =  —T-^' 

ax  ; 

Gliedweise  Gleichsetzung  giebt  zur  Bestimmung  der  drei  unbekannten       ( 
Functionen  ic;,  u  und  y  die  drei  Gleichungen  j 

io'=fof,{x),     w'=fof,{x)  +  u,    ^^J^^u>U{x)  +  uy,  \ 

deren  erste  beiden  wieder  liefern 

22)  t;  =  ae/A(')rf* 

mithin 

23)  ^^  =  (y«)[r,  («)  +  /i («)«  -  /i («)]  +  «  /i(*) 
oder,  yio=i$y 

24)  y=:l;»6r-/A(*)rf* 
gesetzt, 

25)  ^,  =  «  r,  (»)  +  fy  («)»  -  r,(«)]  +  ae/A W  '-  f,  (x). 

Nun  führen  wir  zwei  neue  Unbekannte  t;  und  t  ein,  indem  wir  setzen 

26a)  ^«xft;  +  ^ 

'  dx 

also  ^ 

—  =  ev  +  e'v  +  ^=^0v  +  gv*  +  tv  +  f^ 
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and  setzen  hierin  die  ti  enthaltenden,  wie  die  von  z  freien  Theile  einander 
gleich: 

26  b)  i'+ 1; ;  =  a  /i  (a?)  c^^»  <*>  ^*, 
26c)                         t;'+  v^  -  r ,  (a^)  +  A  (ä)*  -  /i  W. 

Nach  Nr.  5)  folgt  aus  26  b) 

l  =  g-/r d* r^  Cf^ (ar)  c/^'<'> '''  +> ^'dx  +  c\, 
ans  26a) 

mithin 

Setzen  wir  dies  in  Nr.  24)  ein,  statt  c\a  und  &:a  zwei  Constanten  A  und  B 
schreibend,  so  kommt  von 

27a)  >"+2/i(*)y'+/i(*)y  =  /i(a:) 

als  allgemeine  Lösung 

J^^g^rf*-/f.(x)^x|Jg-2^rfx|^y•^^(a.)e/^(*)'''+^rf*da;^-^]d»^-5|, 

falls  t;  eine  Lösung  —  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  es  eine  particuläre 
sein  darf  —  von 

27  c)  v^  v'  =  f\  {x)  +  f,  (xY  -  /,  {X) 

darstellt.  Es  zeigt  sich  also,  dass  man  die  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  Nr.  27  a)  mit  der  rechten  Seite  ^3(0;)  zu  lösen  im  Stande 
ist,  sobald  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  Nr.  27c)  die  /*,  nicht 
enthält,    wenn    auch    nur    particulär,    lösbar   ist.      Substitniren    wir    noch 

v  =  f^{x)-] — T^»  so  wird  die  allgemeine  Lösung  von 
28a)  f+2f,{x)y'+f,{x)y^f,(x) 

28b)  y  =  ,,|J^— 5 lJfif^(x)e^f'^^')<''dx  +  Ä\dx  +  BY 

und  1}  bedeutet  eine  beliebige  Lösung  der  einfacheren  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung 

28c)  V'+2/i(a:)V+/i(x)i?  =  0, 

deren  Goefficienten  dieselben  sind,  deren  rechte  Seite  aber  gleich  Null  ist; 
es  ist  daher  die  allgemeine  stets  auf  diese  specielle  zurückftthrbar. 

V.  Einige  einfache  Beispiele. 
1. 
Von  t;'+  ü*  =  0  ist  eine  particuläre  Lösung  v^  =  0,  mithin  nach  Nr.  16) 
die  allgemeine,  e''^^**  =  a  gesetzt,  # 

29)  v=      "  * 


ax  +  e      x+e 

Nach  Nr.  27)  lautet,  so  oft  T,  («)  +  /",(«)» -/",(«)  =  0,  d.  h.  f,(a;)  =  /",(*) 
+A(«)*.  von 
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30a)  y"+  2f,(x)9  +  {f,(x)  +  /;(a;)«ly  =  /i(«) 

die  allgemeine  LOsung,  «■''»''*s=c/»'*sssa  gesetzt, 

y  =  oe-/'-""" {  r^ [//,{«) «/'^''->''' a das  +  ul] dir  + b}. 

30b)  y  =  e-/'.")-'- \fffi{x)eff^<'^<" dx dx+  C,x  +  C,( . 

Also  z.  6.  fttr  fi{x)  =  a  ist  von 

31  a)  y"+2ay'+a»y  =  /j(x) 

die  allgemeine  LOsung 

31  b)  y  =  e-"\fffi{x)&"dxdx  +  Ax  +  B\, 

/i  («)  =  «»*. 

y"+2oy'+a*y  =  «»', 

«*' 

,  +  Äxe-"  +  Ber-" 


32) 
33) 


(a+6)» 

I      y"+2ay'+a*y  =  h, 
y  =  -i  +  Axe-"'  +  Be-" 


34) 


In  Nr.  30)  fi(x)  =  dgx  setzend,  erhalten  wir 
y'+2ctgxy-y:=f^{x), 

also  für  /i  {x)  =  6 

I     y'+2ägxy'—y^b. 


smx     smx 


Von  v  +  v^  =  a^  sind  zwei  particolftre  Lösungen 
Vi  =  +  l/a  und  v,e=  — f^a, 
mithin  nach  Nr.  18)  die  allgemeine 

Nach   Nr,  27)    lautet    also,    wenn   fi{x)  +  f^{xy^f^{x)^a^   d.  h. 
/i(rr)  =  r,(x)  +  /;(aj)«-a,  von 

^37a)     *        y'+2f,{x)y  +  [f,(x)  +  U{xf--d\y^f^{x) 
die  allgemeine  Lösung,  v^^a  gesetzt, 

37b)  y  =  e-/^.(')-' ^^'^'f^^y^'ff^ {x) e»^*'  e/A(*) rf* da? da?  +  C^t^V'' 
Z.B.  ftlr  /i(a;)  =  f,  /^j  (a?) +/;(x)«-a  =  KS  also  a  =  «^x«, 
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38) 


^j(2)  — 0  ergiebt  hieraus 

39)  I   als  LSsong  von 

I  y"+2«y'+»«y  =  0, 

der  Differentialgleichung  des  in  widerstehendem  Mittel  schwingenden  Pen- 
dels —  durch  welche  Gleichung  Verfasser  auf  die  vorliegenden  üntersuch- 
OBgen  geftthrt  wurde. 

f^{x)<=—  giebt  aus  Nr.  37) 


40) 


y'+^-f-ay^Uix), 


y=i|eV«'Jß-»>^'J^3(a?)ire*^'d«dfl;+C,e+^'  +  C,c-''-'| 


r.w=^. 


41) 


X  X 

X  ax 


Von  v  +  v'=a:a?  ist  eine  LOsung  »  =  6:a?,   falls  6*  — 6  =  a,    d.  h. 
6  =  ^(1  +  )/4a  + 1) ;  TorauBgesetzt ,  dass  nicht  a  =  —  ^,  giebt  dies  die  zwei 

particnlttre  Lösungen  

l  +  i/J^^n    1  l-j/4ir+T    1 

*  2  «        ■  2  a? 

mithin  nach  Nr.  18)  die  allgemeine  Lösung    . 


l--K4«-|-f 


2x 


2x 


14-K4a4-1 


1-^404-1 


*2)  -  =  2« 


oder  nach  einiger  Umformung     

1  ^  yu+ix^^^^^-c 

2x       a;^^^+'*  +  c 

1 
Ist  aber  aa  — ^,  so  erhalten  wir  nur  die  eine  particuläre  LOsung  ^1  =  0— 

und  müssen  Nr.  15)  anwenden: 
42a) 


.=i+ 


1 


2x      x(logx  +  c) 
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Nach  Nr.27)i8t,  falls  T,  (a!)  +  /i(af)*-^,(x)  =  ^.  also  f^{x)=f\{x) 

43a)  y"+  2f,(x)y'+  [fr  (*)  +  /i(«)»-  5]*  =  /»(*).     (« ^  "i). 

da  wir  (a^  — ^)  

t;= — —-^ —  -.— ,  also  6-'''^'  =  fl?       « 
setzen  können,  die  allgemeine  Lösung 


43  b)  y  =  c/^i(')^* 


l  +  FiM^    /»  ^^ r  H-K4a-|-t 


Dagegen  fttr  a  =  —  ^  erhalten  wir 


44) 


Z.  B.  /;(a;)=-,  /8(a;)  =  0  ergiebt: 


45) 


46) 


a^-i, 


y  =  Äx        2  +.Ba;        2 

y  =  -^(Älogz+B) 
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m.  Heber  eine  Anfji^be  ans  der  projectiven  Geometrie  des  Räumet. 
17.  Constraetion  der  Baumcnrven  dritter  Ordnung  ans  imaginären  Punkten. 

(Hierau  Taf.  1  Fig.  1.) 

I. 

Die  Aufgabe,  die  reellen  Schnittpankte  der  beiden  Paare  imaginärer 
Gegenseiten  eines  durch  die  Doppelpunkte  zweier  elliptischen  Punktinvolu- 
tionen  gebildeten  Vierecks  zu  construiren,  welche  für  die  Theorie  der  Kegel- 
schnittbüschel Yon  Bedeutung  ist,*  hat  als  räumliches  Analogon  die  folgende: 
die  reellen  Schnittlinien  der  vier  Paare  imaginärer  Gegen- 
flttchen  eines  yollständigen  Sechsecks  zu  construiren,  welches 
durch  die  Doppelpunkte  dreier  auf  windschiefen  Geraden  ge- 
legenen elliptischen  Punktinyolutionen  gebildet  wird,  oder 
mit  anderen  Worten :  die  Axen  der  Ebenenbüschel  erster  Ordnung 
zu  finden,  die  mit  drei  elliptischen  Punktinyolutionen  im 
Räume  gleichzeitig  perspectiv  liegen. 

Die  LOsung  dieser  Aufgabe  soll  im  Folgenden  mitgetheilt  und  in  der 
zweiten  Mittheilung  auf  die  Construction  der  Baumcurven  dritter  Ordnung 
angewendet  werden. 

1.  Es  seien  drei  windschiefe  Gerade  a|,  o^,  a,  als  Träger  elliptischer 
Punktinyolutionen  gegeben;  dieselben  sollen  projectiy  aufeinander  bezogen 
werden  derart,  dass  die  imaginären  Doppelpunkte  einander  entsprechen. 
Ist  aus  der  yierfachen  Möglichkeit,  diese  letzteren  einander  zuzuordnen,  ein 
bestimmter  Fall  ausgewählt,  so  genügt  es,  wie  aus  den  Elementen  der  pro- 
jectiven Geometrie  bekannt  ist,  drei  Punkte  Ä^,  A^^  A^  willkürlich  auf  den 
drei  Geraden  a^,  o^,  o,  bezw.  als  entsprechende  anzunehmen,  um  diese 
selbst  in  projectiye  Beziehung  zu  setzen.  Ferner  ist  nach  dem  Begriffe  der 
projectiven  Verwandtschaft  klar,  dass  auch  die  den  ebengenannten  auf  «i, 
»2,  O)  bezw.  conjugirten  Punkte  Ä\^  A\^  Ä^  einander  entsprechen,  so  dass 
also  die  Gesammtheit  der  Ebenen,  welche  je  drei  entsprechende  Punkte 
enthalten,  eine  elliptische  Ebeneninvolution  bildet,  deren  imaginäre  Doppel- 
ebenen je  drei  der  imaginären  Doppelpunkte  enthalten. 


*  Schroeter,  Die  Theorie   der  Kegelschnitte,   gestfltxt  auf  projectiviache 
Eigenschaften.    2.  Aufl.    S.  261. 
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Um  beliebig  viele  Ebenen  eines  so  bestimmten  Ebenenbttschels  zu  con- 
strniren,  d.  h.  zu  einem  beliebigen  Punkte  der  Geraden  a^  z.  B.  die  ent- 
sprechenden Punkte  auf  Og  und  Og  zu  finden,  beachte  man,  dass  immer 
zwei  Punktreihen  von  einem  Punkte  der  Verbindungslinie  zweier  entspre- 
chenden Punkte,  also  auch  etwa  a^  und  %,  von  einem  Punkte  der  Verbin- 
dungslinie Ä^A^  aus  durch  perspective  Strahlbtlschel  erster  Ordnung  pro- 
jicirt  werden,  deren  Perspectivitätsaxen  sich  als  Lösungen  der  eingangs- 
erwähnten  Aufgabe  aus  der  Geometrie  der  Ebene  ergeben. 

Wir  machen  nun  zunächst  die  Voraussetzung ,  dass  die  drei  Punkte  Ä^ , 
Ä^y  Ä^  nicht  in  gerader  Linie  gelegen  sind;  dann  erhalten  wir  bei  gegebe- 
ner Zuordnung  der  imaginären  Doppelpunkte  als  geometrischen  Ort  der  Yer- 
bindungsebene  entsprechender  Punkte  ein  Ebenenbü^chel  dritter  Ordnung, 
dessen  Elemente  involutorisch  gepaart  sind  und  folglich  als  Ort  der  Schnitt- 
linie conjugirter  Ebenen  ein  Hyperboloid  rf^^  erzeugen.*  Auf  einer  belie- 
bigen Ebene  £  dieses  EbenenbtLschels  bestimmt  es  selbst  eine  Tangenten- 
involution eines  Kegelschnitts  }(f^y  das  Hyperboloid  i^^^^  aber  zwei  Gerade, 
auf  deren  einer  p  sich  die  Paare  conjugirter  Tangenten  von  Jf  schneiden. 
Der  Pol  P  der  Involutionsaxe  p  in  Bezug  auf  h*  ist  daher  als  Schnittpunkt 
der  imaginären  Doppelstrahlen  der  Tangenteninvolution  und  also  auch  als 
ein  Punkt  der  Schnittlinie  der  imaginären  Doppelebenen  des  involutoriscben 
Ebenenbüschels  dritter  Ordnung  anzusehen.  Lassen  wir  jetzt  die  Ebene  £ 
dieses  Büschel  durchlaufen,  so  beschreibt  der  Pol  P  der  jedesmaligen  In- 
volutionsaxe p  in  Bezug  auf  den  zugehörigen  Kegelschnitt  k^'^^  eine  gerade 
Linie  Sy**  welche  sonach  als  die  reelle  Schnittlinie  der  beiden  imaginären 
Doppelebenen  aufzufassen  ist. 

2.  Wir  wollen  femer  annehmen,  dass  die  auf  a^^  a^y  cl^  einander  ent- 
sprechenden Punkte  Ä^y  A^y  A^  in  der  geraden  Linie  a  gelegen  seien.  Unter 
dieser  Voraussetzung  zerfällt  das  wie  oben  erzeugte  Ebenenbüschel  dritter 
Ordnung  in  ein  solches  erster  Ordnung  mit  der  Axe  a  und  in  ein  weiteres 
zweiter  Ordnung,  die  Gesammtheit  der  Tangentialebenen  eines  Kegels  x<^>. 
Das  Büschel  zweiter  Ordnung  allein  kommt  in  Betracht,  da  die  Ebenen 
desselben  allein  sämmtliche  Tripel  entsprechender  Punkte  aus  a, ,  Og  und  o, 
herausschneiden.  Da  die  Elemente  dieses  Büschels  involutorisch  gepaart 
sind,  so  erzeugen  sie  als  Ort  der  Schnittlinie  conjugirter  Elemente  eine 
Ebene  a,  in  deren  Polare  s  bezüglich  des  Kegels  x^^)  sich  die  imaginären 
Doppelebenen  schneiden. 

Zur  Construction  von  s  genügt  es,  ausser  der  Ebene,  welche  die  zu 
Ä^y  Ä^y  A^  bezw.  conjugirten  Punkte  A\y  A'^y  A\  enthält,  ein  zweites 


*  Beye,  Die  (Geometrie  der  Lage.  1880.  II.  Abth.  S.  98.  —  Schroeter^ 
Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  und  der  Raumcurven  dritter  Ordnung. 
§  81  S.  885. 

**  Schroeter,  a.  a.  0.  S.  867  (Umkehrung  und  dnalistiBches  Gegenstflok). 
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Paar  conjagirter  Ebenen  zu  ermitteln  and  die  Diagonalebenen  des  so  ent- 
standenen Vierflachs  in  der  gesuchten  Geraden  snm  Dnrchschnitt  zu  bringen 

3.  Bei  willkürlicher  Wahl  der  Geraden  a  in  voriger  Nummer  wird  es 
im  Allgemeinen  nicht  zum  zweiten  Male  vorkommen,  d%ss  drei  entsprechende 
Pankte  auf  Oj,  a^  und  o,  in  gerader  Linie  liegen.  Da  die  Gerade  a  bei 
gegebener  Zuordnung  der  imaginären  Doppelpunkte  die  projective  Beziehung 
zwischen  je  zwei  der  gegebenen  drei  Geraden  eindeutig  bestimmt,  so  er- 
zeugen letztere  drei  Hyperboloide ,  von  denen  immer  eines  durch  die  anderen 
beiden  bestimmt  ist.  Es  mögen  die  Geraden  a^  und  a^  das  Hyperboloid 
i}j2i  Oi  und  03  das  Hyperboloid  i/^j,  a^  und  Oj  das  Hyperboloid  ri^^  als 
Ort  der  Verbindungslinie  entsprechender  Punkte  erzeugen;  es  möge  femer 
i},2  die  Gerade  03  ausser  in  Ä^  noch  in  Ä'\y  endlich  die  Fl&che  17^3  die 
Gerade  Aj  au^er  in  A^  noch  in  Ä"\  treffen.  Lassen  wir  jetzt  a  an  den 
drei  Geraden  a|,  a,,  o,  hingleiten,  so  beschreiben  tj^^  und  17^  Büschel  von 
Hyperboloiden,  deren  Grundcurven  windschiefe  Vierecke  sind.  Für  ijj^ 
nämlich  bleiben  die  Geraden  a^,  a^  und  die  imaginären  Verbindungslinien 
der  Doppelpunkte  auf  denselben  fest;  für  rj^  aber  die  Geraden  aj*  o,  und 
in  gleicher  Weise  die  Verbindungslinien  der  imaginären  Doppelpunktpaare. 
Daher  beschreiben  denn  auch  die  Punkte  A^  und  A"^  auf  a.,  A^  und  A"\ 
auf  dj  Involutionen ,  und  legen  wir  durch  jedes  A'\  eine  Gerade  a\  welche 
Oj  und  o,  schneidet,  sowie  durch  jedes  Ä'\  eine  solche  a"\  welche  o^  und 
0,  schneidet,  so  beschreiben  sowohl  a  und  a\  als  auch  a  und  a"  Involu- 
tionen, denen  das  durch  a^^  a^^  a^  bestimmte  Hyperboloid  zum  gemeinsamen 
Trfiger  dient.  Beide  Involutionen  haben  ein  Paar  oonjugirter  (reeller  oder 
imaginärer)  Elemente  e  und  e  gemeinsam  und  es  ergiebt  sich  daraus ,  dass 
die  Möglichkeit,  die  projective  Beziehung  der  ursprünglich  gegebenen  drei 
Geraden  (bei  gegebener  Zuordnung  der  imaginären  Doppelpunkte)  so  zu 
wählen,  dass  zweimal  drei  entsprechende  Punkte  in  gerader  Linie  liegen, 
eine  einfache  ist« 

Hat  man  in  dieser  Weise  das  Geradenpaar  ee  bestimmt,  so  zerfUllt 
das  ursprüngliche  Ebenenbüschel  dritter  Ordnung  in  drei  Büschel  erster 
Ordnung  mit  den  Axen  e,  e  und  s.  Letzteres  allein  kommt  in  Frage,  da 
es  das  einzige  ist,  dessen  Ebenen  sämmtliche  Tripel  entsprechender  Punkte 
ans  den  drei  Geraden  ausschneiden.  Die  Axe  s  ist  daher  als  Schnittlinie 
der  imaginären  Doppelebenen  anzusehen. 

Sind  die  beiden  Geraden  a,  a  reell,  so  bestimmt  irgend  eine  Verbin- 
dungsebene  entsprechender  Punkte  auf  ihnen  Punkte  der  Geraden  5,  diese 
abo  selbst;  sind  dagegen  a  und  a  conjugirt  imaginär  oder  identisch,  so  ist 
die  Construction  eines  Paares  conjugirter  Ebenen  erforderlich. 

Es  sei  bemerkt,  dass  mit  der  Lösung  unserer  Aufgabe  zugleich  die- 
jenige ihrer  dualistischen  ümkehrung  gefunden  ist :  die  reellen  Verbindungs- 
linien der  vier  Paare  imaginärer  Gegenecken  eines  vollständigen  Sechsflachs 
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zu  construiren,  welches  durch  die  Doppelebenen  dreier  elliptischen  Ebenen- 
involutionen mit  windschiefen  Axen  gebildet  wird. 

II. 

Aus  der  Geometrie  der  Raumcurven  dritter  Ordnung  sind  folgende 
beiden  Sätze  bekannt: 

Verbindet  man  sechs  Punkte  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  mit 
einem  willkürlichen  siebenten  derselben  zu  einem  Sechskant,  so  liegen,  wie 
auch  die  Reihenfolge  der  Kanten  gewählt  werden  mag,  die  drei  Schnitt- 
linien der  Paare  von  GegenfiSchen  in  einer  Ebene,  welche  um  eine  feste 
Sehne  der  Ranmcurve  sich  dreht,  sobald  der  siebente  Punkt  die  Raumcurve 
durchläuft* 

Femer: 

Verbindet  man  sechs  Punkte  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  zu  einem 
Sechseck  und  ermittelt  den  siebenten  und  achten  Schnittpunkt  der  drei  Paare 
von  Gegenflächen  des  entstandenen  Sechsflachs,  so  ist  die  Verbindungslinie 
dieser  beiden  Schnittpunkte  eine  Sehne  der  Raumcurve.** 

Es  scheint  unbemerkt  geblieben  zu  sein ,  dass  die  Sehnen ,  von  welchen 
in  beiden  Sätzen  die  Rede  ist,  dieselben  sind,  so  dass  beide  Sätze  zu  fol- 
gendem vereinigt  werden  können: 

Verbindet  man  sechs  Punkte,  von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene 
liegen ,  zu  einem  räumlichen  Sechseck  und  ermittelt  den  siebenten  und  achten 
Schnittpunkt  der  drei  Paare  von  Gegenflächen  des  entstandenen  Sechsflachs, 
so  trifft  eine  willkürlich  durch  die  Verbindungslinie  beider  Schnittpunkte 
gelegte  Ebene  das  räumliche  Sechseck  in  einem  ebenen  derart,  dass  die  Ver- 
bindungslinien der  Gegenecken  $ich  in  einem  Punkte  der  durch  die  gegebe- 
nen sechs  Punkte  bestimmten  Raumcurve  dritter  Ordnung  schneiden.  (Fig.  I.) 

Die  gegebenen  sechs  Punkte  mögen 

A^,     A2,     ^,      ^4,     A^y     A^ 

heissen  und  in  dieser  Reihenfolge  miteinander  verbunden  sein.     Die  Kanten 
des  räumlichen  Sechsecks  sind  dann: 

\A,^,l  \A,A,\,  \A,A,\,  \A,A,l  \A,A,U  l^e^il 
und  die  Flächen 

Die  Schnittlinien  der  Paare  von  Gegenflächen  heissen  daher: 
•   \[AA^A^][A,A^A^]\,    \[A,A,A,]lA,^,A,]U    i  [^3  ^^4 -^öl  C^e^i  ^]  I 

und  der  siebente  und  achte  Schnittpunkt: 

A,  =  ([A,A,A,][A,A,A,][A,J,A,]),     ^g  =  ([^,  ^  ^J  K  ^s  ^^1  [^6  ^1  ^J)- 


*  Vergl.  Creme  na,   Sur  les  lignes  gauches  de  troisi^me  ordre  et  claase. 
Cr  eile's  Journal,  Bd.  58  S.  144. 

•*  Vergl.  Schroeter,  Theorie  der  Oberfl.   II.  Ordn.  und  der  RaamcorTen 
III.  Ordn.  S.  706.  —  Rey  e,  Die  Geometrie  der  Lage,  1880,  IL  Abth.  S.  151. 
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Legen    wir  jetzt  darch  die  Verbindungslinie  \J^j4^\*\md  die  beiden 

Gegenkanten  |  /^^  ^^^  I  *  I  "^4  ^^5 1  ®^°  Hyperboloid  i^j ,  so  enthalt  dasselbe  sämmt- 

liche  acht  Punkte  .     ..      ^  on 

Ai   (t=l,  ...,  8), 

denn  die  genannten  drei  Geraden  werden  von  |  ^3  ^7 1  und  |  '«^^  ^^^  |  gleich- 
zeitig geschnitten;  letztere  sind  also  Erzengende  des  Hyperboloids. 

Legen  wir  fernerhin  durch  |  ^7  ^^  |  und  die  beiden  Oegenkanten  j  ^^^  -^3 1 
und  |^5>^6|  ein  zweites  Hyperboloid  i^^f  so  enthält  dasselbe  ebenfalls  sämmt- 
liehe  acht  Punkte  ^i ,  weil  die  drei  das  Hyperboloid  bestimmenden  Geraden 
gleichzeitig  durch  |  ^1  ^^7 1  und  |  >^4  ^^g  |  geschnitten  werden. 

Die  acht  Punkte  Jt  liegen  mithin  auf  der  Schniticurve  der  beiden 
Hyperboloide ,  welche  in  diesem  Falle  in  die  Gerade  |  >^7  ^g  |  und  eine  Baum- 
cor^e  dritter  Ordnung  r^'^  zerfällt.  Da  nun  auf  |  >^7  /^g  |  nur  die  beiden 
Punkte  ^7  und  j4^  gelegen  sind,  so  muss  r^^^  die  übrigen,  ursprünglich 
allein  gegebenen  sechs  Punkte  enthalten ,  d.  h.  die  durch  dieselben  bestimmte 
Raumcurve  dritter  Ordnung  sein. 

Constrniren  wir  endlich  ein  drittes  Hyperboloid  ,f}3  aus 

SO  gehört  dasselbe  offenbar  dem  Büschel  (17^ ,  rj^)  an.  Legt  man  daher  durch 
|i^7i^g|,  welches  eine  Sehne  der  r^'^  ist,  eine  willkürliche  Ebene  |,  welche 
die  Kanten  des  räumlichen  Sechsecks 

in  den  Punkten 

^1«»    -^«3»    -^34»    ^45'    ^66»    ^61 

treffen  möge,  derart,  dass 

Xu   auf   l^i^kl 
gelegen  ist,  so  stellen  die  Verbindungslinien 

1^12^451»      l-^^Sel»     1^84 -^61  I 

diejenigen  Geraden  dar,  in  denen  die  drei  Hyperboloide  17^ ,  17^,  173 ,  abgesehen 
Yon  I  ^7  i^g  I ,  von  I  noch  geschnitten  werden ;  sie  müssen  sich  folglich  in 
dem  Punkte  X  der  Raumcurve  r^^^  schneiden ,  welcher  auf  |  noch  zu  ermit- 
teln übrig  blieb. 

Diese  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  aus  sechs  Punkten 
scheint  mir  alle  anderen  an  Einfachheit  und  Durchsichtigkeit  zu  übertreffen. 
Sie  hat  aber  weiterhin  den  Vorzug ,  noch  völlig  ausführbar  zu  sein  für  den 
Fall ,  dass  die  gegebenen  sechs  Punkte  sämmtlich  imaginär  sind.  Mit  diesem 
Falle  wollen  wir  uns  im  Folgenden  beschäftigen. 

Es  seien  auf  drei  reellen  windschiefen  Geraden  elliptische  Punktinvo- 
lutionen mit  den  Paaren  coi\jugirt  imaginärer  Doppelpunkte 

A^  A^ ,    -^s  ^5  4    ^z  ^6 
gegeben.     Betrachten  wir  das  imaginäre  Sechseck: 


^i  ^i  '^S  ^i  ^5  ^6 » 
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so  sind,  wie  idi  in  Nr.  I  gezeigt  habe,  die  Schnittlinien  der  Paare  von 
GegenflSchen 

|[^,^,^3][-^,^,^,]|,     |K^3^4]C^ß^6^.]|i      \[^3^i^6][^e^l^^]\ 

reell  and  constmctiv  bestimmbar.  Nach  der  dualistischen  ümkehrung  dieser 
Constraction  kann  man  dann  die  reelle  Verbindungslinie  |  .4^  A^  \  der  beiden 
imaginären  Schnittpunkte 

ermitteln. 

Nun  erübrigt  es  noch,  durch  |  /^7>^8|  und  zwei  Paare  imaginärer  Gegen < 
kanten  Hyperboloide  zu  legen;  der  Durchschnitt  beider  wird,  abgesehen  von 
|/^7^g|,  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  sein,  welche,  wie  oben,  die  sechs, 
hier  imaginären  Punkte  enthält. 

Es  sei  zunächst  das  durch 

lA'^sl,      1^1^21.      \^i^f,\ 

bestimmte  Hyperboloid  tjj  zu  construiren.     Von  einem  beliebigen  Punkte  P 

der  Gei-aden  |  >^7  ^g  |  aus  werden  die  elliptischen  Punktinvolutionen  auf  |  -^^  ^4 1 

und  l'^^s^gl  durch  eblene  elliptische  Strahleninvolutionen  projicirt,  oder  das 

imaginäre  Viereck  A^A^A^A^  mit  zwei  reellen  Gegenseiten  wird  durch  ein 

imaginäres  Vierkant 

|/'^J.    \PA^\,    \PJ^l    \PA^\ 

mit  zwei  reellen  Gegenflächen  \PA^A^^  [^^%^^  projicirt.  Es  ist  bekannt,* 
dass  durch  zwei  elliptische  kiTolutionen  eine  dritte,  immer  hyperbolische 
bestimmt  ist,  deren  Doppelelemente  leicht  zu  finden  sind. 

Für  unsem  Fall  sind  die  Doppelelemente  der  resultirenden  hyperbo- 
lischen Involution  als  die  Schnittpunkte  der  beiden  Paare  imaginärer  Gegen- 
seiten des  Vierecks  A^A^A^A^^  bezw.  als  Schnittlinien  der  beiden  Paare 
imaginärer  Gegenflächen  des  Vierkants  |  ^^ij  |  PA^]  \^PA^\  \PA^\  zu  betrachten; 
eine  der  letzteren  beiden  schneidet  also  sowohl  l^ii^gj,  als  auch  |i^4'^5|  und 
ist  also  eine  Erzeugende  des  Hyperboloids  v^^.  Durch  Veränderung  des 
Punktes  P  auf  |  ^7  ^^g  |  lassen  sich  beliebig  viel  Erzeugende  der  einen  und 
sodann  der  andern  Schaar  von  Geraden  des  Hyperboloids  17^  ermitteln. 

Wir  fuhren  hierauf  die  analoge  Construction  des  durch 

Mt^sK    Mä^sI.    I^6^el 
bestimmten  Hyperboloids  172  aus,  und  indem  wir  auf  einer  willkürlich  durch 
\AjAq\   gelegten  Ebene  |  die  veränderlichen  Schnittlinien  x^  jund  x^  ermit- 
teln,  in  denen  g  von   17^  und  rj^  bezw.  noch  getroffen  wird,   erhalten  vnr 
im  Schnittpunkte  X=(x    x) 

einen  Punkt  der  gesuchten  Raumcurve  r^^K 

*  Schroeter,  Die  Theorie  der  EegeUchnitte,  gestützt  auf  proj.  Eügenschaften. 
1876.    3.  AbBchn.  §  42. 

Eisenacb.  Dr.  Hosspbld, 

GGymnaiiallfthrer. 
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y.  Bemerkungen  zu  der  6rttbler*8chen  Bestimmiing  der  Krttmmnngg- 
mittelpnnkte  der  Polbahnen  eines  ebenen  Systems. 

Hen*  Grübler  hat  im  XXIX.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift,  S.  212  und 
382,  Untersuchungen  über  die  Krümmungsradien,  sowie  die  Lage  der 
Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  für  die  Bewegung  eines  starren 
ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  angestellt.  Die  Resultate  derselben ,  welche 
auch  in  dem  Lehrbuch  der  Kinematik  von  Burmester,  S.  106 — 112  Auf- 
nahme gefunden  haben,  sind  jedoch,  wie  im  Folgenden  nachgewiesen  wer- 
den soll,  nur  unter  gewissen  Beschränkungen  giltig. 

Grübler  geht  vom  allgemeinsten  Falle  aus,  er  nimmt  an,  die  Be- 
wegung sei  dadurch  gegeben,  dass  zwei  Curven  (C|)  und  (c^)*  des  bewegten 
Systems  auf  zwei  Curven  (e,)  und  (e^)  des  ruhenden  gleiten.  Hierbei  wer- 
den zwei  beliebige  andere  Curven  (/,)  und  {y^)  des  ersten  Systems  im  All- 
gemeinen wieder  zwei  Carven  (f^)  und  (t^)  des  zweiten  umhüllen.  —  Denken 
wir  uns  (cj  und  (c^)  aus  dem  bewegten  System  herausgenommen,  so  werden 
(y,)  und  (yj)  auf  (tj)  und  (c^)  gleitend  ebenfalls  die  vorgeschriebene  Be- 
wegung hervorbringen,  also  müssten  die  Grüblerischen  Formeln  und  Con- 
structionen  zu  denselben  Krümmungsmittelpunkten  der  Polbahnen  führen, 
gleichgiltig,  ob  man  sie  auf  die  gegebenen  oder  die  abgeleiteten  Curven 
anwendet.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall.  Denn  denken  wir  uns  z.  B.  im 
ruhenden  System  zwei  gerade  Linien  {g^)  und  (^j),  so  lassen  sich  im  be- 
wegten System  stets**  zwei  Curven  (Zj)  und  (i,)  finden,  welche  diese  Ge- 
raden umhüllen.  Es  müssten  also,  wie  sich  aus  den  Grüblerischen  For- 
meln ergiebt,***  bei  jeder  beliebigen  Bewegung  eines  starren  Systems  in 
beiner  Ebene,  zwischen  den  Krümmungsradien  Qp  und  Qm  der  ruhenden  und 
bewegten  Polbahn  und  dem  Wendekreisdurchmesser  W  die  Relationen 

W 

bestehen,  was  bekanntlich  nicht  der  Pall  ist. 

um  nun  den  Bereich  der  Giltigkeit  der  Grüblerischen  Resultate  fest- 
zustellen, erwägen  wir  zunächst,  auf  welchem  Wege  er  den  Krümmungs- 
mittelpunkt der  ruhenden  Polbahn  bestimmt.  Es  werden  zwei  aufeinander- 
folgende Lagen  des  bewegten  Systems  betrachtet,  für  beide  die  Momentan- 
centra  M  und  M'  und  die  Normalen  der  ruhenden  Polbahu  in  diesen 
Punkten  construirt.  —  Sind  nun  (C|)  und  (c^)  die  ersten  Lagen  der  ein. 
hüllenden  Curven  und  berühren  sie  (e^)  und  (e,)  in  JB,  resp.  J^g«  ^^  schnei- 

*  Ich  richte  mich  nachstehend,  soweit  nicht  neue  Benennungen  erforderlich 
biod,  nach  der  Grüblerischen  Bezeichnungsweise  und  verweise  auf  die  zu  seiner 
Arbeit  gehörige  Fig.  1,  Taf.  VII. 

**  Grübler  hält  irrthümlich  eine  Bewegung,  bei  welcher  zwei  Geraden  des 
einen  Systems  von  zwei  Curven  des  andern  umhüllt  werden,  für  einen  Specialfall. 
fS.  219.) 

***  und  wie  er  selbst  fdr  diesen  Fall  (S.  219)  abgeleitet  hat.  ^  ^ 
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den  sich  die  bezüglichen  gemeinsamen  Normalen  der  Curvenpaare  im  Momen- 
tancentram M,  Will  man  auch  die  Normale  der  Polbahn  in  M  haben,  so 
müssen  auf  diesen  Normalen  die  zu  den  Punkten  B^  und  B^  gehörigen 
Krümmnngsmittelpunkte  C7, ,  Cg,  K^^  K^  der  vier  Curven  bekannt  sein. 
Berühren  die  zweiten  Lagen  (c\)  und  (c'^)  der  einhüllenden  Curven  ihre 
Hüllbahnen  in  B\ ,  B\  und  will  man  für  das  zugehörige  Momentancentrum 
M'  die  Normale,  so  müssen  die  zu  den  Punkten  ff^  und  B\  beider  Cur- 
venpaare gehörigen  Krümmnngsmittelpunkte  P^P^j  OiO%  in  Betracht  ge- 
zogen werden.  Dieselben  werden  im  Allgemeinen  von  den  neuen 
Lagen  C\y  C\  der  Punkte  (7j,  C^  und  von  den  Punkten  Xj,  K^ 
verschieden  sein. 

Während  somit  in  Wahrheit 

eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung  ist,  also  den  Grössen  gleicher 
Ordnung  gegenüber  nicht  vernachlässigt  werden  darf,*  setzt  sie  Grübler 
(S.  214  Z.  1  V.  0.)  unzulässiger  Weise  =  0.  Seine  Resultate  gelten  also  auch 
nur  bei  Zugrundelegung  von  Systempunkten  C^  und  C^,  für  welche  thatsächlich 
im  betrachteten  Moment  dg^sQ  ist,  d.  h.  für  Punkte,  welche  gerade 
Bahnen  mit  stationärer  Krümmung  durchlaufen.  Solcher  Punkte 
giebt  es  bei  einer  beliebigen  Bewegung  in  jedem  Moment  unendlich  viel;'^* 
ihr  Ort  ist  eine  (bestimmte  Curve  dritter  Ordnung.  Gelingt  es  also,  bei 
irgend  einer  Bewegung  in  jedem  Moment  zwei  solcher  Punkte  aufzufinden 
—  eine  Aufgabe,  die,  soviel  mir  bekannt,  bisher  nicht  gelöst  ist  — ,  oder 
sind  sie,  wie  bei  dem  Kurbelviereck  und  seinen  Special  fällen ,  direct  gegeben, 
so  gelten  für  sie  die  Grüblerischen  Resultate.  Für  beliebige  beschreibende 
Punkte  und  ihre  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkte  gelten  sie  nicht.  Bei 
einer  allgemeinen  Lösung  der  Aufgabe  werden  jedenfalls  die  Krümmungs- 
mittelpnnkte  der  Evoluten  der  gegebenen  Curven  {ci){c^)y  (ej)(62)  eine  Rolle 
spielen.*** 

*  Dami^  fällt  auch  der  Burmester'sche  Satz  (Lehrbuch  der  Kinematik, 
Bd.  I  S.  80):  ^Die  Bewegung  des  ebenen  Systems  S  aus  einer  Lage  in  zwei  unend- 
lich nahe  folgende  Lagen  ist  bestimmt  durch  die  Bewegung  der  als  Systemstrecke 
betrachteten  Koppel  FL  des  durch  die  vier  Krümmnngsmittelpunkte  FL^A  gebil- 
deten Gelenk  Vierecks. '^  Die  Polbahnen  des  gegebenen  und  des  substituirten  Systems 
werden  sich  wohl  im  Momentancentrum  berühren,  aber  dort  im  Allgemeinen 
nicht  die  gleiche  Krümmung  besitzen. 

**  YergU  Schoen flies,  Geometrie  der  Bewegung,  S.  89.  Die  grundlegen- 
den Betrachtungen  für  discrete  Lagen  des  bewegten  Systems  hat  Bnrmester 
zuerst  angestellt  (Civilingenieur  1877,  227,  819). 

***  Aronhold  schliesst  seine  Abhandlung  über  die  „Grundzüge  der  kinemati- 
schen Geometrie'*  mit  den  Worten:  „Wir  werden  in  der  Folge  die  Krüm- 
mungsradien der  Evoluten  der  Ronletten  und  Hüllbahnen  als  Grund- 
elemente zur  weiteren  Behandlung  der  Polbahnen  benutzen/*  Eine 
Fortsetzung  der  Arbeit  ist  leider  nicht  erschienen. 

Charlottenburg,  25.  November  1887.  nr> Felix tBüka. 
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VI.  Heber  eine  Proportion  aus  der  elementaren  Geometrie. 

Eine  Ebene  schneide  die  drei  Axen  eines  rechtwinkligen  Raumcoordi- 
natensjstems  in  den  Punkten  Z,  F,  Z,  die  von  dem  Coordinatenanfangs- 
pankte  0  die  Entfernungen  x,  y,  z  haben.  Die  Winkel  des  ebenen  Drei- 
ecks XTZ  heissen  der  Reihe  nach  $,17,  {;.  Zwischen  diesen  Winkeln  und 
jenen  Abstftnden  findet  nnn  ein  äusserst  einfacher,  in  der  praktischen  Kry. 
stallkunde  sehr  wohl  verwerthbarer  Zusammenhang  statt,  der  noch  nicht 
bemerkt  worden  zu  sein  scheint.  Durch  dreimalige  Anwendung  des  Pytha- 
gorftischen  Lehrsatzes  erhält  man: 

Xr«  =  rc«  +  y«,     rZ«  =  y«  +  iP«,     ZX*  =  g*  +  x*. 
Darob  Halbirung  der  Summe  der  drei  Gleichungen  zeigt  sich 

ir  +  y^  +  ß^  = 2 — 

und  zieht  man  nun  die  drei  vorigen  Gleichungen  ab,  so  entsteht 

,      XT^  +  ÄZ^^YZ^        .      YX^+YZ^-XZ^ 

1)  ««  = g »    y«= ^ . 

^ZX^  +  ZY^-XY^ 

B 2 

Im  Dreiecke  X  YZ  verhält  sich  XY:  YZ :  ZX  =  sin  £ :  sin  J :  sinti^  und  nennen 
wir  den  Proportionalitätsfactor  ky  so  ist 

XY^k.sint,     XZ^k.sinti,     YZ^k.sin^. 
Die  Substitution   dieser  Werthe  in  die  Gleichungen  1)  bringt  dieselben  in 
die  Form: 

2)  —  =«n??^  +  5m£*— s^nS^     -^  =5m|'  +  sin{;*  — miy*, 

2z^ 

-zj-  =  5m|*  +  8inri^'^  sin  f  *. 

Nani8t|+i2  +  J;=l«0^   S=l80<'-(S  +  i?),  sint=^sin(i+ri)=^sini.cosrj 

+  €osi,  sin  fj.     Folglich 

««!*+  «niy*—  sini^  =  sin^^  +  sinri*  —  {sini.cosri  +  cos^.sintjy 
:=:2sin^.sin^[sin^,sinri-'Cos^,co8rj]  =  —  2^mS.«niy.coÄ(|  +  i2) 
=  — sing. sinij. coä(1  80®  — 0  =  2  5mg.  siniy.smf.co/^  f. 

Aehnlich  verändern  sich  die  beiden  anderen  Ausdrücke,   welche  in  2) 
die  rechten  Oleichungsseiten  bilden,  und  es  entstehen  neue  Gleichungen: 

Ä*«n|«fiiysinf         ^^     Irsmismi/isml^         ^' 

•        k^  sinlsrnr^stn^ 

Daraus  folgt  aber  der  Zusammenhang: 

x:y:z=  j/cotg^:  ]/cotgri :  ]/cotg f. 

M.  Cantor*^ 
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Vn.  Vier  Aufgaben  über  drei-  und  vierpunktige  Berührung 
von  Kegelschnitten. 

Aufgabe  L  Gegeben  seien  zwei  Punkte  Ai,  A^^  ein  Kegel- 
schnitt K^  und  auf  ihm  ein  Punkt  S.  Gesucht  werden  die 
Kegelschnitte,  welche  durch  A^A^S  gehen  und  K^  osculiren. 

Ehe  wir  diese  Aufgabe  lösen,  schicken  wir  eine  andere  voraus.  Wir 
ziehen  durch  S  eine  beliebige  Gerade  5j,  welche  K^  ein  zweites  Mal  in 
einem  Punkte  ii  treffe ,  und  fragen  nach  den  Kegelschnitten,  welche 
durch  AAiA^S  gehen  und  K^  berühren. 

Da  bemerken  wir,  dass  jeder  Kegelschnitt  JT»*,  welcher  durch  AAiÄ^S 
geht,  mit  K^  zwei  weitere  Punkte  Xj ,  X^  gemein  hat.  Zu  ihrer  Construc- 
tion  benutzen  wir  die  Involution  J^,  welche  die  Gerade  A^A^  —  sagen  wir^  — 
aus  K*  und  KJ^  schneidet.  A^  A^  ist  ein  Paar  dieser  Involution.  Ein  zweites 
sind  die  Schnittpunkte  J?^,  E^  von  g  mit  K*.  Diese  Paare  bestimmen  die 
Involution  J^.  In  ihr  zeichnen  wir  zu  dem  Schnittpunkte  P|  von  g  mit  5, 
den  entsprechenden  Punkt  P^,  Durch  /*,  geht  die  YerbinduDgslinie  der 
Punkte  X|,  X^.  Nun  schneidet  g  alle  Kegelschnitte  Kx*  und  den  Kegel- 
schnitt K^  in  den  Paaren  A^A^^  -^i-^s  derselben  Involution  Jg.  Also  gehen 
die  Verbindungslinien  der  Punktepaare  X^X^  durch  denselben  Punkt  P^. 
Daraus  folgt,  dass  diese  Punktepaare  eine  Involution  Jk  bilden ,  deren  Pol  P^  ist 

F&llt  X^  mit  X^  zusammen,  so  berührt  in  diesem  Punkte  ein  Kegel- 
schnitt K^c*  den  Kegelschnitt  K*,  Dies  wird  zweimal  geschehen  in  den 
Doppelpunkten  jB|,,  C,,  der  Involution  J^.  Es  sind  dies  die  Schnittpunkte 
der  Polare  p^  von  P,  in  Bezug  auf  K^  mit  K^.  Somit  giebt  es  zwei 
Kegelschnitte,   welche   durch  AAiA^S  gehen  und  K^  berühren. 

Jetzt  wenden  wir  uns  wieder  zu  der  Aufgabe  I. 

Wir  drehen  ^^  um  S.  Dann  bewegt  sich  A  auf  K*,  P^  und  dement- 
sprechend P^  auf  g.  P2  als  Polare  der  Punkte  P^  von  g  dreht  sich  um  den 
Pol  0-  von  g  in  Bezug  auf  K^,  Es  wird  somit  jedem  Punkte  A  ein  Punkte- 
paar jB|2  ^12  angeordnet.  Fällt  A  mit  einem  der  ihm  entsprechenden  Punkte 
-^is'  ^la  zusammen,  so  hat  in  ihm  ein  Kegelschnitt  Kx*  mit  K^  drei  Punkte 
gemein ,  d.  h.  er  osculirt  K*,  Wir  suchen  diese  zusammenfallenden  Punkte. 
Da  sehen  wir,  dass  jeder  Lage  von  5^  eine  Lage  von  p^  eindeutig  zugeordnet 
ist.  Folglich  muss  das  Büschel  der  s^  zu  dem  der  p^  projectiviscb  sein. 
Die  entsprechenden  Strahlen  von  zwei  solchen  Büscheln  schneiden  sich  be- 
kanntlich in  Punkten  eines  Kegelschnittes  JT«'.  Dieser  geht  durch  S,  Folglich 
hat  er  mit  K*  noch  drei  Punkte  0,  F,  W  gemeinsam.  Jeder  derselben  hat 
die  Eigenschaft,  dass  in  ihm  eine  Lage  von  A  mit  einem  der  zugeordneten 
Punkte  ^12  >  ^12  zusammenföllt.  Also  ist  er  der  Osculationspunkt  von  einem 
der  gesuchten  Kegelschnitte.  Somit  giebt  es  drei  Kegelschnitte, 
welche  durch  j9^j^^S  gehen  und  K^  osculiren. 
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Wir  flQgen  einige  Bemerkungen  zur  Constructiou  von  K^  bei. 
Kf  geht  dnrch  G,  Zwei  weitere  Punkte  von  K^  erhalten  wir,  indem  wir 
die  Doppelpunkte  F^^,  G,2  der  Involution  Jg  zeichnen.  Sie  werden  durch 
i^,,  jE^  harmonisch  getrennt  Mithin  sind  P,,,  G^^  auch  ein  Paar  der  In- 
volution harmonischer  Pole  J^  auf  g  in  Bezug  auf  £^'.  Danvus  folgt,  dass 
die  Gerade,  welche  8  mit  einem  dieser  Doppelpunkte  verbindet,  von  der 
Geraden  durch  G  und  den  andern  Doppelpunkt  in  einem  Punkte  von  K^ 
geschnitten  wird.  Bringen  wir  SEy^  mit  GE^  und  8E^  mit  GE^  zum 
Schnitte,  so  gelangen  wir  zu  zwei  weiteren  Punkten  von  K^.  Schneide  die 
Gerade  GS  aus  g  den  Punkt  H  und  entspreche  ihm  in  der  Involution  Jp 
der  Punkt  H^ ,  so  geht  die  Tangente  U  in  8  an  K^  durch  denjenigen  Punkt 
^i,  welcher  in  der  Involution  Jg  dem  Punkte  H^  correspondirt.  Bemerken 
wir,  dass  H^  auf  der  Tangente  tk  liegt,  welche  in  8  den  Kegelschnitt  K* 
bertthrt,  so  folgt  aus  der  Construction  von  ^«,  dass  t,  und  tk  durch  die 
Geraden  harmonisch  getrennt  werden,  welche  ^S'  mit  F^^G^^  verbinden. 

Construiren  wir  zu  H  den  entsprechenden  Punkt  in  der  Involution  Jg  ' 

und  zu  ihm  den  entsprechenden  in  der  Involution  /p,   so  geht  durch  letz- 
teren die  Tangeute  in  6S^  an  K^. 

Zeichnen  wir  das  gemeinsame  Paar  der  Involutionen  Jp  und  J^,  so  liegt 
dieses  auf  JT,*. 

Wir  knüpfen  an  die  Lösung  der  Aufgabe  I  einige  Schlüsse. 

a)  Sei  0  die  Gerade,  welche  einen  der  gefundenen  Osculationspunkte 
—  etwa  0  —  mit  8  verbindet,  und  sei  U  die  Tangente  in  0  an  K^,  so 
schneiden  o  und  to  die  Linie  g  in  einem  Paare  der  Involution  /,.  Polg- 
lich werden  o  und  to  durch  die  Geraden  harmonisch  getrennt,  welche  0  mit 
den  Doppelpunkten  F^^^  G^^  der  Involution  J^  verbinden. 

Lassen  wir  jetzt  8  den  Kegelschnitt  K^  durchlaufen,  so  erhalten  wir 
sämmtliche  Kegelschnitte,  welche  durch  Ji^J^  gehen  und  K^  osculiren.  Wir 
construiren  dieselben  unter  Benutzung  der  nämlichen  Involution  Jg  und 
können  daher  fttr  die  Tangente  und  die  gemeinsame  Sehne  im  Osculations- 
punkte eines  jeden  dieser  Kegelschnitte  denselben  Schluss  ziehen,  wie  oben 
für  0  und  to»     Wir  sagen  daher: 

Construiren  wir  die  Kegelschnitte,  welche  dnrch  zwei 
feste  Punkte  ^j,  ^^  gehen  und  einen  gegebenen  Kegelschnitt 
Z' osculiren,  so  wird  die  Tangente  im  Osculationspunkte  jedes 
solchen  Kegelschnittes  von  der  gemeinsamen  Sehne  durch 
zwei  Gerade  harmonisch  getrennt,  welche  durch  zwei  feste 
Punkte  gehen.  Diese  sind  Doppelpunkte  einer  Involution,  für 
welche  A^A^  und  die  Schnittpunkte  der  Geraden  A^A^  mit  Jff* 
Paare  sind.     •  (Siehe  die  Anmerkung  auf  S.  122.) 

l)  Die  Construction  des  Kegelschnittes  iT,*  ist  nur  von  S,  K^  und  der 
Involution  Jg  abhängig.  Setzen  wir  daher  an  Stelle  von  A^A^  irgend  ein 
Ponktepaar  der  Involution  Jgy  so  gehen  auch  durch  dieses  und  8  drei  Kegel- 
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schnitte,  welche  K^  resp.  in  0,  F,  W  osculiren.  Wir  erbalten  daher  drei- 
mal unendlich  viele  Kegelschnitte,  welche  durchzugehen,  K^  osculiren  und 
von  g  in  Punkten  derselben  Involution  geschnitten  werden.  Betrachten  wir 
unter  diesen  Kegelschnitten  nur  diejenigen  Kq-^  welche  durch  jS^  gehen  und  f 
in  0  osculiren ,  und  schneiden  wir  dieselben  mit  einer  beliebigen  Geraden  g, 
so  wird  auf  dieser  durch  die  Schnittpunkte  mit  K^  und  mit  o  und  to  eine 
Involution  Jg  bestimmt. 

Indem  wir  diese  zur  Construction  der  Kegelschnitte  benutzen,  welche 
durch  S  gehen  und  K^  in  V  und  W  osculiren,  bemerken  wir,  dass  auch 
diese  Kegelschnitte  von  g  in  Paaren  der  Involution  Jg  geschnitten  werden. 
Wir  schliessen  daher: 

Alle  Kegelschnitte,  welche  einen  Kegelschnitt  £^  in  einem 
Punkte  0  osculiren  und  durch  einen  Punkt  S  von  K^  gehen, 
werden  von  einer  beliebigen  Geraden  in  Paaren  einer  Involu- 
tion geschnitten  und  bilden  also  ein  Büschel.**  Durch  die 
Paare  derselben  Involution  gehen  zwei  weitere  .Büschel  von 
Kegelschnitten,  welche  8  enthalten  und  K^  osculiren. 

Unter  den  Kegelschnitten  K^  berühren  zwei  in  den  Doppelpunkten  der 
Involution  Jg  die  Gerade  g.  Sollen  wir  umgekehrt  die  Kegelschnitte 
zeichnen,  welche  K^  in  0  osculiren,  durch  S  gehen  und  eine 
Gerade  berühren,  eo  zeichnen  wir  die  Involution  Jg  und  ihre  Doppel- 
punkte.    Sie  sind  die  Berührungspunkte  der  gesuchten  Kegelschnitte. 

c)  Wir  nehmen  an,  dass  K^  ein  Kreis  sei,  und  untersuchen  die  Invo- 
lution Jg^^  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  g^  aus  dem  Büschel  der  Kegel- 
schnitte Kq^  schneidet  Ein  Paar  dieser  Involution  sind  die  imaginären 
Kreispunkte.  Ein  zweites  Paar  sind  die  unendlich  fernen  Punkte  von  o 
und  to.  Folglich  gehen  die  Halbirungslinien  des  Winkels  toO  nach  den 
Doppelpunkten  der  Involution  Jg^,  Also  halbiren  diese  Linien  auch  die 
Winkel  aller  Geradenpaare  durch  0,  welche  Paare  der  Involution  Jg^  pro- 
jiciren.  Nun  geben  uns  diese  Geradenpaare  die  Asymptotenrichtungen  und 
ihre  Halbirungslinien  die  Axenrichtungen  von  Kq*  an.    Wir  schliessen  daher: 

Alle  Kegelschnitte,  welche  ei-nen  Kreis  in  einem  Punkte  0 
osculiren  und  durch  einen  Punkt  ;S^  des  Kreises' gehen,  haben 
dieselben  Axenrichtungen.  Sie  sind  die  Richtungen  der  Hal- 
birungslinien der  Winkel,  welche  die  Tangente  in  0  an  den 
Kreis  mit  der  Linie  OS  bildet. 

d)  Unter  den  Kegelschnitten  Kq^  sind  stets  zwei  Parabeln.  Ihre  Axen- 
richtungen sind  die  Doppelpunkte  der  Involution  Jg^,     Die  Strahlen  aus  dem 

*  Von  hier  ans  lässt  sich  mit  Hilfe  einer  Beciprocität  {Ft^GitK^—l)  (vergl. 
meine  Abhandlung:  Ueber  eine  Reeiprocität:  Schlömilch,  Bd.  XXXI  S.  U6-lö6 
Nr.  7)  zeigen,  dass  die  Enveloppe  der  gemeinsamen  Sehnen  von  der  4.  Clause  iBt. 

***  Osculationspunkt  und  S  sind  also,  wie  vorauszusehen  war,  den  vier  Grund- 
punkten  eines  Büschels  von  Kegelschnitten  äquivalent. 
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Mittelpunkte  M  von  K^  nach  diesen  Doppelpunkten  sind  das  gemeinsame 
Paar  von  zwei  Involutionen.  Die  eine  von  diesen  ist  die  Durchmesserinvo- 
lütion  von  K^.  Die  andere  hat  die  Parallelen  durch  If  zu  o  und  4  zu 
Doppelstrahlen. 

e)  Ist  g  eine  Tangente  von  Ä'*  und  G  ihr  Berührungspunkt,  so  ent- 
spricht sie  in  der  Projectivität  der  Büschel  um  8  und  Q  der  Geraden  GS. 
Folglich  berührt  der  Kegelschnitt  K,^  den  Kegelschnitt  K^  in  G.  Daraus 
ergiebt  sich,  dass  zwei  der  Kegelschnitte,  welche  durch  Ä^^ -^2  gehen  und 
K^  osculiren,  in  Gerade  zerfallen.     Wir  sagen  daher: 

Durch  zwei  Punkte,  welche  auf  einer  Tangente  eines  ge- 
gebenen Kegelschnittes  K^  liegen,  geht  ein  Kegelschnitt,  der 
f  osculirt  und  einen  gegebenen  Punkt  von  K^  enthält 

f)  Die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  eines  Büschels  liegen  bekanntlich 
auf  einem  Kegelschnitt,  der  durch  die  Mitten  der  Seiten  des  Grundpunkt- 
vierecks geht.  Wenden  wir  dies  auf  das  Büschel  der  Kegelschnitte  K^  an, 
so  folgt,  dass  ihre  Mittelpunkte  auf  einem  Kegelschnitt  K,^  liegen,  der  K^ 
in  0  berührt.  Die  unendlich  fernen  Punkte  von  Kn?  sind  die  Doppel- 
punkte von  Jg, 

Ist  K^  ein  Kreis,  so  ist  JäT^*  eine  gleichseitige  Hyperbel ,  deren  Asym- 
ptoten zu  den  Halbirungslinien  des  Winkels  toO  parallel  sind. 

Aufgäbe  IL  Gegeben  seien  zwei  Punkte  ^^,  Jl^  und  ein 
Kegelschnitt  K*.  Gesucht  werden  die  Kegelschnitte,  welche 
durch  ^,,  ^2  gehen  und  K^  vierpunktig  berühren. 

Wir  knüpfen  diese  Aufgabe  an  die  Aufgabe  I  an.  Fällt  dort  S  mit 
einem  er  drei  Punkte  0,  V,  W —  etwa  mit  0  —  zusammen,  so  hat  in 
diesem  Punkte  ein  Kegelschnitt  durch  .^,  A^  mit  K*  vier  Punkte  gemeinsam. 
Dies  wird  eintreten,  wenn  die  Tangente  to  in  0  mit  der  Geraden  SO  zu- 
sammenfällt. Dann  muss  der  Schnittpunkt  dieser  Tangente  mit  g  ein  Doppel- 
punkt der  Involution  J^  sein.     Wir  schliessen  daher: 

Es  giebt  vier  Kegelschnitte,  welche  durch  zwei  gegebene 
Punkte  .^1,  ^2  geben  und  einen  gegebenen  Kegelschnitt  E^  vier 
pnnktig  berühren.  Zur  Construction  der  Berührungspunkte 
zeichnen  wir  die  Doppelpunkte  der  Involution,  für  welche  ^1^2 
ein  Paar  und  die  Schnittpunkte  der  Geraden  A^A^  mit  A"'  ein 
zweites  Paar  sind.  Die  Polaren  dieser  Doppelpunkte  in  Bezug 
auf  f  schneiden  aus  f  die  Berührungspunkte  der  gesuchten 
Kegelschnitte. 

Aufgabe  III.  Gegeben  sei  ein  Kegelschnitt  f  und  auf  ihm 
ein  Punkt  8.  Gesucht  werden  die  Kreise  durch  5,  welche  K^ 
osculiren. 

Diese  Aufgabe  ist  ein  specieller  Fall  von  I ,  bei  dem  an  Stelle  von  Jy^ ,  A^ 
die  imaginären  Kreispunkte  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  g^   treten. 
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Dann  sind  £^,  E^  die  Schnittpunkte  von  g^^  mit  ä*.  Sie  bestimmen  mit 
den  imaginären  Kreispunkten  eine  Involution  J^^,  deren  Doppelpunkte  die 
Azeiyrichtungen  von  E^  sind. 

An  Stelle  des  Punktes  G  von  I  tritt  in  unserem  Falle  der  Mittelpunkt 
des  Kegelschnittes  A''.  Indem  wir  diese  Specialisirungen  berücksichtigen, 
können  wir  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  dahin  aussprechen: 

Es  giebt  drei  Kreise,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt 
S  eines  Kegelschnittes  ^*  gehen  und  diesen  osculiren.  Die 
Osculationspunkte  liegen  auf  einem  Kegelschnitte  K,*,  der 
durch  8y  durch  den  Mittelpunkt  von  K*  und  durch  die  Fuss- 
punkte  der  Perpendikel  geht,  welche  aus  6^  auf  die  Axen  von  i"' 
gefällt  werden  können. 

Die  Tangente  in  8  an  Kg*  liegt  zur  Tangente  in  8  an  K^  in  Bezug  auf 
die  Axenrichtungen  von  K*  orthogonal  symmetrisch.  Die  Linie,  welche  8 
mit  dem  Mittelpunkte  von  IC*  verbindet,  ist  ein  Durchmesser  von  Ka*,  Die 
Axen  von  A',^  sind  den  Axen  von  Ä'*  parallel.  Die  Asymptoten  von  A',* 
sind  dem  gemeinsamen  Paare  von  zwei  Involutionen  parallel,  deren  eine  die 
Durchmesserinvolution  von  A'^  ist.  Die  andere  Involution  hat  die  Axen 
von  AT*  zu  Doppelstrahlen. 

Wir  erhalten  einen  Punkt  von  Ä',*  auf  einem  Durchmesser  p^  von  AT*, 
indem  wir  zu  p^  die  conjugirte  Richtung  zeichnen.  Dann  ziehen  wir  durch 
8  eine  Gerade  5|,  welche  zu  dieser  Richtung  in  Bezug  auf  die  Axenrich- 
tungen von  K^  orthogonal  symmetrisch  ist.  s^  schneidet  p^  in  einem  Punkte 
von  E,*. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  Asymptoten  von  AT«'  stets  reell  sind 
wenn  A'  eine  Ellipse  ist.  Dagegen  wird  A'«^  eine  Ellipse,  wenn  A'  eine 
Hyperbel  ist. 

In  dem  Falle,  in  welchem  E*  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  geht  A'«' 
durch  die  imaginären  Kreispunkte  und  ist  folglich  ein  Kreis.  Wir  schliessen 
daher: 

Construiren  wir  einen  Kreis  A"«^,  welcher  den  Mittelpunkt 
und  einen  gegebenen  Punkt  8  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
zu  Enden  eines  Durchmessers  hat,  so  schneidet  Ug^  die  Hyper- 
bel in  drei  weiteren  Punkten,  deren  Osculationskreise  durch 
8  gehen. 

Sei  A'^  eine  Parabel,  so  ist  g^,,  eine  Tangente  von  AT^  Dann  folgt  als 
Specialisirung  von  le): 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  8  einer  Parabel  A"^  können 
wir  einen  Kreis  legen,  welcher  die  Parabel  osculirt. 

Sein  Osculationspunkt  ist  Schnittpunkt  von  A"'  mit  einer  zweiten  Pa- 
rabel Kg^j  welche  durch  8  geht  und  dieselbe  Axenrichtung  wie  A"^  hat  Die 
Tangente   in  8  an   A^,^  liegt  zur  Tangente  in  jS^  an   A'^  orthogonal  sym- 
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metrisch  in  Bezug  auf  die  Axenrichtung  von  K^,  K^  geht  durch  den  Fuss- 
pankt  des  Perpendikels  aus  S  auf  die  Axe  von  K^, 

Specialisiren  wir  die  weiteren  Schlüsse,  welche  wir  an  Aufgabe  I  an- 
knüpfen, für  unsem  Fall,  so  ergiebt  sich: 

a)  Die  Tangente  im  Osculationspnnkte  eines  Kegelschnit- 
tes mit  einem  Kreise  liegt  zu  der  gemeinsamen  Sehne  in  Be- 
zug auf  die  Axenrichtungen  des  Kegelschnittes  orthogonal 
symmetrisch. 

l)  Sind  0  und  S^  Osculationspunkt  und  gemeinsamer  Punkt 
zwischen  einem  Kegelschnitt  AT'  und  dem  Osculationskreise 
in  0,  so  geht  durch  S  ein  Büschel  B^  von  Kegelschnitten, 
welche  K^  inOosculiren  und  deren  Axen  parallel  zu  den  Axen 
von  A'*  sind.  Zwei  Kegelschnitte  dieses  Büschels  sind  Para- 
beln, deren  unendlich  ferne  Punkte  resp.  auf  der  einen  und 
andern  Axe  von  K^  liegen. 

c)  Die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  des  Büschels  J?o  be- 
finden sich  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  iCmS  deren  Asjm* 
ptotenrichtungen  mit  den  Axenrichtungen  von  f^  zusammen- 
fallen. Diese  Hyperbel  berührt  K^  in  0  und  geht  durch  den 
Mittelpunkt  von  Ä'*. 

Ist  K^  eine  Parabel,  so  ist  ihre  Axe  eine . As jmptote  von  K^a^ 

d)  Die  Hyperbel  F^^  ist  bestimmt,  wenn  wir  Af'  und  0  kennen. 
Schneiden  wir  Ä^*  mit  der  Normalen  in  0  zur  Tangente  an  X^,  so  ist  der 
Schnittpunkt  Mittelpunkt  des  Osculationskreises.     Wir  schliessen  daher: 

Der  Mittelpunkt  des  Osculationskreises  in  einem  Punkte  0 
an  einen  Kegelschnitt  IC^  liegt  auf  einer  gleichseitigen  Hyper- 
bel, welche  K^  in  0  berührt,  durch  den  Mittelpunkt  von  A* 
gebt  und  die  Axenrichtungen  von  R^  zu  Asymptotenrichtun- 
gen hat* 

Aufgabe  IV.  Gegeben  sei  ein  Kegelschnitt  A'^.  Gesucht 
werden  die  Kreise,  welche  Af'  vierpunktig  berühren. 

Diese  Aufgabe  ist  eine  Specialisirung  von  Aufgabe  II.  Wir  schliessen 
daher: 

Es  giebt  vier  Kreise,  welche  einen  Kegelschnitt  K*  vier- 
punktig berühren.  Die  Berührungspunkte  liegen  in  den  Schnitt- 
punkten der  Axen  mit  A'^ 

Ist  AT^  eine  Parabel,  so  giebt  es  einen  Kreis,  der  die  Pa- 
rabel —  im  Scheitel  --   vierpunktig  berührt. 


*  Mit  Hilfe  des  Paecarschen  Satzes  leiten  wir  leicht  aus  diesem  Satze  sechs 
bekannte  Constructionen  des  KrümmungskreiBmittelpunktes  ab,  wenn  die  Axen 
des  Kegelschnittes  gegeben  sind. 

Dr.  Christian  Beyel. 
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VIII.  Heber  gewisse  Determinanten. 

Bei  einer  Untersuchung  über  die  in  der  Meteorologie  vielfach  verwen- 
dete BesseTsche  Formel,  worüber  ich  an  anderer  Stelle  eingehend  berichten 
werde,  wurde  es  mir  wichtig,  die  beiden  folgenden  Determinanten: 

1)  0-2»=   1,  cosxk^  sinxkj  cos2xk,  sin2xki  ...,  cos(v'l)xki  sin(v-l)xky  cos%^k 


2)  S2t=    1,  cosxk^  sinxky  cos2xk^  sin2xky  ...,  cos(vA)Xk,  sin{v'l)xki  sinvn 

Ä=l,2,  ...,  (2v) 

in  einem  geschlossenen  Ausdruck  zu  haben.  Da  in  der  mir  zu  Gebote  stehen- 
den Literatur  nichts  über  diese  interessanten  Determinanten  zu  finden  war, 
gebe  ich  im  Folgenden  eine  Ableitung  des  Werthes  derselben,  die  in  ana- 
loger Weise  bei  verwandten  Determinanten  ebenfalls  zum  Ziele  führen  dürfte. 
Ich  führe  zunächst  einige  abkürzende  Bezeichnungen  ein. 
Es  sei       •      ^^3,^,  ,^,^ 

d.  h.  /'i, 2,  ...,(>»)  ist  das  Product  der  Sinus  aller  halben  Differenzen  zwischen 
je  zweien  der  Winkel  Xm  >  wenn  als  Minuend  dabei  immer  der  Winkel  mit 
dem  höheren  Index  verwendet  wird.  Dies  Product  erinnert  auffallend  an 
die  bekannte  Differenzendeterminante.  Wenn  in  1)  oder  2)  von  der  **•■ 
Zeile  die  h*^  subtrahirt  wird,  so  erhält,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
jeder  Theilsatz  der  k^^^  Zeile  in  der  transformirten  Determinante  den  Factor 

sin — s — »  ^^^  ™Än  schliesst  daraus,   dass  Ci»  wie  Ä2»  durch  A^i,?, ...,<if) 

Xk 

theilbar  sein  muss.      Nun  ist   €29  wie  82^  bezüglich  des  Winkels  -^   vom 

Bange   2i»,    während    A'i, 2,^,(2»)  ^ari»   vom  Bange   2v  — l   ist,    da   -^  in 

2v  — 1  Factoren  vorkommt.  Es  können  sich  daher  (7?»  und  S^p  von  A, 2, ...,(?») 
nur    durch   einen   numerischen   Factor  und   einen   weiteren,    bezüglich  der 

Xt 

Winkel  symmetrischen  Factor,  der  vom  Bange  1  hinsichtlich  -^  sein  muss, 

unterscheiden.     Die  directe  Aufsuchung  dieser  beiden  Factoren  ist  mir  in- 
dessen nicht  gelungen ;  ich  verfuhr  deshalb  in  folgender  Weise. 
Es  sei  ^^2. 

4)  ^  Xk=^G 

und  ^' 


5)         «"*  =  aA., 

wo  i  =  y—  1  ist. 
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6)   Ci»-+:»<S^2»=    1,  cosxicy  sinxk,  cos2xk^  sinixk^-^.,  cos{v-l)Xk,  sin{v~l)xky  a\ 

/c=l,2,  ...,  (2.). 
Es  werden  nun  in  6)  die  mit  i  multiplicirte  dritte,  fünfte,  ...,  (2v  — 1)*« 
Colonne  entsprechend  zur  zweiten,  vierten,  ...,  ^2v  — 2)**"  addirt;  dadurch 
erscheinen  in  letzteren  die  Werthe  a*,  ak\  ...,  0**""^  In  der  so  trans- 
formirten  Determinante  multiplicire  man  die  dritte,  fünfte,  ...,  (2v  — 1)'" 
Colonne  mit  —  2i,  wodurch  der  Factor  (—2«)"—*  eingeführt  wird,  und 
addire  dazu  entsprechend  die  zweite,  vierte,  ...,  (2v— 2)*«  Colonne;  in 
jenen  Golonnen  erscheint  dann  a*"',  a^-^  ...,  0^^-"+'.     Man  erhält  also 


7)  ^»  +  »^2v  =  p^^ 


1,  aky  a/fc-\  Uk^,  ar'^. 


-'■^^  al 


Multiplicirt   man   hier  je   die  A;^*  Zeile  mit  a^***  und  berücksichtigt,   dass 
zufolge  5)  und  4) 


)t  =  2» 


8) 

ist,  so  entsteht 
9) 

Chv  +  iSt, 

1 
'"(-2»>-»e'«t'-'> 

a*»-',  a/,  ak*-\  a/+«,  o*'-»,  .. 

,  a^'»-^  ak\  a*'»"' 

Eine  sehr  einfache  Ueberlegnng  ergiebt,  dass  die  Permutation 


'-1, 


.-2,    v  +  1,    v~3,    ...,   2v-2,    0,    2v-l 


der  Elementenreihe  0,  1,  ...,  (2v  — 1)  eine  gerade  Anzahl  von  Inversionen, 
nSmlich  v(v-'l),  besitzt.     Man  kann  deshalb  sofort  schreiben 


10)    C2v  +  iS-iv  =  jzi2i)^^^W^ 


-I) 


1,  üky  a*«,  a*^ 


dk 


iv-\ 


Die  hier  auftretende  Determinante  ist  bekanntlich  das  Product  aller  Diffe- 
renzen zwischen  je  zwei  der  Grössen  a^,  ag,  .. .,  a2v,  wenn  immer  die  Grösse 
mit  höherem  Judex  als  Minuend  genommen  wird,  d.  h. 

Aus  5)  ergiebt  sich  nun  sehr  leicht 


12) 


o.     .     Xk  —  Xi^       s(Xfc4-'*> 


Beim  Einsetzen  dieses  Werthes  in  11)  ist  3)  zu  berücksichtigen,   und 
die  Multip]ication   bezüglich   der  Potenzausdrttcke  geht   in  eine  Summation 
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bezüglich  der  Exponenten  über;  jeder  einzelne  Werth  Xu  kommt  dabei 
2i/  — 1-mal  vor.  Hierdurch  entsteht,  da^ in  11 J  genau  v(2v  — 1)  Factoren 
vorhanden  sind,  w(2»-i) 

Id)  CtP  +  tSiv- (_2t)'-'e'<'(»-') 

oder 

15)  =(-l)-'.2?'*-»«'+t.P,,, (,„.(_«„^  +  ,-.o«|). 

also  endlich 

16)  (^,  =  (-1)»    .2J*'-J»+i.P,,.j....,„^5.«n|. 

17)  S,.  =  (- 1)»-»  .2»»'- »"+' .  i»,,».^.,,»,  .«n  J  • 

Diese  Ausdrücke  bestätigen  die  eingangs  ganz  aUgemein  abgeleiteten 
Ausdrücke  vollkommen.  Bei  der  von  mir  erwähnten  Verwendung  in  der 
Meteorologie  ist  namentlich  der  Quotient  der  beiden  untersuchten  Determi- 
nanten von  Wichtigkeit;  man  erhält  für  denselben  das  sehr  einfache  Resultat 

18)  Qiv'S2v=--tg^' 

Dorpat,  21.  November  1887.  K.  Weihrauch, 

Pxof.  d.  pbysikal.  Geogr. 
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Zur  Theorie  des  arithmeüsoli -geometrischen  Mittels. 

Von 

Cand.  math.  Theodor  Lohnstein 

In  B«rliD. 


Die  Theorie  des  durch  das  arithmetisch  •  geometrische  Mittel  definirten 
Algorithmus  wird  dem  historischen  Entwickelnngsgange  entsprechend  ge- 
wöhnlich nur  im  Zusammenhange  mit  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale 
betrachtet  und  aus  der  Transformation  der  elliptischen  Integrale  erster  Gat- 
tung (in  Legend re's  Form)  hergeleitet.  Man  kann  sich  aber  die  Aufgabe 
stellen,  die  Theorie  dieses  Algorithmus  independent  zu  begründen.  Dieses 
hat  zuerst  Gauss  gethan,  der  offenbar  die  ganze  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  auf  dem  Fundament  der  Theorie  des  arithmetisch -geometri- 
schen Mittels  auftubauen  beabsichtigte.  Indess  wurden,  da  Gauss  aus 
Grflnden,  Aber  welche  sein  Briefwechsel  Aufschlnss  giebt,*  seine  diesbezüg- 
lichen Untersuchungen  nie  yeröffentlichte ,  seine  dahin  gerichteten  Bemüh- 
ungen erst  mit  der  Publication  seines  diesen  Gegenstand  betreffenden  wis- 
senschaftlichen  Nachlasses  (1866)  in  den  „Werken^  bekannt.  Schon  vorher 
hatte  Borchardt**  eine  independente  Herleitung  der  Differentialgleichnng 
gegeben ,  welcher  das  arithmetisch -geometrische  Mittel  genügt  Das  Wesent- 
liche der  von  ihm  angewandten  Methode  besteht  darin,  dass  ein  gewisser 
Differentialausdruck  gebildet  wird,  Ton  welchem  gezeigt  wird,  dass  er  ver- 
möge der  durch  den  Algorithmus  vorgeschriebenen  Transformation  sich  nur 
mit  einem  Factor  multiplicirt ,  woraus  in  bekannter  Weise  sein  Verschwinden 
erschlossen  werden  kann.  Es  hat  diese  Herleitung  insofern  etwas  unbefrie- 
digendes, als  die  Aufstellung  gerade  jenes  Differentialausdruckes  ohne  die 
vorherige  Eenntniss  der  in  Rede  stehenden  Differentialgleichung  nicht  recht 
natnrgemäss  erscheint.  ' 

Gauss  giebt  zwei  Herleitungen  der  erwähnten  Differentialgleichung; 
die  eine***  ist  der  Borchardt'schen  analog,  indem  gezeigt  wird,  dass  die 
linke  Seite  der  Differentialgleichung  von  dem  Index  n  der  angewandten 
Transformation  unabhängig  ist;   die  zweite^  beruht  auf  der  Methode  der 


•  Brief  an  Grelle  vom  18.  Mai  1828;  vergl.  Werke  HI,  S.  496  unten. 
**  Borchardt'8  Journal,  Bd.  68. 
**•  Gauss*  Werke  HI,  S.  881. 
t  ibid.  S.  866  flg. 
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unbestimmten  Coefficienten ;  vermittelst  dieser  wird  zuerst  die  Potenzreihe 
für  den  reciproken  Werth  des  arithmetisch -geometrischen  Mittels  von  1-f  x 
und  1  —  o;  in  der  Umgebung  von  a;  =  0  gewonnen  und  alsdann  gezeigt,  dass 
diese  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt 
Diese  Methode  leidet  an  zwei  üebelständen ;  einmal  lässt  sich  auf  diese 
Weise  das  Gesetz  der  Bildung  der  Coefficienten  der  erwähnten  Reihe  nur 
sehr  mühsam  eruiren,  sodann  aber  soll  doch  erst  die  Differentialgleichung 
dazu  dienen,  durch  Beihenentwickelungen  etc.  Aufschluss  über  die  Natur 
der  durch  unsem  Algorithmus  definirten  Function  zu  geben  und  für  jeden 
Werth  des  Arguments  analytische  Ausdrücke  zu  liefern. 

Im  Folgenden  ist,  im  Anschluss  an  ein  drittes  Oauss'sches  Frag- 
ment*, eine  neue  Herleitung  der  obenerwähnten  Differentialgleichung  ge- 
geben, welche  dieselbe  durch  direote  Rechnung  ohne  vorherige  Eenntniss 
der  Reihe  ermittelt. 

Es  seien  x  und  y  zwei  beliebige  complexe  Zahlgrössen;  alsdann  bezeich- 
nen wir  mit  x   und  y   die  aus  ihnen  vermittelst  der  Gleichungen 

abgeleiteten   Grössen,    zunächst    unter  der   beschränkenden   Voraussetzung, 

f±^i  f+ii 

dass,  wenn  ic=^e*',  y  =  <jeV''ist,  ys=iyQae  *       oder   =  — j/^crc   • 

sei,    unter  j/qc   den  Zahlenwerth   dieser   Grösse  verstanden,  je   nachdem 

if^  — <p^n   ist     Bildet  man  unter  dieser  Einschränkung,   welche  offenbar 

zur  Folge  hat,  dass  x\  y    innerhalb  des  durch  den  Nullpunkt  und  die 

Punkte  X  und  y  in  der  Zahlenebene  gebildeten  Dreiecks  liegen,   aus  dem 

Grössenpaar   x'y    in    derselben   Weise   x'y\   wie   x'y    aus   xy  hergeleitet 

wurde,  so  lässt  sich  bekanntlich  sehr  leicht  zeigen ^  dass  man,  wenn  man, 

in  dieser  Weise  fortfahrend,  aus  a?f»)y<«')  immer  a;(»'+*)y^»+i'  ableitet,   sich 

sehr  schnell  einer  Grenze  nähert ,  indem  lim  (o^*)  —  y^'^^)  =  0  ist     Der  abso- 

|f=rflD 

lute  Werth  des  so  definirten  Grenzwerthes  ist  offenbar  zwischen  q  und  <s 
enthalten,    sein  Argument   zwischen  den  Grenzen  (p  und   t^  resp.  <p  und 

Durch  diesen  Algorithmus  wird  nun  eine  analytische  Function  von  x 

und  y  definirt,    welche  wesentlich  nur  von   dem  Verhältniss  —  abhängt 

Als  analytische  Function  von  x  und  y  betrachtet,  ist  sie  offenbar  unendlich 
vieldeutig,  und  zwar  ersieht  man  leicht,  in  welcher  Weise  die  unendlich 
vielen  Werthe  für  ein  bestimmtes  (x^y)  entspringen.  Man  braucht  nämlich 
den  auftretenden  Wurzelgrössen  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Index  m  ihre 
volle  Allgemeinheit  zu  lassen  und  erst  aus  {x^'"^  y^'"^)  in  der  oben  beschrie- 
benen Weise   die  folgenden  Grössenpaare  abzuleiten,   um  sich  immer  noch 


ibid.  8.  372  flg. 
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einem   bestimmten  Grenzwerthe  zu  nShem,   welcher  natürlich  wieder  einen 
Werth  der  Function  für  {x^y)  darstellt. 

Wir  lassen  jetzt  die  Rechnung  folgen,  die  sich  zunächst  ganz  an  Gauss 
anschliesst 

Wir  setzen 

dx    .    dy        -         dx        dy 

X  y  X  y 


5 

dann  ist 

^     dx  +  dy  ,  ,fdx,dy\_^x(f+ff)  +  y(f-g),  ,,_,,  ^x-x  _ 
,     dx+dy      .(dxdy\        x—x' 
hiemach  erhftlt  man 

also 

da  nun  aus 

sich  ergiebt 

,,      «      x-x  x'-x'*       aj<»'-i)-.ic(») 

SO  folgt 
^„.      2dJf      dx     dy  .(dx     dy\(  ^  x-x   ,   ,  x  —  xx-x"  ,       \ 

oder 

wenn  das  arithmetisch -geometrische  Mittel  mit  üf  bezeichnet  wird  und 

gesetzt  wird.     Wir  führen  nun  neue  Grössen  ein  durch  die  Gleichungen 

Jlf  SSO/t?, 

x-x      ,     x-id'     ,  -e(»)_a^*+i) 

~ir^  '  IT""*''  ""     <»«•'+'>      *•"  ■•*' 

dann  sind  die  GrOssen  tp  durch  die  Relationen 
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miteinander  verbunden. 


Femer  wird  dv_2Ä-t 


■V, 


endlich  ^  =  ^^  +  ^«^  +  ^^<^  +  ... 

Hieraus  ersehen  wir,  dass  v  als  Function  von  t  die  beiden  Punkte 
^  =  +  ] ,  den  Punkt  ^  =  00  und  die  singulären  Punkte  von  A  als  singulare 
Punkte  besitzt.  Es  handelt  sich  daher  zuvörderst  um  die  Untersuchung 
von  A.  Zunächst  ist  offenbar  die  Reihe  fELr  A  convergent,  wenn  |^|  <  P 
und  |1  — /l— <«|  und  |l  +  )k^1— <»|  so  fixirt  werden,  dass  |l-j/l-f*| 
<|1  +  >^1  — ^1  ist;  wenn  femer  die  folgenden  ty  immer  unter  denselben 
Bedingungen  gebildet  werden.  —  Ist  nun  |^|  selbst  nicht  <1.  so  ist  doch 
einer  der  beiden  Werthe  von  t^  so  beschaffen,  dass  |^i|<l;  hieraus  kann 
man  entnehmen ,  dass  die  Reihe  für  A  unter  der  Bedingung  stets  bestimmte 
Werthe  liefert,  dass  man  von  einem  bestimmten  v  ab  die  ^+1,  ^«r+2>  • 
den  obigen  Festsetzungen  gemäss  bestimmt. 

Es  hat  femer  A  die  Eigenschaft,  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Ver- 
zweigungspunkten zu  besitzen ,  die  wir  sogleich  ermitteln  werden.  Denn  f, , 
als  Function  von  t  betrachtet,  hat  die  beiden  Verzweigungspnnkte  ±1; 
setzen  wir  also,  um  die  Verzweigungspunkte  von  t^  zu  erhalten,  ^^=  +  1 
und  ^j  =  —  1,  so  ergeben  sich  als  Verzweigungspunkte  von  ^2  erstens  wieder 
+  1,  sodann  <  =  qo.  Hiernach  hat  man,  um  demnächst  die  Verzweigongspunkte 
von  <3  zu  erhalten ,  ^1  =  +  1 ,  od  zu  setzen ;  man  kommt  so  erstens  wieder  auf 
^= +  1,  00,  sodann  auf  ^j=  oo,  ^  =  0.  Es  hat  t^  demnach,  als  Function  von 
^1  betrachtet,  ^1=3  +  1)  0,  oo  zu  Verzweigungspunkten;  dies  ergiebt  aus 
<j  =  +  1 ,  00  für  i  wieder  ^  =  +  1 ,  00,  0 ;  aus  ^^  =  0  erhält  man  aber  wieder 
<s=  +  l.  Wir  erkennen  hieraus,  dass  die  weitere  Fortsetzung  des  eben 
angewandten  Verfahrens  für  A  keine  neuen  Verzweigungspunkte  liefert.  Es 
hat  also  A  nur  die  singulären  Punkte  ^  =  +  1,0,  oo.  Dieselben  Ver- 
zweigungspunkte hat  daher  auch  v.  Erst  dies^  d.  h.  der  umstand,  dass  A 
und  V  nur  eine  endliche  Anzahl  von  singulären  Punkten  besitzen,  berech- 
tigt uns  überhaupt,  nach  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefßcienten 
für  diese  Grössen  zu  suchen. 

Wir  bilden  also  «, 


di 


*  Wir  bedienen  uns  der  Bezeichnung  |a|,    um  (nach  Herrn  WeierstrasB) 
den  abflolaten  Betrag  einer  compiexen  Qrösse  zu  bezeichnen. 
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Es  ist 


mi-U)_,,      t  (^    .^  dt,      Idt^  A.^  dt,\ 


Ferner  hat  man 

du        U-\     1  — ^* 


demnach 

t,   dt  t,  l-fi' 

Hiernach  ist 

+,v«»«,Qi(i-<»)+4(i-v)+^(i-<.«)) 

2-i-*-Mfit,'...t^-i*t^+tt^+2...t,0-tß*) 


f=Oß=t 

=  i-{l+fi)^2-*-U,t,...t, 

Kon  folgt  doroh  wiederholte  Anvendnng  der  Gleichung 

«.«(1 +  «,+,)»  =  4/,+, 

die  Gleichung 

«—1 

*i<,...<.  =  3^2-'-*'"<*<i*-  . <-.*<«+i. ••<.  +  ***<,<,.. <- 
+  ^J*t*...t,.t*  +  ^^fit*...t„\  foUs  n>l; 

<.  =  4<'<i +*'*  +  ♦«*«.*; 

hiernach  ist,  ÜEÜls  |ii<v  — 1, 

Wir  bringen  mit  Hilfe  dieser  Relationen  das  allgemeine  Glied  (in  Bezug 

auf  v)  der  Stimmen  in  eine  andere  Form ,  welche  in  dem  Ausdruck  ftlr  -rr 

dt 

nach  Absonderung  von  ^  —  \\t+-r)^  noch  übrig  blieben.     Sondern  wir 

die  Glieder  von  fA=l  bis  ^  =  v  —  2  von  den  übrigen  beiden  Summanden 
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ab,   so  erhalten  wir  für  das  aUgemeine  Glied  in  Bezng  auf  v  folgenden 
Ausdruck: 

Ersetzt  man  nun  auf  Orund  der  oben  abgeleiteten  Relationen  ^^4.1...^ 
in  der  ersten  der  vorstehenden  Summen  durch  den  oben  gefundenen  Aus- 
druck, so  erhält  man  zunächst  eine  Doppelsumme,  die  man  aber,  wenn  man, 
fi  +  Q  =  (i  setzend ,  darauf  die  Summationsbedingnngen  gehörig  berücksich- 
tigend, nach  f»  summirt,  sofort  auf  eine  einfache  nach  (i  von  /=2  bis 
(i^v^l  reduciren  kann.  Da  das  allgemeine  Glied  der  so  erhaltenen  Summe 
für  p'=l  gleich  0  wird,  so  kann  man  die  Summation  von  |i*'s=l  bis 
(A=v^l  erstrecken.  Ersetzt  man  endlich,  was  nur  eine  andere  Bezeich- 
nung ist,  fi' durch  ^u,  so  erhält  man: 
»—2 


»—2 


/u  =  l 

Ferner  ist 

2''^'-^^tH,K..t^^2^t^=^2'^-^*tH,^,..tv^2*U^i^tp  +  2'^'^^tH,\..U^^' 

+  2-*-^^fitr..U\ 

+  2'^-''fit,t^..,u'+2-^-^^fit,K..U^t^  +  2-^-^^fit,*...UK 

Vereinigt  man  unter  Berücksichtigung  der  eben  abgeleiteten  Gleich- 
ungen  die  im  allgemeinen  Gliede  auftretenden  Ausdrücke,   so  erhält  man: 
V— 2 

+  2-8-31' (2i^-i_2)(^2V-.-^„_,«  +  ^«^,«...fc») 

+  2-^'-^^{tH,^...U^,^  +  tH,^.,.t^^)^2-^-^^tH,K,,t^^x*t^ 
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Dieser  Ausdruck  ist  nun   von  v  &=  1    bis   v  =  oo  zu  summiren.     Thut 
man  dies,  so  erhttlt  man 

ir— 1  OD 

Es  ist  demnach  *~ 

Nnn  hatten  wir  oben  gefunden: 
dv  2A-t 
dt-  1-t*  *' 

^^^2(1-^^  +  4^1 

df*~  (1-^*  *' 

Ersetzen  wir  hierin  ^  dnrch  seinen  eben  ermittelten  Ansdruck ,  so  kommt: 


dt*      "'"    (1-^»)» 
femer  ist 

2Jv=^t.v  +  {l-^% 
at 

also,  wenn  wir  dies  in  die  vorstehende  Gleichung  einsetzen: 

d^ 1^        ZP-1  dv      2  (dvy 

dt*~      ]-t*^'^t(\-t')dt'^  v\dt)' 

Dies   ist  also  die  Differentialgleichung,   der  das  arithmetisch -geometrische 

Mittel  aus  1  +  t  und  1  —  ^  genflgt.     Setzen  wir 

1  .  ,   dv  i   dw      d'v      2  /d»V      1  <**« 

t;  =  -,  sowxrd   ^  =  -j^^,     _  =  _^^_j___, 

und  die  Differentialgleichung  geht  über  in 

d^w      l^St*  dw 1_         ^ 

dt^'^til-t^  dt      l-*8^"""- 
Macht  man  endlich  t  =  t^^  so  geht  aus  ihr  die  hjpergeometrische  Dif- 
ferentifügleichung 

d^io       1-2t  dio  1 

dz*'^T{l^T)    dt         4T(l-t)*^"'^ 

herror.     Mit  Berücksichtigung    des  ümstandes,    dass    ein   Wertb    unserer 
Function  für  ^  =  0  gleich  1  wird,  erhalten  wir  demnach 

woraus  wir  weiter  mit  Zuhilfenahme  der  Darstellung  der  hjpergeometrischen 
Reihe  durch  bestinmite  Integrale 
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2 


ableiten  können. 

s 


Setzt  man 


ir=r.^==^===.,    E=^fj/}^t*8in^q>dq>,    80    folgt 


endüch  ans  ^  =  ^^(1-^«)-^+^ 


Da  JE7  =  ^(— ^,  ^,  1,  <*)  ist,  so  kann  man  —  und  aach  1 — —  durch 
einen  Eettenbruch  ausdrücken.     Man  erhftlt  so 


i-(iy 

■,". 

- 

1- 

-(i)' 

/, 

1- 

(4)' 

3.4 

1- 

(1)» 

4.5 

1- 


Berlin,  Deoember  1887. 
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IX. 
Ueber  Minimalfläoben. 

Von 

J.  VlVANTI 

in  M«nta«. 


§  1.  Einleitnng. 

Als  Minimalflttchen  werden  gewöhnlich  diejenigen  Flächen  bezeichnet, 
deren  mittlere  Krümmung  überall  gleich  Null  ist  Die  Coordinaten  der 
Punkte  einer  Minimalflftche  wurden  von  Herrn  Weierstrass  unter  die 
zwei£Ehcbe  Form: 

*= ^yjl-«»)  F{u)  du  +  ^ßl-v*)F,  {V)  dv, 
!f  =  ^f(l+u*)F(u)du-^ßl+v^F,{v)dv, 
0=     J      V      F{u)du+  J       V      Ft{v)dv 


and 


2) 


-^r(u)+ur(u)-f(u)+^^r\{v)+vr,(v)-fdt>), 


#=«r(«>-r(«)+»A(f)-r,(») 

gesetzt,    wo  f{u),  f^iv)  beliebige  Functionen  der  complexen  Variabein  u 
bezw.  V  sind,  und 

F(f*)=r(u),  F,{v)^r\{v). 

Die  Flftche  ist  reell,  wenn  F  und  JP|  zu  einander  conjugirt  sind;  dann 
entsprechen  die  reellen  Punkte  der  Flftche  den  paarweise  coi^jugirten  Wer- 
then  Yon  u  und  v. 

Sind  die  Functionen  F,  JF|  durch  die  Belation: 

8)  p.(«)  =  _^^(_i). 

und  dementsprechend  die  Functionen  f,  f^  durch  die  Belation: 

4)  /i(«) «v(-i) 

Yerbunden,  so  ist  die  Minimalflttohe  eine  Doppelflftche. 
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Die  Theorie  der  Minimalfläohen  ist  zu  bekannt,  als  dass  es  nOthig 
wSre,  hier  auf  dieselbe  näher  einzugehen.  Eine  ausführliche  Zusammen- 
fassung aller  diese  Theorie  betreffenden  Untersuchungen  bildet  den  wichtig- 
sten Theil  des  soeben  erschienenen  I.  Bandes  der  j^Le^ons  sur  la  thöorie 
g6n6rale  des  surfiEkces"  von  H.  G.  Darboux  (Paris,  Oauthier -Villars,  1887). 
Durch  eine  Fussnote  dieses  ausgezeichneten  Werkes  (S.  364)  wurde  die  vor- 
liegende Arbeit  veranlasst. 

Herr  Henneberg*,  und  kurz  darauf  Herr  Schilling**,  untersuchten 
diejenige  Doppelfläche ,  welche  der  Function: 


.,.,.a(._i)(.+i)' 


entspricht.    Indem  H.  Darboux  (a.  a.  0.)  diese  Untersuchungen  erwähnt, 
weist  er  auf  die  durch  die  Function: 


.,.,=(i_.)-(i+./^ 


erzeugten  Doppelflächen  hin,  wo  ß,  wegen  der  Bedingung  3),  ungerade  sein 
muss.  Die  Bestimmung  einiger  allgemeinen  Eigenschaften  dieser  Flächen 
bildet  den  Inhalt  der  vorliegenden  Note.  Es  möge  aber  dazu  die  Berech- 
nung eines  Integrals  vorausgehen. 


§  2.  Bereohnnng  eines  Integrals. 

Betrachten  wir  das  Integral: 

wo  m  und  n  ganze ,  nicht  negative  und  nicht  zugleich  verschwindende  Zahlen 
bedeuten ,  und  bezeichnen  es  durch  das  Symbol  H{m,  n,  u)  oder  H{m,  n). 
Setzen  wir: 

also 

8       a  i  1      ^t*  äp  dg 

u  q  p 

80  folgt: 

H{m,  n) «  -  2"«+" /p"—>  g"  dg  =  -  2"+» /p~g»-idp  =  -  2*+»9(m, »), 

wo:  r  r 

<p(m, n)  =  g)(m,  n,  w)  ==y p-""g« ^2=^  p« g»-* äp 
gesetzt  wurde.     Durch  theilweise  Integration  ergiebt  sich: 


*  „Ueber  solche  Minimalfläohen,  welche  eine  vorgeschriebene  ebene  Car?e 
zur  geodätischen  Linie  haben"  (Zürich  1876).  —  ,,Ueber  diejenige  Minimalfläche, 
welche  die  Neil^sche  Parabel  zur  ebenen  geodätischen  Linie  hat"  (YierteljahTsschr. 
d.  natarf.  GeBellsch.  in  Zürich,  Bd.  XXI). 

**  „Die  Minimalflächen  fünfter  Classe''  (Güttingen,  1880). 
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66  iat  aber 

=  <p(m,n)  +  <jp(m-2,n), 
alBo: 

und  aUgemein: 

5)  9(m-2Ä,n)  =  -— l-j^t4"+'l»"-"-*-(«-2A-l)v(»»-2*-2«)|. 
Hieraus  folgt: 

6)  ,(m.n)  =  L  jp«o.___p«-3+_._A_^^ 

Man  erhfilt  analog: 

7)    9>(«,»)  =  ^p-+V-'^(l.  ^'  1-^'  S-^)  +  «>«s«. 

Ist  ffi=3  0  (oder  n  =  0),  so  geht  die  rechte  Seite  von  7)  [oder  von  6)] 
in  eine  geometrische  Beihe  über;  in  jedem  andern  Falle,  ausgenommen 
wenn  m  und  n  gleichzeitig  gerade  sind,  ist  wenigstens  eine  von  den  Reihen 

6)  und  7)  endlich.     Die  Function  ^(m^fi)  ist  also  jedenfalls  algebraisch, 
ausgenommen  etwa^  wenn  m  und  n  gleichzeitig  gerade  sind. 

Fassen  wir  jetzt  diesen  letzten  Fall  ins  Auge.  Die  Formel  5) ,  die  auch 
för  negative  Werthe  von  m  — 2ä  — 2  gilt,  wird  erst  dann  illusorisch,  wenn 
m  +  M-— 2A  verschwindet,  wenn  nSmlich  m-— 2A  =  — n;  folglich  wird 
9(111,  n);  fQr  gerade  m  und  n,  durch  rationale  Glieder  in  endlicher  Anzahl 
und  durch  ^{f^—fi)  ausgedrückt.     Setzt  man: 

80  ist: 

dp_  1  d|>      dg     A^^^^^ 

—  = >     —  =  ax^x  — » 

q        X  p        g  p 

oder  wegen  der  Relation  —  =  — : 

ü        P 

dp        dx 


1-*- 
Da  n  gerade  ist,   so  ist  -p— ^   eine  ganze  Function,    welche  durch 

Integration  eine  ebensolche  Function  ergiebt ;  dagegen  ist   /  -= ^  eine  loga- 
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8) 


rithmische  Function.     Folglich  ist  gp(iii,n)  im  betrachteten  FaJle  transcen- 
dent.    Wir  können  also  schliessen: 

9(m,  n)  [oder  H(m,n)]  ist  dann  und  nur  dann  algebraisch,  irenn 
wenigstens  eine  der  Zahlen  m,  n  ungerade  ist.* 

§  3.  Die  Oleidhungen  der  Fl&ohe. 

Die  reelle  Doppelfläcbe,  welche  der  Function: 

.„=(i_.)-(i+.)'- 

entspricht,  wird  durch  die  Gleichungen**: 

«=4  {H(«  +  l,  ß,  u)+H{a  +  l,  ß,  v)\ 
=  -2-+/»{v(«  +  l, /J,  «)  +  V(«  +  1, /S,  t>)}, 

y=j\H{a,ß  +  l,H)-n{«,ß  +  l,v)\ 

=  -2-+/»IJ9)(«,  |S  +  1,  «)- v(«.  ß  +  l,  v)\, 
e==  H{a,  ß,u)  +  H{«,  ß,v)=-2'+P\q>{a,  ß,  u)  +  q>{a,  ß.  v)\ 
gegeben,  die  durch  Anwendung  der  Bezeichnungen  (wo  (7,,  C,  Constan- 
ten sind): 

die  folgende  Form  annehmen: 

*  Man  kann  hieraus  als  CoroUar  einen  arithmetiBchen  Satz  erhalten.    Die 
nothwendige    und  hinreichende  Bedingung,  damit  ^(m,  n)  algebraisch  sei,  ist, 

daes  der  Goefficient  von  v*  in  der  Entwickelung  von  ( uj  ( — \-uj  —  ver- 
schwinde. Dieser  Goefficient  fällt  mit  dem  Coefficienten  von  ««*-•-*  in  der  Ent- 
wickelung von  (1  — i«*)*(l+u^*  zusammen,  den  wir  durch  c  bezeichnen  wollen. 
Es  ist  aber  o£Penbar  für  m  +  n  ungerade 

aus  unserem  Satse  folgt  also,  dass  fttr  m  +  n  gerade  S  (— 1)*/ ^  ,  ^       \\%) 

dann  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  m  und  n  ungerade  sind.    Es  ist  leicht, 
direct  zu  beweisen,  dass  für  ungerade  m  und  n  c  =  0  ist;  nicht  so  leicht  ist  es 
aber,  zu  zeigen,  dass  im  umfrekehrten  Falle  c  niemals  verschwinden  kann. 
**  Da  in  diesem  Falle  F  und  Fi  identisch  sind. 
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9)       x==X{u)  +  X{v),    y=r(u)-r(t;),    0  =  Z(u)  +  Z{vY 
Ans  den  in  §  2  erhaltenen  Besnltaten  ergiebt  sich  Folgendes: 
Ist  a  ungerade,  ß  gerade,    so  ist  x  transcendent ,  y  und  e  sind  algebraisch; 
,   «gerade,      /Jungerade,  «    »  y  »  0    „    x    „  „ 

sind  «  und  /3  gerade,  „    „   ip  „  »    ,    y    „  „ 

sind  endlich  a  und  /?  ungerade,  so  sind  sämmtliche  Coordinaten  algebraisch. 
Also  ist  die  Doppelflttche  dann  und  nur  dann  algebraisch ,  wenn  a  und 
^  ungerade  sind ;  und  sie  ist  dann  offenbar  rational.    Wir  werden  uns  aus- 
schliesslich mit  diesem  Falle  beschäftigen. 

Es  folgt  aus  der  Vergleichung  von  2)  und  9): 

nnd  hierans: 

f^-u{pX+qiT+Z),    r=^u{X-iY)-Z,     r=X-iT. 
Die  Functionen  X,  T,  Z  genügen,  wie  man  leicht  sieht,  den  folgenden 
Relationen : 

10)    z(-i»)  =  -z(i»),   r(-«)=-r(u),   z(-tt)=z(«), 

aas  welchen  folgt: 

i2)z(-l)-xw,   r(-i)=-r(«).   z(-L)  =  ziu). 

Diese  Gleichungen  verwandeln  die  9)  in: 

13)    x^X{u)  +  X{ic),    y  =  r(u)  +  r(«;),    e==Z{u)  +  Z{ic), 
wo  w  = ist. 

V 


§  4.  Digression  über  Doppelfläcben  im  AUgemeinen. 

Die  Form  der  Gleichungen  13)  ist  charakteristisch  für  die  Doppel- 
flSchen;  man  kann  nSmlich  die  Gleichungen  jeder  solchen  Fläche  auf  diese 
Form  bringen.     Setzen  wir  allgemein: 

i/(l-«>)F(«)(l«  =  Z(«), 

i+«)»F(«)d«=r(u), 

JuF{u)du  =  Z{u), 
so  igt  wegen  3): 
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/.2^.(.)dt,=-/^ip(-i)d.=-/ii(-i)$=y;F(«)d«==^(«.), 

wodurch  die  1)  in  die  13)  übergehen. 
Aus  den  13)  folgt,  da  —  =  ic?*  ist: 
dx      1  — tt*_,  .  dy      .1  +  tt*-,,  ,  de         _,  . 

und  hieraus: 

du  dv     du  dv  '  \  /     v   /  \  /\ 

|^|^-|^|^-0  =  i<««J'(«)F(ir)(«r-«)(«+«), 
dudv     dudv  *  v  /     n   /  \  /> 

also,    wenn   man   die  Bichtungscosinus   der  Normale   mit  9,,   6^,  B^  be- 
zeichnet: 

1>l\      ü  ^  1— UW  rj  J5  .l  +  W«^  rj  0  K?  +  t* 

J        W—u         "      J         W  —  u  J      W  —  u 

Die   Gleichungen  13)  und   14)  veranschaulichen  diejenige  Eigenschaft 
der  Doppelflächen,   welcher   sie   ihren  Namen   verdanken.     Die   den   zwei 

Werthepaaren   der  Parameter  w ~  a,  w  =  &  /oder  u^a,  t;  =  — —\  and 

t*  =  &,  ic?  =  a  (oder  u  =  &,  t;  = j   entsprechenden  Punkte  der  Flache 

sind  zusammenfallend ;  die  Richtungen  der  Normalen  in  denselben  sind  aber 
einander  entgegengesetzt. 

§  5.  Die  eneugende  Minimalcnrve  und  ihre  Projectionen. 

Die  Erzeugungscurven   v  =  canst.  der  Fläche  entstehen  durch  Trans- 
lation der  Minimalcnrve  *: 

15)  x  =  X{u),    y=rtw),     e^Z{u), 

die  Erzeugungslinien  u^const,  durch  Translation  der  Curve: 
x  =  X{v).    y=r(t;),     0^Z{v), 


*  So  heisst  nach  Lie  eine  Curve,  deren  Bogenlänge  gleich  Null  ist. 
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welche  mit  der  Torhergehenden  der  Form  nach  identisch  ist  und  ans  der- 
selhen  dnrch  eine  Translationsbewegnng  erhalten  werden  kann  (Darbonx, 
S.  353), 

Wir  werden  die  Linie  .15)  dnrch  i>,  ihre  Projectionen  anf  den  ye-, 
ex-,  0?^- Ebenen  dnrch  Lg,  Ly^  Lx  bezeichnen.  In  diesem  Paragraphen 
wollen  wir  erstens  die  Ordnung,  die  Classe  nnd  die  Singularitäten  derZ^r« 
Zry,  Xs,  zweitens  den  Bang,  die  Ordnung  und  die  Classe  der  L  bestimmen. 

Ordnung  der  X,.     Die  Gleichungen  der  L^  sind: 
»  =  Z(tt),    y=r(u); 
sie  sind  beide  vom  Grade  2  t  in  u,  wenn  man 

setzt  Jedem  vorgegebenen  Werthe  von  x  (oder  von  y)  entsprechen  also 
2t  im  Allgemeinen  verschiedene*  Werthe  von  u,  und  diesen  ebensoviele 
Werthe  von  y  (oder  von  x).    Folglich  ist  2t  die  Ordnung  der  X«**. 

Classe  der  X,.    Bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  die  constante  Grösse 

2*^ 
mit  c,  so  ist  die  Gleichung  einer  durch  einen  Punkt  x^cl^  yssctfi 

der  07^- Ebene  gehenden.  Tangente  zu  X«: 

cf        017«      1 
16)  X(u)     T{u)     1   =0, 

X\u)    T\u)    0 
oder  nach  Entwickelung  der  Determinante: 

r(X- cS)  -  z'(r- C1J«)  =  0. 

ß— 5 
Nun  ist,  wenn  ip^  eine  ganze  Function  von  q^  vom  Grade      ^    i  % 

«-5 

eine  ganze  Function  von  p*  vom  Grade  — ^ —  bedeutet: 

u  u 

also,  wenn  y$  ^^^  Summe  von  Gliedern,  deren  Grad  in  p  und  ^  <9  ist, 
darstellt: 


*  Da  die  Wurzeln  der  Oleichang: 

Z'(v)  =  4(l-t*«)F(tt)  =  0 
+ 1  und  +  •  sind,  und  diese  Werthe  von  u  die  Gleichung  X(u)  =  conat.^  ausgenom- 
men for  ganz  specielle  Werthe  der  Constante,  nicht  erfSllen,  so  sind  die  Wurzehi 
dieser  letzten  Gleichung  nothwendig  von  einander  verschieden.    Dieselbe  Eigen- 
schaft kommt  den  Gleichungen  Y(u)  =  con8t.j  Z{u)  =  eonst,  zu. 

**  Man  kann  auch  wirklich  die  Gleichungen  der  X«  derart  umgestalten,  dass 
es  ersichtlich  wird,  dass  ihre  Resultante  vom  Grade  2t  in  ir,  i/  ist.  Siehe  eine 
Note  des  VerfBSsezs  auf  8.  184. 
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u  \  0 —  1  o  —  1  J 

Da  der  äussere  Coefficient  von  |,  v^  unabhängig  ist,  so  ist  die  Classe 
der  La,  durch  den  Grad  des  eingeklammerten  Ausdrucks  gegeben;  dieser 
Orad  ist  a  in  p,  9,  also  2  a  in  u.     Daher  ist  2  a  die  Classe  der  X«. 

Singularitäten  der  L^,  Diese  bestimmen  sich  durch  die  Plücker- 
schen  Formeln,  nachdem  man  die  Ordnung  2t,  die  Classe  2c  und  das 
Geschlecht  0  kennt.  Bezeichnen,  wie  gewöhnlich,  d,  r,  ir,  ^  die  Anzahlen 
der  Doppel-,  Rückkehr-  und  Wendepunkte  und  der  Doppeltangenten,  so 
ergiebt  sich: 

d  =  2(y«-<F  +  2,    r  =  3T,    <  =  2<f«-5<f  +  5,    w  =  2(y-4. 

Ordnung  der  Ly.     Die  Gleichungen  der  X^  sind: 

Es  entsprechen,  der  ersten  Gleich ang  gemäss,  jedem  vorgegebenen  Werthe 
von  a;  2  t  Werthe  von  u,  welche  aber  [Gl.  12)]  paarweise  entgegengesetet- 
reciprok  sind.  Für  je  zwei  solche  Werthe  nimmt  Z{u)  [Gl.  12)]  einen  und 
denselben  Werth  an,  folglich  entsprechen  jedem  o? -Werthe  t  im  Allgemeinen 
voneinander  verschiedene  i9-Werthe.  Man  würde  analog  finden  ^  dass  jedem 
£f -Werthe  a  verschiedene  a; -Werthe  entsprechen  [da  die  Function  Z(u)  vom 
Grade  2  a  in  u  ist].     Also  ist  t  die  Ordnung  der  Ly, 

Classe  der  Xy.     Wir  müssen  statt  der  Gl.  16)  die  Gleichung: 

og    et    1 

Z     Z     1   «=0 

Z'    Z'    0 

betrachten,  wo  c§,  ci  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  xe- 
Ebene  sind.     Man  erhält  durch  Entwickelung : 

Z'(Z-cf)-Z'(Z-cS)  =  0. 

Nun  ist,  wenn  g»i,  ^3  zwei  ganze  Functionen  von  g*  vom  Grade  — 5— 
bezeichnen: 


*  Wegen  der  Belation  ^*  + 1  =  g*. 
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also: 


X\Z-ei)-Z'{X-cl) 


Daher  giebt  die  Gleichung: 

die  Wertbe  von  u  an,  die  den  Berührungspunkten  der  aus  (c|,  c^;)  gehenden 
Tangenten  entsprechen.     Diese  Gleichung  ist  von  der  2t^^  Ordnung;  ihre 

linke  Seite  ändert  sich  aber  nicht,  wenn  man  u  durch ersetzt,  folg- 
lich sind  ihre  Wurzeln  paarweise  entgegengesetzt -reciprok.  Für  je  zwei 
solche  Wurzeln  nehmen  x  und  »  je  einen  und  denselben  Werth  an;  abo 
gehen  aus  einem  beliebigen  Punkte  nur  x  Tangenten;  x  ist  die  Classe  der  Ly, 
Singularitäten    der   Ly.      Man    findet   durch  die  Plücker'schen 

Formeln:  u^\)U^2) 

d=st^^ -^ ^>    r  =  ir  =  ö  — 1. 

Ordnung,  Classe  und  Singularitäten  der  X«.  Die  charakte- 
ristischen Zahlen  der  X.r  sind  mit  denen  der  Ly  identisch.  Man  erhält  sie 
auf  eben  demselben  Wege ;  der  einzige  Unterschied  ist ,  dass  man  hier  nicht 
mit  entgegengesetzt -reciproken,  sondern  mit  reciproken  Wurzeln  zu  thun 
hat  [s.  GL  11)]. 

Ordnung  der  L,  Die  Ordnung  von  L  ist  gleich  der  höchsten  unter 
den  Ordnungen  ihrer  Projectionen.  Wir  müssen  aber  hier  als  Ordnung  der 
Ly  (oder  der  LJ)  nicht  r,  sondern  2x  annehmen.  Da  nämlich  für  entgegen- 
gesetzt-reciproke  tf  Werthe  y  entgegengesetzte,  x  und  g  gleiche  Werthe  an- 
nehmen, so  ist  die  Hjnimalcurye  in  Bezug  auf  die  d;i9- Ebene  symmetrisch 
und  ihre  Punkte  projioiren  sich  zu  je  zweien  auf  einen  und  denselben  Punkt 
der  Xy,  welche  also  doppelt  aufgezählt  werden  muss.  Dasselbe  folgt  von 
Z„  da  gleiche  Werthe  von  y  und  jer,  aber  entgegengesetzte  Werthe  von  x 
zwei  reciproken  u-Werthen  entsprechen,  also  die  Minimalcuire  auch  in 
Bezug  auf  die  ^i; -Ebene  sTnunetrisch  ist 

Wir  schliessen,  dass  die  Ordnung  von  X  2t  beträgt. 

Rang  der  L.  Der  Bang  derZ  ist  gleich  der  höchsten  unter  den  Classen 
der  L^^  Ly^  Lg.  Diese  Classen  sind  bezw.  2t,  2t,  2 0  (da,  wie  oben  gesagt, 
If«  und  Ly  als  doppelte  Curven  gelten  müssen);  also  ist  2t  der  Bang  der  L.  , 
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Classe  der  L.    Die  Oleiohnng  der  Oscnlationsebene  der  Hiaimalcarve 
ist  bekanntlich  (8.  z.  B.  Darbouz,  S.  342): 

pZ  +  »<?r  +  Z  -  (j>|+ tyi,  +  Ö  =  0, 
^0  it  Vt  i^  die  laufenden  Coordinaten  darstellen.    Nnn  ist: 

pÄ  +  iqT+Z 

=c[i>-+»(9/»-'+^9^-»+r/»-»)-9^+»(p—'-^p— '+/.-») 

+  -Lj,-+l(j/»-«+y^_,)] 

wie  man  durch  einfache  Umformungen  erhält.  Der  Grad  der  Gleichung  der  Osca- 
lationsehene  in  w  ist  also  2a,  und  diese  Zahl  giebt  die  Classe  der  Minimalcurre  an. 
Bezeichnen  also  0,  R  und  C  die  Ordnung,  den  Bang  und  die  ClasM 
der  Lj  so  haben  wir  gefanden: 

Oc=2r,     i2  =  2r,     C=2a. 

§  6.  Ordnung  und  Classe  der  Doppelfläebe. 

Wird  die  rechte  Seite  jeder  der  Gleichungen  (wo  Ci  =  5- j: 

=     '''    1 ^iöTfi+i +  •••)' 

=-"'*( ^iiTF^n 1 

auf  die  Form  eines  einzigen  Braches  gebracht,  so  ist  der  Nenner  in  beiden 
Fällen  u*,  der  Zähler  aber  ein  Polynom  in  u^  dessen  erstes  und  letztes 
Glied  nar  von  der  Entwickelung  des  Productes  (w*  — l)*+*(u*+l)/*""*  bezw. 
(tt*+l)/*+*(tt*  — !)•"'  herrühi*t.     Da  nun  «  und  ß  ungerade  sind,   so  ist: 

(tt«-l)«+2(w«+l/-t=(tt«(«+2) l)(w2(/f-i)  +  ...  +  l)==|»2<^..,._i, 

(t*«+l)/^+*(tt«-l)«-»  =  (u«V+2)+...  +  l)(u«(«-i) +  1)  =  «'*+ •..+!, 

*^»^'-  t*»<+...-l  .,,t*  +  ...  +  i 

woraus  folgt,  wenn  a,  h  zwei  Constanten  bedeuten: 

au«'+ 2 


17) 


Z(u)  —  t  r(tt)  =  a?  —  »y  =  c, 

Z(u)+»r^«)  =  x-»y=c, ^^^^ =c, ^^^^:::^ 
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Ana   der  Elimination  von  u  zwischen  diesen  Oleichnngen  ergiebt  sich  eine 

welche  die  Linie  X,  darstellt  und,  wie  schon  gefanden,  vom  Grade  2t  in 
«,  y  oder  in  x  +  iy^  x  —  iy  ist.  Sollen  x^  y  nicht  mehr  die  Coordinaten  der 
Minimalcnrve,  sondern  die  der  Minimalfläche  bezeichnen,  so  müssen  wir  statt 
X  und  y  x^X[v)  bezw.  y+T{v)  setzen,  wodurch  die  obige  Gleichung  in: 

18)       Ä(rr+iy-(Z(t;)-tr(t;)),  a?-*y-(ZM  +  *r(i;))]  =  0 

übergeht.  Diese  Gleichung  ist  vom  Grade  2x  m  x,  y^  und  ebenfalls  vom 
Grade  2t  in  X{v)  —  iY(v)^  X,{v)  +  ir(t;);  diese  letzten  Ausdrücke  sind  aber 
[GL  17)]  Brüche,  deren  Zähler  vom  Grade  2tf,  deren  Nenner  v*  bezw.  t^— * 
ist;  folglich  ist  18),  auf  ganze  Form  gebracht,  vom  Grade  2t.2<t  oder  ^cx 
in  V,  Jedem  Werthepaare  x^  y  entsprechen  also  4: ex  Werthe  von  v\  mit 
anderen  Worten:  es  giebt  4<ft  Erzeugungscurven  des  Systems  v=iCon8t,y 
welche  eine  beliebige  Parallele  zur  <;-Axe  schneiden.  Es  folgt  aber  aus 
einer  Fussnote  zum  vorigen  Paragraphen,  dass  jede  Erzeugungslinie  eine  zu 
einer  der  Coordinatenebenen  parallele  Ebene  im  Allgemeinen  nur  einmal 
schneidet,  woraus  sich  ergiebt,  dass  eine  Erzeugungslinie  eine  zu  einer 
Coordinatenaxe  parallele  Gerade  höchstens  einmal  (im  Allgemeinen)  schneiden 
kann.  Die  oben  betrachtete  Parallele  wird  also^  wenn  sie  willkürlich  an- 
genommen worden  ist,  von  der  Fläche  in  4 ar  Punkten  geschnitten,  welche 
sich  aber  zu  2<tt  reduciren,  da  die  Fläche  eine  Doppelfläche  ist. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  zu  bestimmen,  ob  und  wievielfach  der  un- 
endlich entfernte  Punkt  der  Geraden  als  Schnittpunkt  mit  der  Fläche  zu 
zählen  ist.     Dazu  mag  der  folgende  Weg  führen. 

Bezeichnet  C  eine  beliebige  Constante,  und  sind  0|,  6|,  ...,  %2t  die 
Wurzeln  der  Gleichung: 

19)       ,  r(«)  =  c, 

80  ist  für  jedes  d«r  4  t*  Werthepaare  u  =  6^,  t;  =  6y  (l^*^*)* 

r(u)=0,     T{v)^C, 
folglich  y  =  0;  die  entsprechenden  Werthe  von  x,  e  sind: 

Die  Wurzeln  6^,  6g,  ...,  62c  sind  paarweise  reciprok.  Nun  fragt  es  sich: 
Wann  wird  «  =  0?  Offenbar  dann  (und  im  Allgemeinen  nur  dann),  wenn 
0/tt  und  Oy  zu  einander  reciprok  sind ,  also ,  da  d:  in  6^  und  6,  symmetrisch 
ist,  für  T  Werthepaare  u,  v.  Beachtet  man,  dass  auch  ß  in  0|^,  0,  symme- 
trisch isi^  80  sieht  man  ein,  dass  jedem  Werthe  der  Constante  0  x  Schnittpunkte 
der  Fläche  mit  der  <;- Axe  entsprechen.  Nimmt  C  unbeschränkt  zu,  so  nehmen 
T  von  den  Wurzeln  der  19)  unbeschränkt  zu,  die  x  übrigen  unbeschränkt  ab; 
und  dementsprechend  streben  die  oben  betrachteten  x  Punkte  der  j9-Axe  sämmt- 
lich  nach  dem  tmendlich  entfernten  Punkte  derselben,  welcher  daher  T-fach  zu 
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zählen  ist.  Dieser  Punkt  gehört  aber  jeder  Parallelen  zur  iP-Axe;  folglich 
besitzt  jede  solche  Gerade  t  unendlich  entfernte  Schnittpunkte  mit  der  FlScbe. 

Die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Parallelen  zur  e-Axe  mit  der  FlSche 
sind  also  im  Ganzen  2ör  +  T  oder  t(2t  — 1);  und  soviel  beträgt  die  Ord- 
nung der  Fläche. 

Die  Classe  der  Fläche  ist ,  wie  es  sich  durch  eine  einfache ,  von  Herrn 
Lie*  herrührende  Schlussweise  ergiebt,  um  eine  Einheit  kleiner  als  der 
Rang  der  Minimalcurve,  also  gleich  2^  +  1. 

Bezeichnen  52,  £  die  Ordnung  und  die  Classe  der  Fläche,  so  haben 
wir  gefunden:  ß  =  .(2._i),    jr=2«  +  l. 

Die  Fläche  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  xe-  und  auf  die  yi;- Ebene 
Sind  nämlich  {x^ ,  y^ ,  0^) ,  (^  >  ^s ,  e^)  ^^^  ^®°  Parameterwerthen  u^ ,  i;j  bez. 
U21  f^i  entsprechenden  Punkte  der  Fläche,  so  ist: 

für  ti,  =  ---,  t;,  =  ---:      x^  =  x^,         y%  =  -yx^     h  =  ^n 
für  t*j,  =  --i       v^^-:         a^  =  -a;i,    y,  =  yi,         *i  =  ^i- 

§  7.  Anwendung  der  lie'sclLen  Formeln. 

Die  bisherigen  Anzahlbestimmungen,  die  wir  vorgezogen  haben ,  selbst- 
ständig anzuführen,  konnten  leichter  durch  Anwendung  der  Li e'schen  For- 
meln** ermittelt  werden.  Wir  wollen  zur  Bestätigung  der  erhaltenen  Re- 
sultate diesen  zweiten  Weg  einschlagen. 

Ist  k  die  Anzahl  der  Pole  der  Function  f{u)  und  sind  ni|,  iti^,  ...,  mjt 
die  Ordnungen  dieser  Pole,  so  ist: 

k  k  k 

0  =  Vm,  +  2Ä,     E  =  Vm,  +  Ä  +  2,     Cf  =  Vm,  +  2, 

-      ***     i^  <=»  <=i 

femer  ••*:  • 

^  =  ^0(0-1) 
und  [da  f{u)  rational  ist]^: 

Alles  kommt  also  darauf  an,  die  Zahlen  Ä;,  nif  zu  bestimmen. 
Setzt  man:  _aU+h_N 

so   muBS   man^  statt  der  Function  F{u)  die  Function  G{U)  betrachten, 
welche,  von  einem  constanten  Coef&cienten  abgesehen,  durch  die  Formel: 


*  Lie,  Beiträge  zur  Theorie  der  Minimalfl&chen,  Math.  Ann.  Bd.  XIV,  XV.  - 
Schilling,  a.  a.  0.  8. 12—13;  Darbonx,  a.  a.  0.  8.  366. 

**  Siehe  die  soeben  angefahrten  Arbeiten  von  Lie,  Schill!  dg  und  Darbonx. 
•*►  Schilling,  S.  24. 
t  Darbouz,  S.  370. 
tt  Darbonx,  8.  806. 
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g^eben  ist.     Nnn  ist  aber: 

Die  Fanction  (?(]7)  hat  daher  zwei  {(f +2) -fache  Pole;  durch  dreifEu^he 
Integration  ergiebt  sich  die  [der  Function  f(u)  entsprechende]  Fanction  g{U)y 
welche  folglich  zwei  (0—I)- fache  Pole  besitzt»    Es  ist  also: 

A/  =  iä,     mj=W2  =  <F— 1, 
and  die  obigen  Formeln  geben: 

0  =  2<y-2  +  4  =  2T,     B  =  2<f-2  +  2  +  2  =  2t,     C  =  2<F-2  +  2«2if, 
Ä  =  i2T(2T-l)  =  T(2T-l),    jr=2T-l=2ö  +  l. 

§  8.  Die  umschriebenen  Cylinder. 

Die  Berührangscurve  eines  der  Flttche  umschriebenen  Gylinders,  dessen 
Erzeugnngslinien  zur  Ebene: 

senkrecht  sind,  ist  durch  die  folgende  Gleichung  bestimmt  [s.  01.14)]: 

20)  P(l  -  uw)  +  QHl  +  ufv)  +  E{w+u)  =  0 

oder,  wenn  man  wieder  10  durch  v  ausdrückt: 

F{v+u)  +  Qi{v-u)  +  E{uv-l)=^0. 
Aus  20)  ergiebt  sich: 

wenn : 

ist;  und  die  Gleichungen  der  Berühruugslinie  nehmen  [s.  Gl.  13)]  die  Form: 
2\)  x  =  X(u)+X(q>{u)),    y=r(u)  +  r(g>(t«)),    iB(  =  Z(u)  +  Z(v(u)) 

N 
an.     Setzen  wir  der  Kürze  wegen   (p{u)  =  -=r}  so  ist: 

wo  t^(u),  x(^)  quadratische  Functionen  von  u  sind;  also: 

c  f(l-u«)«+»(l  +  «y-'  .         .  V;«+'z<'-'  .        \ 
~2'\  «*  ■'■•■"^     2^«D»     "^"1 

^  c  (i-i»«)«+«(i+wV-<y*j?*+-.+  «*»*+V-'+- 
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Der  Zähler  ist  offenbar  yom  Grade  4  t  in  u,  wenn  weder  /V,  noch  D 
sich  auf  eine  Constante  redncirt.  Man  findet  desgleichen,  dass  y  vom  Grade 
4t,  j9  vom  Grade  4«  ist.  Man  mttsste  daher  schliessen,  dass  die  BerOhmngs- 
cnrve  von  der  Ordnung  4t  ist.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  die  Gleich- 
ungen 21)  durch  Umsetzung  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite  und  Anwen- 
dung der  Relation  g9(gp(u})  =  u  die  Form: 

X^X{q>(u))  +  X[q>iq>(u))],  y  =  r(g>(u))  +  r[g>(<p  («))]. 
0  =  Ziq>[u))  +  Z[g>{q>(u))] 
erhalten,  woraus  folgt,  erstens,  dass  die  4r  u-Werthe  9, ,  9^,  ...,  64«,  die 
wegen  der  ersten  Gl.  21)  einem  vorgegebenen  Werthe  von  x  entsprechen, 
durch  die  Relation  dp=q>(dß)  paarweise  gebunden  sind;  zweitens,  dass  far 
je  zwei  solche  Werthe  y  und  0  je  einen  und  denselben  Werth  annehmen. 
Hiemach  leuchtet  ein,  dass  die  Ordnung  der  Berührungscurve  nicht  4t, 
sondern  2  t  ist. 

Es  mOgen  jetzt  die  zwei  besonderen  Fälle  untersucht  werden,  die  wir 
früher  bei  Seite  gelassen  haben. 

a)  Ist  N^  const.,  also  J?  =  0,  so  ist  ip(u)  =  -r= — ^^  =  —  r—  (wo  ä 

eine  Constante  darstellt),  folglich:  t;  = ——ssku  und: 

»  =  Z(tt)  +  Z(ÄJu),     y=r(w)-r(Ä;w),     ir  =  Z(tt)  +  Z(Ä;u), 
woraus  erhellt,  dass  die  Berührungscurve  von  der  x*^^  Ordnung  ist. 

et)  Ist  insbesondere  Q  =  0,  sind  nämlich  die  Erzeugungslinien  des 
Cjlinders  parallel  zur  a;-Axe,  so  ist  ä;  =  -— 1,  t;=:  — u  und: 

X  =  X(u)  +  Z(-ti)  =0,    y  =  r(u)  -  r(-.  u)  =  2T{u) . 
0  =  Z(tt)  +  Z(-ti)  =  2Z{u). 
Die  Bertthrungslinie  liegt  in  der  yjer- Ebene   und  ist  der  X«  homothetiscb. 
ß)  Ist  dagegen  P=0  oder  sind  die  Erzeugungslinien  des  Cjlinders 
parallel  zur  ^-Axe,  so  ist  X;=sl,  v  =  u  und: 

x^2X(u),    y  =  0,     0=^2Z{u). 
Die  Curve  liegt  in  der  o^^r-Ebene  und  ist  der  Ly  homothetiscb. 

2P 

h)  Ist  D=: const. j  also  P^Qi,  so  ist  «?=  (jp(u)  =  — «  — —  =  — u-i 

(wo  "k  eine  Constante  ist),  folglich: 

ir  =  Z(tt)+Z(-tt-Äj)  =  Z(tt)-Z(u+Ä) 
_c_  ((l->u8)«-f2(i  +  ^»)/g-t  ^ 

-"2*1  V-  +••• 

{\-lc^-2hu^u^)^-^^(\  +  1^^2ku^u^)P'-'  \ 

_  c  (~u^*+...)(u*+...)-(-u^*+...)u^       c  atf3*"«+... 
2*  u*(Ä+u)*  ""2*    u\k+uy 
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wo  a  eine  im  Allgemeinen  nicht  verschwindende  Constante  ist.  Zu  dem- 
selben Befidtate  gelangt  man ,  wenn  man  y  statt  x  behandelt.     Folglich  ist 

/3t  — IX*** 
die  Bertthrungscurve  in  diesem  Falle  von  der  ( — ^ — j      Ordnung. 

y)  Ist  insbesondere  PssO,  Q«=0,  so  ist  ire=  — u,  1?  =  — i   folglich: 

5  =  Z(u)  +  Z(-u)  =  2Z(u). 

Der  berOhrende  Cylinder  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  die  ir-Axe.  Da 
femer  jedem  j9-Werthe  2c  u-Werthe  entsprechen,  die  Fläche  aber  eine 
Doppelflttche  ist,  30  ist  die  ir-Axe  eine  a- fache  Linie  der  Flftche. 

§  9.  Die  Byolyente  der  Frojection  der  Minimalcnrve  auf  einer 
beliebigen  Ebene. 

Es  folgt  aus  bekannten  Sätzen,  dass  die  Frojection  der  Minimalcurve 
auf  einer  bestimmten  Ebene '^  die  Evolute  einer  algebraischen  Curve  ist 
Wir  wollen  beweisen,  dass  diese  Eigenschaft  jeder  ebenen  Frojection  der 
Minimalcurve  zukommt,   und  dabei  die  Gleichung  der  Evolvente  aufstellen. 

Ist  a^x  +  h^y  +  e^0  =  O  die  Gleichung  der  Projectionsebene,  und  führt 
man  die  lineare  Substitution  aus: 

x^a^x  +  h^y  +  Ci0,    y  =  «,«  +  5,y +  Cj5.    0==<hx  +  b^y  +  c^0j 

wo  a|,  5i,  Cj,  Oj,  &s,  c^  zu  a,,  &3,  C9  durch  bekannte  Relationen  verbun- 
den sind,  so  ist  der  Elementarbogen  der  Projectionscurve: 


d8^VdP  +  dy^'/{a^dx  +  h^dy  +  eide)*  +  {a^dx  +  b^dy  +  c^  d^y 

=  y^+(h*)da?  +  '''  +  2{jb,c^  +  b^c^)dyd0  +  *'' 

=  j/(l  —  a8')d«*H 2b^c^dyd0 

=  /dä^+dy^+d0^-(a^dx  +  b^dy  +  e^d0)* 

=^Vdsi?  +  dy^  +  d0^-d?=^id'0, 
da  da?  +  dy*  +  d0*  der  Elementarbogen  der  Minimalcurve,  also  gleich  Null 
ist    Sind  £,  n  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Evolvente ,  also  V"?? — ;?r-7 
ihr  Krümmungsradius,  so  muss  sein: 

Da  femer  die  entsprechenden  Elementarbogen  der  Gurve  und  ihrer  Evolvente 
zu  einander  senkrecht  stehen,  so  ist: 


*  Diese  Ebene  ist  senkrecht  zu  den  aus  einem  Punkte  des  Kagelkreises  gehen- 
den, die  Fl&che  längs  einer  Minimalcurve  berührenden  Geraden,  Vergl.  Darboux. 
8.  S66,  40e. 
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23)  f  — 4. 

woraus  folgt,  da  a5''  +  y'*  +  /'  =  0: 

Differentiirt  man  23),  so  erhftlt  man: 

95^  ^v"-fv_iY-yx' 

Durch  Einsetzung  yon  24),  25)  in  22)  ei^ebt  sich: 

26)  |'=_:^(?y-_i-y'). 

Aus  den  Gleichungen: 

folgt  aber:  _  _ 

g        _       y        _        ig 

yz  —y  »      MX—gx      xy—yx 
wodurch  26)  in:  _^        _ 

f^      *  /-'  -'    :?  ^\     — «*«  +«««  —eee  +xxe 


_,,.«-      ..,  -, 


_  /  (gjg"'—  igg'O  —  0"  (g??—  jgg') 


übergeht.     Hieraas  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  Integration: 

y_xe  --ex 
§  =7 

z 

und  aus  dieser  Gleichung  durch  Vertauschung  von  l^x  mit  17,  y: 

--?     "  -7 

ig 

Die  iwei  letxten  Gleichungen  stellen  die  Evolvente  dar. 

Es  ist  fast  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  die  im  vorliegenden  Para- 
graphen durchgeführte  Untersuchung  ganz  allgemein  ist  und  sich  auf  jede 
Minimalcurve  bezieht. 

§  10.  Ein  besonderer  FaU. 

Es  mögen,  als  Schlujss  unserer  Betrachtungen,  einige  Worte  einem 
besonderen  Falle  gewidmet  werden,  der  den  Fall  der  Henneberg'schen 
Flftche  in  sich  einschliesst.  Wir  setzen  nftmlich  voraus,  es  sei  /?sa« 
Dann  ist:  /      1 «. 

X(u)  =  cp-+V-'^(l.  ^.  i-«,  3-'), 

r(i.)=c»3-+VJF'(i.  ^'  4-«.  -j>-»), 
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z(u)=z,(ti)  +  c,  =  c-^3«-V-^^(i, -^^^  1-«,  r-')  +  c,. 

Der  blosse  Anblick  dieser  Gleichung  lehrt  uns,  dass  X  und  Y  (bezw.  Z^ 
und  2,),  von  Potenzen  von  i  abgesehen,  in  einander  übergehen,  wenn  man 
p  und  g  durch  +  «^  und  +  ip  ersetzt.  Nun  braucht  man  nur  zur  Ver- 
wirklichung dieser  Substitution  u  in  +iu  zu  yerwandeln.  Es  ist  nämlich 
fllr  v=  +iu:  _  _ 

p(f;)«  +  ij(u),      g{v):=  +•>(«*), 

folglich I  da  a  ungerade  ist: 

z(t^)  =  ( +  i)««+»i  r(ti)  c=T  r(f), 
r(t;)  =  (+!)«•+»  iZ(u)  =  +  z(ti). 

Die  Linien,  welche  durch  die  Gleichungen  v^^  +  iu  dargestellt  wer- 
den, sind  die  Berührungslinien  der  Gjlinder,  deren  Erzeugungslinien  den 
Ebenen : 

normal  sind,  wo  P  und  Q  dorch  die  Relation  [§  8,  a)]: 
27)  l+^^^± 

2u  einander  verbunden  sind,  und  22  =  0.  Aus  27)  erfidebt  sich  P^  ±Q, 
folglich  sind  die  Erzeugungslinien  der  Cjlinder  der  a;y- Ebene  parallel  und 
halbiren  die  Winkel  der  x-  und  y- Ebene. 

Die  Gleichungen  der  Berührungslinien  sind: 
x-Z(ii)  +  Z(t;)  =  Z(u)  +  r(u), 

y=r(t*)-rw  =  r(u)T2r(t.), 

woraus  folgt:  _ 

y  =  +  i»,    0==const. 

Die  Berührungslinien  sind  also  im  betrachteten  Falle  zwei  Geraden,  welche, 
wie  es  sich  aus  §  8  a)  ergiebt,  je  r-faoh  zu  zählen  sind. 

Wir  können  schliessen: 

Diejenigen  Doppelflächen,  für  welche  die  in  der  Function  F  Torkom- 
menden  Exponenten  a  und  ß  einander  gleich  sind,  enthalten,  ausser  den 
2a-fachen  Geraden  a;  =  0,  y  =  0,  auch  die  2a  +  l-fachen  Geraden  y=»  +  x^ 
B^oonst.^  wo  die  Constante  für  die  beiden  Linien  dieselbe  ist. 

Mantua,  6.  Februar  1888. 
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Ueber  Rotationsfl&ohen  mit  lozodromisoher 
Verwandtsohaft. 

Von 

Prof*  Dr.  F.  August 

in  B«riiB. 


Unter  einer  loxodromischen  Linie  oder  Loxodromie  einer  Botations- 
flfiche  Tersteht  man  bekanntlich  eine  Linie,  welche  alle  Meridiane  unter 
einem  Constanten  Winkel  a  schneidet,  welcher  der  Cnrswinkel  genannt  wer- 
den möge.  Projicirt  man  eine  Engel  von  einem  Pole  ans  stereographiecb, 
80  gehen  die  sttmmtlichen  Meridiane  in  gerade  Linien  über,  welche  durch 
einen  Punkt  gehen,  und  eine  Loxodromie  mit  dem  Curswinkel  a  projicirt 
sich  in  eine  logarithmische  Spirale,  deren  Tangente  den  Yector  ebenfalls 
anter  dem  constanten  Winkel  a  schneidet. 

Diese  sehr  einfache  Beziehung  yeranlasste  Herrn  Möllns  (TouLM6m., 
t  Yllg  p.  293—32^,  1885)  zu  der  Untersuchung,  ob  es  noch  andere  Beta- 
tionsflttchen  giebt,  deren  Loxodromien  sich  von  einem  Punkte  der  Axe  ans 
auf  eine  zur  Axe  lothrechte  Ebene  perspectivisch  als  logarithmische  Spiralen 
projiciren. 

Aber  auch  diese  Frage  ist  einer  grossen  Verallgemeinerung  fthig.  Da 
nämlich  jede  zur  Axe  lothrechte  Ebene  selbst  eine  Botationsflftohe  fdr  diese 
Axe  ist,  und  die  Loxodromien  derselben  die  logarithmischen  Spiralen  sind, 
welche  sich  um  den  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der  Axe  winden,  so  bst 
man  in  den  besprochenen  Fällen  eine  perspectiyische  Abbildung 
gewisser  Rotationsflächen  aufeinander  mit  sich  entsprechen- 
den Loxodromien.  Es  liegt  deshalb  nahe,  eine  solche  allgemein  za 
untersuchen.  Durch  diese  Untersuchung  wurde  ich  veranlasst,  noch  all- 
gemeiner das  Entsprechen  der  Loxodromien  überhaupt  in  Betracht  zu  ziehen 
und  endlich  in  noch  grosserer  Yerallgemeinerung  das  Entsprechen  herzuleiten 
aus  einer  gewissen  Abbildungsart  zweier  beliebigen  Flächen  (nicht  Rota- 
tionsflächen) aufeinander,  welche  mit  der  bekannten  conformen  Abbildung 
in  engem  Zusanmienhange  steht.  Denkt  man  sich  nämlich  auf  jeder  der 
zwei  Flächen  eine  Schaar  von  Isothermen,  welche  bekanntlich  mit  ihren 
(ebenfalls  isothermen)  Orthogonalen  die  Parameterlinien  eines  sogenannten 
Abbildungsparametersystems  bilden,  so  kann  man  die  beiden  Flächen  so  auf- 

Digitized  by  VjOOQ IC 


neber  BotationsflKohen  eto.     Von  Prof.  Dr.  F.  Aüoüst.  1&5 

einander  abbilden,  das«  die  Tngectorien  der  Isothermenschaaren  beider 
Flächen  einander  paarweise  entsprechen.  Diese  Art  der  Abbildung 
will  ich  eine  zu  den  gegebenen  Isothermenschaaren  gehörige 
Trajectorienabbildang  nennen.  Wählt  man  anf  zwei  Botationsflftchen 
als  Isothermenschaaren  die  Meridiancurven  und  die  Parallelkreise,  so  sind 
die  Trajectorien  die  Loxodromien,  und  wir  erhalten  die  vorher  bezeichnete 
Abbildungsart,  welche  ich  als  loxodromische  Abbildung  bezeichne. 
Beide  Abbild angsarten  sollen  einfache  genannt  werden,  wenn  die  Para- 
meterlinien selbst  einander  entsprechen,  und  zwar  speciell  bei  Rotations- 
flächen die  Meridiane  den  Meridianen,  die  Parallelkreise  den  Parallelkreisen 
(nicht  umgekehrt).  Die  Untersuchung  dieser  Abbild  angsarten,  namentlich 
der  letztgenannten,  ftthrt  zu  einer  Beihe  von  interessanten  Problemen,  wie 
ich  im  Folgenden  andeuten  werde. 

I.  Zunächst  wollen  wir  den  analytischen  Ausdruck  fflr  die  besprochenen 
Abbildungsarten  aufstellen.  Die  rechtwinkligen  Coordinaten  XYZ^  J(^Y^Z^ 
zweier  Punkte  seien  als  Functionen  zweier  Parameter  u,  t',  resp.  U|,  v^  ge- 
geben, und  zwar  so,  dass  die  Quadrate  der  Linienelemente  der  beiden  defi- 
nirten  Flächen  (F)  und  (J\),  d8  und  d8^  die  Bedingungen  erfüllen 

also  UV  und  u^v^  Abbildungsparameter  der  Flächen  {F)  und  {F^  sind. 
Dann  ist  irgend  eine  Trajectorie  der  (isothermen)  Parameterlinien  u  s=  oonst. 
und  V  =  const.  bestimmt  durch  die  lineare  Gleichung  au'\'hv  =  e^  wo  a, 
h  und  c  beliebige  Constante  bedeuten.  Denn  wenn  man  u,  t;  als  recht- 
winklige Coordinaten  einer  Ebene  (JS)  ansieht,  so  ist  die  Fläche  F  durch 
die  Parameter  u,  v  conform  auf  die  Ebene  {E)  abgebildet,  und  jene  Linie 
bildet  sich  hierbei  als  Gerade,  d.  h.  als  Trajectorie  der  Parallelen  zu  den 
Coordinatenaxen  ab.  Sollen  also  die  Flächen  (F,)  und  (F)  so  aufeinander 
abgebildet  werden,  dass  diese  Trajectorien  einander  entsprechen,  so  muss 
jeder  linearen  Gleichung  zwischen  uv  eine  lineare  Gleichung  zwischen  u^v^ 
entsprechen.   Hierfür  aber  ist  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  dass 

a,u  +  a,v  +  iH  ^^^  ^u  +  ^  +  fe». 

Die  Abbildung  kommt  also  hinaus  auf  die  collineare  Abbildung  der  Ebenen 
aufeinander,  und  wir  kOnnen  den  allgemeinsten  Fall  als  collineare  iso. 
thermische  Trajectorienabbildung  bezeichnen.  Die  bekannten  Ge- 
setze der  CoUineation  kOnnen  dann  leicht  auf  die  Flächen  (JP)  und  (F^ 
übertragen  werden,  worauf  wir  nicht  ausführlich  einzugehen  brauchen.  Diese 
collineare  Abbildung  schliesst  nun  gewisse  speciellere  Fälle  in  sich,  von 
denen  einige  beeonders  wichtig  sind. 

Verlangt  man  nämlich,  dass  allen  Tngeotorien  auf  (J^),  welche  die 
Parameterlinien  unter  demselben  Winkel  u  schneiden,  auf  {F^)  ebenfalls 
lauter  Trajectorien  mit  dem  Curswinkel  a^  entsprechen,  so  müssen  u,  und 
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Vi  lineare  Functionen  von  u,  v  sein,  und  wir  nennen  in  diesem  Falle  die 
Abbildung  eine  affine.     Dann  ist  also 

Uj  =  a,  u  +  öjt;  +  a3,  v,  =  ^jM  +  h^v  +  5,. 
Auch  hierbei  sind  wieder  specielle  Fälle  hervorzuheben.  Erstens:  Die 
Abbildung  wird  conform,  wenn  gleichzeitig  aibi  +  a^h^  =  0  und  »i'  +  o,* 
=  hj^  +  &2^  ^^^'  I^och  ist  dies  keineswegs  die  allgemeinste  conforme  Ab- 
bildung der  Flächen  {F^)  und  (F)  aufeinander.  Zweitens:  Die  Abbildung 
wird  einfach  in  dem  oben  definirten  Sinne,  wenn  02  =  5^  =  0  (oder  auch, 
was  nur  der  Form  nach  davon  verschieden  ist ,  a|  =  b^  =  ^)  >  ^^^  dieser 
Fall  ist  es,  der  uns  vorzugsweise  beschäftigen  soll.  Die  Abbildung  ist  dann 
dargestellt  durch  die  Gleichungen 

Ui  ==  a^u  +  «8,     Vj  =  h^v  +  \. 

Alsdann  ist  -r-^  s  -1  ._- .    Die  Constante  h^iüt^h  hat  dann  eine  einfache 
dtti      a^  du  '     ' 

geometrische  Bedeutung.     Der  Tngectorie  auf  (JP|)  mit  der  Gleichung 

Vi^Uidgcci  +  nti 
entspricht  nämlich  auf  (J^)  die/ Tngectorie 

t;=  u  dga  +m, 
und  es  ist 

ctgai=^kctga. 

Hier  sind  a^  und  a  die  Curswinkel,  gemessen  gegen  die  Parameterlinien 
u^eansi.  Es  stehen  also  die  Cotangenten  der  Curswinkel  ent- 
sprechender Trajectorien  in  einem  constanten  Verhältnisse 
und  diese  Eigenschaft  ist  charakteristisch  fttr  die  einfachen 
isothermischen  Trajectorienabbildungen.  Wir  wollen  Jb  den  Modul 
der  betreffenden  Abbildungen  nennen.  Ist  k^ss +  1^  so  ist  die  Ab- 
bildung wieder  eine  conforme. 

um  zu  den  entsprechenden  loxodromischen  Abbildungen  der 
Rotationsflächen  überzugehen,  stellen  wir  die  Coordinaten  derselben  in  fol- 
gender Form  dar: 

ÄT=Xy     T^ycosu^     Z=:yHnu, 

X  und  y,  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Meridiancurve ,  seien  Functionen 
von   F;  dann  ist  das  Quadrat  des  Linienelements 

wo    ds    das    Bogenelement    der  Meridiancurve    bedeutet.     Setzt    man   nun 

ds 

—  =  t;,  wodurch  F,  also  auch  y  als  Function  von  v  definirt  ist,  so  sind 

u  und  c;  Abbildungsparameter,  und  wir  können  die  oben  entwickelten  For- 
meln anwenden.    Die  Gleichung  einer  Lozodromie  mit  dem  Curs  a  ist  dann 


/ 


/ 


ds 

—  :=zuetga  +  m. 
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Bei  der  einfachen  loxodromischen  Abbildung  kOnnen  wir  bei  passender 
Wahl  der  Anfangsmeridianebenen  immer  o^  =  0  setzen.  Ausserdem  genügt 
es,  den  Pall  zu  betrachten,  wo  a,  =  l  ist,  so  dass  6g  =  Ä;  ist;  denn  durch 
eine  Dehnung  der  Parallelkreisbogen  nach  constantem  VerhSltniss  können 
wir  eine  der  beiden  Flächen  loxodromisch  auf  sich  selbst  abbilden  und  so 
die  allgemeinere,  einfach  loxodromische  Abbildung  herstellen.  Wir  setzen 
deshalb  für  die  Folge  u,  =u;  dann  kOnnen  wir  die  entsprechenden  Meri- 
diane als  in  derselben  Ebene  liegend  annehmen,  und  wir  haben  es  nur  mit 
einem  Problem  der  Ebene  zu  than.  Die  Bedingung  der  loxodromischen 
Verwandtschaft  ist  alsdann 


•■='"^'/'^-*/f 


Man  kann  das  Vorzeichen  des  Moduls  k  im  Allgemeinen  positiv  nehmen, 
weil  man  das  Vorzeichen  von  ds  dementsprechend  wählen  kann.  Ist  aber 
dieses  Vorzeichen  durch  andere  Bttcksichten  bestimmt,  so  muss  man  für  k 
anch  negative  Werthe  zulassen.  Man  vergleiche  hierüber  den  Abschnitt  V. 
Schreibt  man  die  Gleichung  I)  in  Form  einer  Differentialgleichung 

ds.      -  ds 

-^=:  k  —  > 

Pi         y 
so  Iftsst  sie  eine  einfache   elementenweise  Construction  der  Abbildung  er- 
kennen.    Die  Aufgabe  der  loxodromischen  Abbildung  der  Botationsflächen 
aufeinander  ist  hierdurch  vollständig  gelOst. 

Die  besprochene  Abbildungsart  giebt  nun  Veranlassung  zu  einer  Beihe 
anderer  Probleme.  Wir  wollen  solche  Probleme  besprechen,  uns  aber  auf 
die  einfache  loxodromische  Abbildung  der  Botationsflächen  beschränken. 

Man  kann  zunächst  verlangen,  dass  zwei  Flächen,  welche  aufeinander 
einfach  loxodromisch  abgebildet  sind,  ausserdem  noch  irgend  eine  andere 
Bedingung  erfüllen,  so  dass  nur  eine  der  beiden  Flächen  gegeben  sein  kann, 
während  die  andere  bestimmt  wird,  dass  also  eine  gewisse  Flächenver- 
wandtschaft definirt  ist. 

IL  Wir  nehmen  zunächst  als  zweite  Bedingung  die,  dass  die  Flächen 
zugleich  perspectivisch  aufeinander  abgebildet  sind,  und  nennen  die  so  defi- 
nirie  Verwandtschaft  die  perspectivisch-loxodromische.  Hierbei 
mnss  das  Projectionscentrum  auf  der  gemeinschaftlichen  Axe  liegen,  und  es 
mfissen  entsprechende  Meridianebenen  zusammenfallen.  Wählt  man  das 
Projectionscentrum  als  Anfangspunkt  eines  Polarcoordinatensjstems,  und  sind 
r,,  fp^  und  r,  q>  die  Polarcoordinaten  entsprechender  Punkte  der  Meridian- 
curve,  so  sind  die  beiden  Bedingungen  zu  erfüllen 

n)  9>t  =  9. 
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Hieraas  folgt  die  Differentialgleichung 

1  ds.      ,1    d$ 
r,   dq>  r  dq> 

oder  wenn  man,   wie  gewöhnlich,  mit  ^  den  Winkel  bezeichnet,  welchen 
der  Vector  mit  der  Tangente  bildet, 

ksin'^i^'sinilf. 

Diese  Gleichung  drückt  eine  einfache  Eigenschaft  der  gesuchten  Curve  ans. 
Zur  analytischen  Behandlung  bringt  man  die  Gleichung  III)  in  die  Form 


/'+(^)'-/^^ 


also  ist  

ni)  7f  =  ±/^(**-^)+**(7/' 

woraus  folgt 

Hierdurch  ist,  wenn  r  als  Function  von  q>  gegeben  ist,  r^  bestimmt. 

Bückt  der  Pol  ins  Unendliche,  so  findet  man  durch  eine  einfache 
Orenzbetrachtung  statt  dessen  die  Gleichung  in  rechtwinkligen  Coordinaten 

III')  ^-iL=  +  /(A._l)  +  Ä»(fiJoder  $.  =  ±///()k'-l)  +  Ä^0i,+- 

In  diesem  letzteren  Falle  findet  zwischen  entsprechenden  Bogen  beider  Car- 
Yen  die  einfache  Belation  statt,  dass  8i^=^lc8  ist. 

Den  beiden  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  entsprechen  im  allgemeinen 
Falle  Gurren ,  welche  durch  reciproke  Badien  einander  entsprechen.  Liegt  da- 
gegen der  Pol  im  Unendlichen,  so  werden  dieselben  symmetrisch.  Den  ver- 
schiedenen Werthen  von  c  entsprechen  ähnliche  und  ähnlich  liegende  (ftLr  un- 
endlich entfernten  Pol  congruente)  Curven.  Man  erkennt  leicht  eine  grosse  Hdnge 
einfacher  Beziehungen  zwischen  beiden  Curven,  von  denen  wir  die  folgende  her- 
vorheben, die  wir  aber  nur  für  endlichen  Pol  aussprechen,  den  Uebergang  zum 
Grenzfall  dem  Leser  überlassend.  Die  Gleichung  III)  ist  unabhängig  von  der 
Bichtung  der  Aze,  sofern  dieselbe  nur  durch  0  geht.  Stehen  also  zwei 
ebene  Curven  in  dem  durch  III)  bestimmten  Zusammenhange, 
80  erhält  man  dadurch,  dass  man  beide  gemeinsam  um  eine 
beliebige  durch  0  gelegte  Gerade  der  Ebene  rotiren  lässt, 
stets  zwei  nach  dem  Modul  X;  perspectivisch-loxodromisch  ver- 
wandte Botations flächen.  Wichtig  ist  femer  die  Bemerkung,  dass, 
wenn  r  für  irgend  einen  Werth  von  q>  unendlich  klein  von  der  Ordnung  n 
ist,  fi  von  der  Ordnung  +kn  unendlich  klein  ist.  Hierdurch  kann  das 
Verhalten  der  gesuchten  Curve  im  Unendlichen  und  in  der  Nähe  des  Pro- 
jectionscentrums  beurtheilt  werden.  Durch  Anwendung  auf  bestimmte  Bei- 
spiele kommt  man  zu  mancherlei  interessanten  Besultaten.    Ist  der  gegebene 
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Meridian  ein  Kreis,    dessen  Radius  wir  znr  Einheit  wählen,   und   dessen 
Mittelpunkt  Ton  0  den  Abstand  a  hat,  so  ist 


and  es  ergiebt  sich 


r^a  cosqf  +  /l  —  a*  sin(p\ 


ein  elliptisches  Integral  zweiter  Ordnung.  Ist  a  =  0,  so  reducirt  sich  die 
Cnrve  P|  auf  eine  logarithmische  Spirale,  die  aber  nur  reell  ist,  wenn 
i^^l.  üeberhaupt  sind  die  Gestalten  der  Cunren  wesentlich  Terschieden, 
je  nachdem  Ae*  >  1  oder  ^  1  ist.  Far  « s=  1  yereinfacht  sich  die  LOsung 
folgendermassen.     Setzt  man 

^^'^fE^'  •«  »t  ♦•»•-(jrö*-C-^)* 

Auch  hier  ergeben  sich  zwei  wesentlich  Torschiedene  Gestalten,  je  nachdem 
i>l  oder  %^1  ist.  Da  der  gegebene  Kreis  durch  den  Anfangspunkt 
geht,  so  ist  seine  reciproke  Curye  eine  Gerade,  und  da  wir  diese  ebenso 
gut  als  gegebene  Meridiancurye  nehmen  können,  ohne  dass  die  Resultate 
sich  ändern,  so  erhalten  wir  hier  die  LOsung  des  Molins'schen  Problems, 
jedoch  in  etwas  einfacherer  Form.  Zu  bemerken  ist,  dass  Herr  Molins 
bei  der  Discussion  der  Meridiancurye  sich  nur  auf  den  Fall  A;  >  1  beschränkt 
hat,  wo  die  Curve  einen  Doppelpunkt  auf  der  Axe  erhält  und  parabolisch 

mit  der  Richtung  9>  <=  a-  ins  ünendb'che  geht.     Ist  Ä;  <  1,  so  bekommt  sie 

eine  Spitze,  die  nicht  auf  der  Aze  liegt,  und  hat  die  Tangente  des  gegebe- 
nen Kreises  in  0  zur  Asymptote.  Ferner  aber  kOnnen  wir  nach  der 
obigen  Bemerkung  zur  Rotationsaxe  jede  durch  0  gelegte  Ge- 
rade wählen,  so  dass  wir  zugleich  alle  Rotationsflächen  ge- 
funden haben,  welche  den  geraden  Kegelflächen  loxodromisch 
und  perspectivisch  verwandt  sind. 

Der  Grenzfall  a  =  oo  führt  auch  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Gat- 
tung. Auf  niedere  Transcendente  wird  man  u.  A.  gefELhrt,  wenn  man  als 
gegebene  Meridiancurye  wählt  Curyen  mit  den  Gleichungen  r==a(9vnaq>Y. 
Ebenso  wenn  der  gegebene  Meridian  eine  Parabel  im  weiteren  Sinne  des 

Wortes   ist,    mit    der  Gleichung    f— j=s(— j     mit   rechtwinkligen,    oder 

— )       SS -^  in  Pola^coordinaten.     Die  letzteren  Curyen   führen  auch 

a/  coifp^ 

zn  bemerkenswerthen  Resultaten,  wenn  man  das  Projectionscentrum  in 
unendlicher  Entfernung  wählt  Für  gewisse  Werthe  von  fi  rednciren 
sieh  alsdann  die  Integrale  auf  elliptische  oder  auf  niedere  Transcendenten. 
Besonders  interessant  sind  hierbei  die  Fälle  fiBs^  und  fiB=f,  d.  h.  wenn 
die  gegebene  Meridiancurye  eine  semicubische  Parabel  ist,  welche  im  ersteren 
Falle  die  y-Axe,  im  zweiten  die  a;- Axe  zur  Rückkehrtangente  hat 
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Ist  n  =  i,  also  x=^^Tr*  bo  findet  man  als  zweite  Meridiancarve 

^^  =  UJV^ W-)  ' 

also  wieder  eine  semicabische  Parabel,  deren  Bückkebrtangente  der  ^-Axe 
parallel  ist. 

Ist  aber  n=f,  also  x=^a'*y*f*,  so  findet  man  als  zweite  Meridiancnrve 
nach  einigen  Rechnungen 

(1  -  Ä«)V.  a?;/-  +  (1  -  Ä*)!^'/»  =  Wa\ 
also    wieder   die  Evolute  eines   Kegelschnittes.     Eine  genauere  Discnssion 
führt  mit  Bücksicht  darauf,  dass  jede  der  Meridiancurven  parallel  der  Aze 
beliebig  verschoben  werden  darf,  zu  folgendem  Besultat: 

•Botirt  das  System  der  Evoluten  einer  Schaar  von  Kegel- 
schnitten mit  gemeinsamem  Brennpunkt  und  zugehöriger  Di- 
rectrix  um  eine  zurDirectriz  senkrechte,  sonst  aber  beliebige 
Gerade  der  Ebene,  so  entsteht  ein  System  von  BotationsflSchen, 
welche  lozodromisch-perspectivisch  verwandt  sind  in  Bezug 
auf  den  unendlich  entfernten  Punkt  der  Botationsaxe  als  Pol« 
Für  irgend  zwei  Evoluten  selber  gilt  der  Satz,  dass  die  Bogen, 
welche  von  zwei  beliebigen  Parallelen  zur  a;-Axe  abgeschnitten 
werden,  zueinander  in  constantem  Verhttltniss  der  Moduln 
stehen. 

nL  Man  kann  nun  aber  statt  der  Bedingung  der  perspectivischen  Lage 
auch  mancherlei  andere  Bedingungen  aufstellen.  Verlangt  man  z.B.,  dass 
die  entsprechenden  Flftchen  durch  Oerade,  welche  senkrecht 
auf  die  Axe  gefftUt  sind,  aufeinander  projicirt  sind,  so  wird 
Xi  =  x  und  man  findet  die  Differentialgleichung 

Vi  y 

Die  Integration  gelingt  in  gewissen  Fällen,  namentlich  wenn  der  gegebene 

Meridian  eine  Gerade  ist,  y  =  Ä^y;  dann  wird  ^— — ^i-^  =  — ; — .  Man  findet 

y,  xsmy 

ein  singulftres  Integral  yi^xtgy^^  wo  swyj  =  ??^  =  —  ist,  also  als  zwei- 

IC  K 

ten  Meridian  wieder  eine  Gerade,  die  aber  nicht  immer  reell  ist.  Das  all- 
gemeine Integral  l&sst  sich  nach  bekannten  Methoden  finden,  da  die  Diffe- 
rentialgleichung homogen  ist    Setzt  man  y^^=xtgw  und  dann  il ^o)  = * 

cosu 
tgi^u^=t^  SO  findet  man  schliesslich 

2 
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(1-0'-' 

Für  1=1  findet  ein  singulärer  Fall  statt. 

Alle  demselben  Werthe  von  k  entsprechenden  particnlSren  Integrale 
stellen  Meridiane  von  Flächen  dar,  welche  aufeinander  durch  die  auf  die 
Axe  gefällten  Senkrechten  conform  abgebildet  sind. 

Der  einfachste  Fall  tritt  ein,  wenn  gegeben  ist  y  =  h  (constant),  also 
wenn  {P)  ein  Cjlinder  ist.     Man  findet  dann  als  singuläres  Integral  y^  =  ^, 

=— »  und  als  allgemeines  yi="^\e  f^i  +e      *»  /.    Die  Fläche  (P,)   ist 

also  entweder  die  Rotationsfläche  einer  Eettenlinie  mit  der  Höhe  h^,  ein 
Katenoid,  oder  ein  Cy  lind  er  mit  dem  Radius  \^  der  von  allen  jenen 
Katenoiden  eingehüllt  wird.  Hieraus  folgt  weiter:  Irgend  zwei  Eate- 
noide  mit  gemeinsamer  Axe  werden  durch  Strahlen,  welche 
die  Aza    senkrecht    durchschneiden,    loxodromisch    nach    dem 

Parameter   =-    aufeinander    abgebildet.      Sind   die  Höhen   ein- 

ander  gleich,  also  die  Eatenoide  durch  Verschiebung  längs 
der  A^e  auseinander  hervorgegangen,  so  ist  die  Abbildung 
eine  conforme.  Jedes  in  Betracht  kommende  Katenoid  kann 
auch  durch  den  Cjlinder  ersetzt  werden,  welcher  dasselbe 
iSngB  des  Eehlkreises  berührt. 

ly.  Ein  drittes  Problem  erhält  man,  wenn  man  die  Bedingung  stellt, 
dass  die  entsprechenden  Meridiane  in  dieselbe  Ebene  fallen, 
und  dass  die  Richtungen  der  entsprechenden  Meridianelemente 
einen  constanten  Winkel  bilden. 

Sind  T|  und  t  die  Richtungswinkel,  so  hat  man  die  Gleichungen 

— ic=Ä—  und  t,  =  t  +  y. 

yi       y 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht  die  Differentialgleichung 

-Mlszh  —  {cosy  +  smy.ctgx)^     dx^  =  dy^dg(x+y). 

Vi        y 

Ist  der  erste  Meridian  bekannt,  so  ist  y  bekannte  Function  von  t,  und  das 
Problem  ist  auf  Quadraturen  zurückgeführt. 

Ein  interessantes  Beispiel  für  dieses  Problem  ergiebt  sich,   wenn  man 

ausgeht    von    einem   Kreise    x^acosg),    y=:asinq>]    T  =  ^  +  gp,   Ti=-o 

+  <jp  +  y.     Es  ergiebt  sich  dann 

— ^-  =  hägq>  [cosy  —  siny  tgq>]dg)y 
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und 

Xi^--  a^JcJ*sing>''^^''y er'"^'*Y9  (cosy  +  sinytgq>)  d(p. 
Für  y  =  0  erhält  man 

y^  =  a^  s»n<p*,     rc,  =.  —  a,  Ä; JVwi  qp*  dg). 
Das  letztere  Integral  Iftsst  sich  in  vielen  Fällen  durch  niedere  Transcendente 
ausdrücken..  Für  Je  =  2  erhalten  wir,   wenn  wir  die  willkürliche  Constante 
a,  durch  2&  bezeichnen: 

yi  =  h{l  —  cos2q>),    «1  =  —  5(2(p  — 5tn2g)). 

Bildet  man  also  einen  Kreis  (/^)  und  eine  einfache  Cykloide 
{Fl),  welche  eine  Centrale  dieses  Kreises  zur  Bahn  des  rollen- 
den Kreises  hat,  so  aufeinander  ab,  dass  die  Tangenten  in  ent- 
sprechenden Punkten  parallel  sind,  und  lässt  man  beide  Cur- 
ven  um  jene  Centrale  als  Axe  rotiren,  so  sind  die  Kugel  und 
die  Cykloidenrotationsfläche  durch  die  Punkte  P  und  P^  loxo- 
dromisch  nach  dem  Modul  2  aufeinander  abgebildet. 

Für  A;  =  3  findet  man  y,  =  5(3sm(p  — ^w3(jp),  Xi=—h(9cosg)—cos3q>)y 
eine  geschlossene  algebraische  Curye  sehr  einfacher  Natur  (aber  keine  Epi- 

n  ^ 

cykloide).     Auch  wenn  man  y  =  -^  setzt,  vereinfachen  sich  die  allgemeinen 

Formeln  bedeutend.  Auch  für  die  Parabeln  —  =  (— j  ergeben  sich  ein- 
fache Integrale.  Wir  beschränken  uns  auf  den  einfachsten  Fall  y  =  0.  Man 
findet,  wenn  man  setzt  r  =  *»i 


mithin 

mk 


fmh  +  l    Xi\mk  +  } 

mh      Oj 
Ein  singulärer  Fall  tritt  ein,  wenn  inÄ;  +  l  =  0;  dann  ist 


«1       V 


V.        ^ 
yi  =  aiCtgT^    x^  =  a^lnctgx^    also   ^  =  6*". 

Es  entspricht  also  einer  Parabel  im  weiteren  Sinne  im  All- 
gemeinen wieder  eine  solche  Curve,  in  einem  singulären  Falle 
eine  Logistik. 

Wir  wollen  nun  noch  solche  Probleme  betrachten,  bei  welchen  zu 
der  Bedingung  der  einfachen  loxodromischen  Verwandtschaft  Bedingungen 
hinzutreten,  durch  welche,  wenn  sie  allein  beständen,  schon  eine  der 
beiden  Flächen  bestimmt  ist,  sobald  die  andere  gegeben  ist.  Besteht  aber 
auch  die  erstgenannte  Bedingung,  so  darf  keine  von  beiden  Flächen  mehr 
gegeben  sein;  sie  werden  vielmehr  beide  bestimmt.  Wir  beschränken  mu 
hier  auf  zwei  Fälle. 
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y.  Znnäclist  stellen  wir  das  Problem  der  Anfsnohnng  einfach 
loxodromisch  verwandter  paralleler  BotationsflSchen. 

Hierbei  versteht  es  sich  von  selbst,  dass  entsprechende  Punkte  in  die- 
selbe Meridianebene  ÜEJlen. 

Die  Bedingung  der  einfachen  loxodromischen  Verwandtschaft  ist 

I)  ^==Ä^. 

yi        y 

Damit  die  entsprechenden  Punkte  gemeinsame  Normalen  haben,   muss  sein 

II)  x^—x^-^-csinx^    yi  — y  =  +  c<»ST, 

wo  c  den  Abstand  der  parallelen  Curven  bedeutet,  t  den  gemeinschaftlichen 
Richtungswinkel  der  Tangenten.     Da  nun  dSj^  =  dy^\sinT^   ds^=dy\sinxy 

so  ist 

ni)  ^=:Ä^.  also  yi  =  cii^. 

Vi         y 

Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  II) 

IV)  co5T  =  (ay*— y):c, 

also 

V)  rfyx=?^      «v*-y      . 


Diese  Differentialgleichang  hat  erstens  das  singulSre  Integral 

VI)  c«-(ay*-y)«  =  0. 

Dies  ergiebt  einen  conatanten  Werth   fttr  y,  also  eine  CjlinderflKche. 
Das  allgemeine  Integral  ist 

VII)  r  ("9^-9)^» 


-M 


Hierdurch  ist  die  eine  Meridiancurve  bestimmt,  c  kann  immer  positiv 
genommen  werden,  wenn  man  das  Vorzeichen  des  Krümmungsradius  q 
passend  bestimmt.     Weiter  ist  nach  U) 

VIII)  a:,=a;-cmt  =  -^c«-l^P^^^+ r^^ 

Es  sind  also  auch  die  Coordinaten  des  Punktes  P^  als  Functionen  von  y 
bestimmt.  Hiermit  ist  das  Problem  vollständig  auf  Quadraturen  zurück- 
geführt üebrigens  ergiebt  sich  auch  direct,  entsprechend  der  wechsel- 
seitigen Beziehung  beider  Curven, 

IX)  «,=  #     j  — :— <^y>- 


?^'-(».-ft)')' 


Die  Oleichungen  II)  und  III)  gestatten  eine  ausserordentlich  einfache 
Constraction  des  Punktes  P,,  wenn  P  gegeben  ist,  und  damit  auch  der 
gemeinsamen  Normale  PP^^  so   dass  man  leicht  zum  Nachbarpunkte  über-        j 
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gehen ,  also  elementweise  die  Curven  construiren  kann.  —  Differenzirt  man 
femer  die  Gleichung  IV)  nach  y  and  beachtet,  dass  dy^ds-sint  ist,    so 
findet  man  leicht  ftlr  die  Krümmungsradien  der  Curven  {P)  und  (Pj) 
.  ds         cy  cky^ 

woi:aus  sich  noch  die  einfache  Relation  ergiebt  Qi''Q  =  ^yi'y* 

Es  lässt  sich  also  auch  der  gemeinschaftliche  Krümmungsmittelpunkt  M 
beider  Curven  leicht  construiren.  Bei  diesem  Problem  tritt  der  in  I)  bereite 
angedeutete  Fall  ein,  dass  die  Vorzeichen  von  ds  und  dSi  bereits  durch  die 
Wahl  der  Parameter  bedingt  sind;  man  muss  deshalb  hier  positive  and 
negative  Werthe  des  Moduls  k  unterscheiden,  und  es  zeigt  sich  das 
für  die  Gestaltsverhältnisse  wichtige  Gesetz:  Wenn  kyi'.y  po- 
sitiv ist,  sind  beide  Curven  nach  derselben  Seite  concav;  wenn 
dagegen  hy^iy  negativ  ist,  kehren  sie  sich  gegenseitig  ihre 
concave  Seite  zu. 

Für  gewisse  Werthe  von  k  führen  die  Integrale  VIII)  und  IX)  auf 
elliptische  Functionen  oder  auf  niedere  Transcendente. 

Ist  zunächst  A;  =  +  l»  so  kommt  man  auf  concentrische  Kugeln^  oder 
für  o  =  1  auf  Ebenen  senkrecht  zur  Aze ,'  und  dieselben  sind  aufeinander 
conform  abgebildet. 

In  allen  Fällen,   wo  k  von  +1  verschieden  ist,   kOnnen  wir  zunächst 

acs-f  -j---^  setzen,  und  indem  wir  a  zur  Längeneinheit  wählen,  erhalten 
wir  als  Integrationsconstante  «  =  +1,  so  dass  wir  haben 

Besonders  hervorzuheben  ist  der  Fall  A;  =  — 1,  weil  dann  die  Abbildung 
auch  conform  ist.  Alsdann  ist  bei  passender  Wahl  des  Vorzeichens  der 
Quadratwurzel 

X'' 


Setzt  man  noch  c=^y  +  —  t   wobei   man  für  y  nur  positive  reelle  Werthe 
>  1  zu  berücksichtigen  braucht ,  so  wird 


_/L_Ü±£L=.,. 


Setzt  man  femer  ^*  =  1 j  und  y  =  —  —  = »  so  kommt 


Dies  lässt  sich  in  bekannter  Weise  durch  elliptische  Functionen  ausdrücken. 
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Auch  fflT  k  =  2  und  %  =  3  kommt  man  auf  elliptische  Integrale ,  welche 
sich  in  folgenden  Fällen  auf  niedere  Transcendente  reduciren,  nSmlich  für 
Ae=:2,  «  =  +  1  und  c  =  i  und  fttr  Ä  =  3,  a  =  +  l  und  c^j/^Sf, 

Uebrigens  lassen  sich  die  Gestalten  der  Meridiancurven  mit  Bücksicht 
auf  die  entwickelten  Relationen  auch  ohne  Berechnung  der  Integrale  sehr 
wohl    flbersehen,   worauf  aber  hier  nicht  weiter  eingegangen  werden  kann. 

TL  Als  letztes  Problem  besprechen  wir  die  Aufsuchung  einer 
Rotationsfläche,  welche  mit  ihrer  Evolutenfläche  einfach  lozo- 
dromisch  verwandt  isi  Auch  hierbei  fallen  enteprechende  Meridian- 
ebenen zusammen. 

Sei  {P)  die  erste  Meridiancurve ,  (Pj)  ihre  Evolute,  q  und  t  der  Krüm- 
mungsradius und  der  Richtungswinkel  von  (P). 

Dann  haben  wir  die  Bedingungen 
i\  dg|  _kd8 

--  I  ds^Qdr^     äx  =  Qca8täT,      dy=^Qsintdxf 

\  d$i=:Q'dx^     «^  =  05  — ^ÄifiT,    yi  =  y  — pa>5T. 
Die  Differentiationen   nach  r  sind  hier,   wie  in  der  Folge,   durch  Accente 
bezeichnet.     Aus  obigen  Gleichungen  folgt 

UI)  ^=s*^i 

yi      y 

woraus  sich  leicht  ergiebt,  wenn  mau  t«  =  -= 1  setzt: 

k    q 

IV)  y=^'. 

also,  da  y^qsinx  ist, 

^  =  uigx. 

y 

Dagegen  ergiebt  sich  durch  logarithmisches  Differenziren  von  IV) 

^^^^tgx^^^k{u  +  l)^tgx-^' 
y       Q  u  '       ^         \k 

Aas  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

u(t«+l)  ^ 

also 

■  =  AT  +  In  «WT  +  Itly, 


h 


t*(u+l) 

wo  2f»y  die  Integrationsconstante  bedeutet 

Nach  Ausführung  der  Integration  ergiebt  sich  . 
ye**awT         ,       p'  k 

I  — ye**C05T  p       l  —  yer^cosx 
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Hieraus  kann  p  und  dann  y  gefunden  werden.  Zur  Bestimmung  der  Con- 
stanten  setzen  wir  fest,  dass  für  T  =  a,  9  =  &,  3/  =  ä»  ^i  =Ä  +  l>cosy  =  (Jo 
sei.     Dann  ist 

,   ^  _  ,    r dt 

a 

y^ J^^c^^) =J9StnxdT  +  a. 

z 
X  =  rp  COST  dt. 

rt 

Hierdurch   ist   die  Curve  (P),    also    auch   die  Curve  (P,)   YoUständig 

bestimmt.     Es  ist   zu    bemerken,    dass  die  Gleichung  ^'sX;^—    folgende 

geometrische  Betrachtung  vermittelt.  Sind  irgend  zwei  entsprechende  Punkte 
P  und  P,  gegeben,  so  ist  PP|  =  ^.  Dann  lässt  sich  q\  der  Krümmungs- 
radius der  Evolute,  aus  obiger  Gleichung  construiren  und  femer  die  ent- 
sprechenden Bogenelemente  |25=  ^  dir,  dB^^=^q^dz  für  gegebenes  dx.  Man 
wird  so  zu  zwei  entsprechenden  Nachbarpunkten  geführt,  kann  also  beide 
Curven  elementweise  construiren. 

Eine  eingehende  analytische  Discussion  der  Curve,  die  zu  ganz  inter- 
essanten Betrachtungen  und  Resultaten  führt,  würde  an  dieser  Stelle  zu 
viel  Baum  beanspiTichen.  Ich  behalte  mir  dieselbe  für  eine  andere  Mit- 
theilung vor. 

Berlin,  im  Januar  1888. 
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XI. 

Untersuchungen  über  die  Constitution  unendlioh  dünner 

astigmatischer  Strahlenbündel  nach  ihrer  Brechung 

in  einer  krummen  Oberfläche. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  MATTraESSEN 

in  Boitook. 


Von  der  Brechung  eines  unendlich  dünnen  nicht  l^omocentrischen  Strah- 
lenbündels ,  welches  zwei  Brennlinien  in  zwei  aufeinander  senkrechten  Focal- 
ebenen  besitzt,  hat  C.  Neumann  eine  vollständige  Darstellung  gegeben. 
(Ber.  d.  königl.  sächs.  Ges.  d.  Wiss.,  Math.-phys.  Ol.  1880.  S.  53.)  Derselbe 
wendet  zu  dem  Zwecke  das  Fermat'sche  Princip  von  der  kleinsten  optischen 
Länge  an,  sowie  die  Folgerung  des  Malus 'sehen  Satzes,  dass  das  in  einem 
isotropen  Medium  gebrochene  Strahlenbündel  ebenfalls  zwei  aufeinander 
senkrechte  Focalebenen  mit  zwei  Brennlinien  besitze.  C.  Neumann  nimmt 
jedoch  nach  Sturm  an,  dass  die  Brennlinien  vor  der  Brechung  auf  dem 
Haupttftrahle  senkrecht  stehen  und  auch  nach  beliebig  vielen  Brechungen 
senkrecht  auf  demselben  bleiben.  Wir  wollen  nun  dieNeumann'sche  Dar- 
stellung in  dieser  Richtung  verallgemeinern  und  zu  zeigen  versuchen,  dass 
selbst  dann,  wenn  die  Brennlinien  vor  der  Brechung  auf  dem  Hauptstrahle 
senkrecht  stehen,  sie  es  nach  der  Brechung  im  Allgemeinen  nicht  mehr 
bleiben,  sondern  eine  bestimmbare  Inclination  gegen  denselben  annehmen, 
wie  es  dem  Verlaufe  der  Bückkehrkante  der  Brennfläche  naturgemäss  zu 
entsprechen  scheint.  Die  bekannten  Gleichungen  der  Object-  und  Bild- 
distanzen  werden  durch  unsere  weitergehenden  Untersuchungen  in  keinerlei 
Weise  modificirt,  sondern  nur  die  Beziehungen  für  die  Lagen  der  Brenn- 
linien aus  denselben  zugleich  mitgewonnen.  Dies  Theorem  erscheint  um  so 
wichtiger,  als  in  der  praktischen  Dioptrik  für  messbar  dünne  Strahlenbündel 
die  Inclination  bemerkbar  wird.  Wenn  die  Azimuthe  und  Inclinationen  der 
Brennlinien  des  einfallenden  Strahlenbündels,  sowie  ihre  Distanzen  vom  Ein- 
fallspunkte gegeben  sind,  so  lassen  sich  dieselben  Elemente  für  das  gebrochene 
Strafalenbündel  berechnen.  Sämmtliche  Strahlen,  welche  von  einem  leuch- 
tenden Punkte  oder  einer  Brennlinie  ausgehen  und  dem  astigmatischen 
Strahlenbündel  angehören,  gehen  auch  durch  beide  Brennlinien  des  gebroche- 
nen Strahlenbündels.     In  einer  früheren  Abhandlung  (Acta  mathematica  IV, 
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2  [1884],  S.  177)  i8t  von  mir  gezeigt  worden,  dasB  man  zur  vollständigen 
Bestimmung  des  Ortes  und  der  relativen  Lage  der  beiden  Brennlinien  eines 
beliebigen,  auch  endlich  dicken  astigmatischen  Strahlenbündels  mindestens 
vier  Strahlen  kennen  muss  und  dass  alle  übrigen  Strahlen  desselben  gewisse 
Bedingungen  erfüllen  müssen,  um  demselben  anzugehören. 

Sind  auf  dem  Hauptstrahle  r  und  r^  die  conjugirten  Object-  und  Bild- 
distanzen von  dem  Einfallspunkte,  n  und  n^  die  Indices  der  Medien,  so 
lässt  sich  der  Fermat'sche  Satz  anwenden:  Die  optische  Länge  (Gangzeit) 
eines  St;rahles  zwischen  Object-  und  Bildpunkt  ist  ein  Minimum,  also 

nr  =  niri=u  =  Min. 
Ist  nun  ({x^y^  ;ef)  =  /'=0  die  Gleichung  der  brechenden  Fläche  und  sind 
(^1^1^)   sowie    (og^gCg)   die  Oerter  vom  Object-   und  Bildpunkte,   {x^y^e) 
der  Einfallspunkt  des  Hauptstrahles  des  Bündels,  so  ist 


r  =  V{fl,-x)*  +  (6,  -  yY  +  (c,  -  «)», 

also 

nr  +  n^rj  =  M  =  F{x  ,y,z)  =  Min. 
und 

nor  +  ni  ^r,  =  ^M  =  0. 

Führen  wir  statt  der  totalen  die  partiellen  Differentiale  ein,  so  ist 

Wir  können  dx  eliminiren  und  haben  in  der  Finalgleichung  die  Coeffi- 
cienten  der  willkürlichen  Differentiale  dy  und  dz  gleich  Null  zu  setzen. 
Multipliciren  wir  die  zweite  Gleichung  mit  X,  subtrahiren  und  setzen 

80  folgt  weiter 

Daraus  ergeben  sich  die  Relationen 

'>-(|)+-.(|)— «.-.='(g)'  ■ 

Sie  reichen  zur  Bestimmung  von  Ä^,  B^,  C^  aus,  wenn  x,  y  und  g  bekannt 
sind.  In  diesen  Gleichungen  bedeuten  ^,  J?,  O  die  Bichtungscosinusse  des 
einfallenden  Strahles  r  gegen  die  Coordinatenaxen,  A^y  B^^  C^  die  des 
gebrochenen  und   zwar  in   der  Richtung  des  fortschreitenden  Lichtes.     Da 
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eine  Zunahme  Ton  r  eine  Abnahme  Yon  r,  im  Gefolge  hat,  so  erklären  sich 
daraas  die  entgegengesetzten  Vorzeichen.  Wir  bezeichnen  weiter  die  Bich- 
tangscosinus  der  Normale  des  Einfallsponktes  mit  cosa^  cosß,  casy,  den 
Einfalls-  und  Brechungswinkel  mit  e^  und  e^^  die  Azimuthe  der  Einfalls- 
ebene gegen  die  zu  x,  y^  0  parallelen  Normalebenen  mit  9),  q>\  q>\  die 
der  Brechungsebene  mit  t/;,  t/;',  ^'\  Dann  gelten  für  die  Bichtungscosinusse 
der  Hauptstrahlen  r  und  r^  in  der  Richtung  der  Lichtbewegung  folgende 
Systeme  von  Gleichungen: 

f  —  j  =  ^  s=  co8a  cose^  +  stnasme^  C08g>y 
2)  (— j  =  J5  =  co5ß 0056,  +  «n/1  mcj  cosg>\ 


(K)- 


-cosycose^  +  siny  8ine^cosqi'\ 

(»«(g)  +  gp')  =  —  cotacotßf 

3)  co8((p  +  g>'')  =  —  cata  caty, 
co${g>'—  q>')  =  —  coiß  coty. 

Ferner  ist  für  den  gebrochenen  Strahl 

—  (^)  =  -äj  =  cosa  cose^  +  8ina  sine^  cos^^ 

4)  —  (g-*)  =  Bi  =  co8ß  case^  +  sinß  sme^  co8'^\ 

—  f-j^j=  C^^cosy  co8e^  +  8my  sine^cosfi/'^ 

cM(t/;  +  ^')  ^^-^  catotcatß, 

5)  C08{if  +  ^")  ^  —  cotacoty^ 
co8{ii/''-  V)  ^--cotß  coty. 

Zur  Vereinfachung  der  Formeln  wtthlen  wir  nun  den  Einfallspunkt  (Xy  y^ 
z)  als  Coordinatenanfangspunkt  und  die  Normale  zur  ie^-Aze.  Für  ein  un- 
endlich kleines  Oberfläohenelement,  welches  Ton  dem  unendlich  dünnen 
Strahlenbttndel  getro£fen  wird ,  können  wir  alsdann  das  osculirende  elliptische 


Paraboloid 


Ma?  +  20xy±Ny^       _^ 
2  '"^ 


setzen,  und  es  ist  a?  =  0,  y  =  0,  z^^O  und  dz^Q.     Nennen  wir  c  das 

Azimuth  der  Einfallsebene  gegen  den  I.  Hauptnormalschnitt  der  Flüche  und 

bezeichnen   die  Krümmungsradien  der  beiden  Hauptnormakchnitte  mit  q^ 

und  p,,  so  wird  ^  «        •     « 

3f=-r= + > 

9  9i  9% 

£t\                                        xr       1         *^*'  I    ^*«* 
O)  A=-?7= 1 » 

Q  Qi  Q% 

\sin$co8i. 


o=(i-i), 

,  Google 
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Infolge  der  Verlegung  der  Coordinaten  wird  nun  a  =  90^,  ^  =  90°, 

y  =  0  ®  5  ferner  cos  (9)  +  9')  =  005  (t/;  + 1(;')  =  0 ;  deshalb  werden  die  Richtongs- 

oosinnsse  .        .  .         , 

-.  Ä  =  8%ne2€08g>,    ^|  <=5in6i  ca5i|;, 

B  =  sine2$ing>'^    B^^^sineiSin^. 
Da  fUr  das  unendlich  kleine  Flächenelement 

K^D=»■  Kl-D=»'  'G-0=-' 

ist,  so  folgt  weiter 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  Ä  und  B  findet  man,  wie  die  beiden 
ersten  Gleichungen  ergeben ,  dass  ^  =  <p  sein  muss ,  dass  also  die  Einfalls- 
und Brechungsebene  zusammenfallen.  Verlegt  man  die  Einfallsebene  in  die 
a;x;- Ebene,  so  wird  ^=:i^s=:0^;  mithin  werden  die  Bichtungscosinusse  der 
Strahlen  A^sine^,     A^^aine^, 

J5  =  0,  5i  =  0, 

Ihre  Differentiale  sind  mit  Rücksicht  auf  die  allgemeinen  Gleichungen 
dA^  —  cose^  da  +  cose^de^^ 

9)  aJ5  =  —  cose^  dß  +  sine^  dq>, 

d  C  =  sine^  cos  q>"  dy  —  sine^de^l 
^-äi  =  — cosCj  da  +  cose^  de^^ 

10)  dB^=^  —  co8ey^dß  +  sine^  ^^, 
dC^=^siney^  cos'^*'dy  —  sine^de^. 

Die  Werthe  oosfp'dy  und  cosilf"dy  lassen  sich  bestimmen  aus  der  Belation 
C08{(p'+  (p")  =3  C05(t/;'+  rff")  =  -^cota  coty ; 

man   erhält  cosq/'=zda:dy  und  andererseits  cos'^'*  ==daidy\  ebenso  findet 

man  aus  der  Belation 

cos  {g>'—  q>")  =  cos  (^'—  rjf")  =:  —  cotßccty 

sinq>''=^8inilf"=:dß:dy.     Die   Differentiale    nehmen    demgemäas    folgende 

Formen  an:  ^  .  o     1  o 

^-ä  =  — ooscj  da  +  cose^de^, 

11)  dB  =  —  cose^dß  +  sine^dg>^ 
dCt^sine^da^sme^de^] 
dAi  =  —  cosci  da  +  coÄCj  de^ , 

12)  aJ?i  =  —  cose^  dß  +  sine^  d^, 
^  (7j  =  sine^  da  —  sine^  de^ . 

Neumann  differenzirt  statt  der  allgemeinen  Gleichungen  in  a,  /3,  y 
die  specialisirten ,  findet  also 

dA  =  cose^  de^j  dA^  =  cosCi  de^ , 
dB=^s%ne^dq>,  dB^  ^3ine^di\f, 
dC^^sine^  de^\     dCi^  —  sine^  de^, 
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Auch  diese  sind  richtig;  doch  ist  wohl  zu  beachten,  dass  hier  die  Differen- 
tiale de^  und  dCi  eine  andere  Bedeutung  haben,  als  in  den  vorhergehenden 
Formeln,  indem  sie  sich  auf  die  Richtungscosinnsse  des  Strahles  gegen  die 
Normale  des  Punktes  (0,  0,  0)  und  nicht  auf  das  Wachsthum  der  Winkel 
e^  und  e^  von  dieser  Normale  bis  zur  Normale  des  Punktes  {dx,  dy,  de) 
beziehen.  Es  wird  sich  dieser  Umstand  auch  in  der  Folge  ergeben.  Aus 
den  drei  Gleichungen  in  n  und  n^  folgt  nunmehr 
w  mcj  —  t»!  «ne^  =  0, 
13)  0  =  0, 

n  co$e^  —  »1  cose^  =  —  X. 
Die  erste  dieser  Gleichungen  enthält  das  Snellius'sche  Brechungsgesetz; 
aus  der  dritten  folgt 

Wir  differenziren  nun  die  Gleichungen  1): 
uuJ  erhalten  damit  flir  einen  unendlich  nahen  Strahl  {dx^  dy,  dz) 

.,a-vc,-.[G-^)a.+(Ä),,+(g)a.]+(|r).. 

oder 

ndÄ-n,dÄi  =  k{Mcx  +  Ody), 
14)  ndB-n^  dB^  =  k(Odx  +  Ndy), 

Substituiren  wir  die  Werthe  der  Differentiale,  so  resultirt 
-«.  ncose^^de^  —  da)  —  n,  coseiide^  —  da)  =  X{Mdx  +  Ody), 

n{8ine^  d ip  —  cose^  d ß)  —  n^(ßine^  dtjf  —  cose^  d ß)  =  k{0 dx  +  N dy). 

Wir  wollen  die  beiden  Hauptstrahlen,  welche  den  Punkt  (0,  0,  0)  der 
FlSche  treffen,  mit  £  und  Z^  bezeichnen.  Auf  dem  einfollenden  Haupt- 
strahle des  als  convergent  angenommenen  Strahlenbündels  mOgen  die  Brenn- 
linien  &,  und  h^ »  auf  dem  gebrochenen  £^  die  Brennlinien  %  und  a^  stehen 
nnd  zwar  die  ersteren  in  der  Richtung  des  fortschreitenden  Lichtes  gegen 
den  Hauptstrahl  geneigt  unter  den  Winkeln  ^  und  dj,  die  beiden  anderen 
unter  den  Winkeln  S"  und  df .  Ihre  Distanzen  vom  Punkte  (0,  0,  0)  seien 
in  der  positiven  Richtung  gemessen  beziehlich  ^,  Xq,  x^  und  x^^  die  Azi- 
muthe  der  Focalebenen  £bi  und  2^a^  gegen  die  o^^ei- Ebene  (Einfallsebene) 
beziehlich  ^,  und  9^.  Da  die  Focalebenen  aufeinander  senkrecht  stehen, 
so  sind  die  Azimuthe  von  Zb^  und  £^0^  resp.  gleich  90^+ d^  und  90^+ ^s- 
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Die  Richtangscosinusse  von   &2   ^^^   ^i  g^g^^  ^^^  Azen  seien  a,  ßj  y  md 
"n  ßn  71*     Dann  wird  sein 

y  =  C05Ä,  cose^  +  sfwÄ|  stneg  sin^, ; 

1«,  =  cosö'sine2  +  st»ö'a>scg(30s^i, 

Daraus  findet  man 

«iii  +  ft5  +  y,C=C05d',  a^  +  i3*  +  y«=l, 

a  a^i  +  j5aJ5  + y  ac=  ~  sind,  [5in^i(ac,  — aa)- 005^1  («tnög  ag>  —  oose,a/J)], 
a^d^+ßidB  +  y^dC=     Hnd  [c(>s&^{de^  —  da)  +  sin9i{$ine^d(p-eo8e^dß)l 

Wenn  nun  ein  Strahl  {dx^  dy,  de)  mit  den  Bichtungscosinussen  A  +  dii, 
J?+aJ?,  C+dC  dem  einfallenden  Strahlenbttndel  angehören,  also  dnreh  h^ 
und  &2  gehen  soll,  etwa  in  den  Punkten  (£17 1)  ^^^  (^^li^i)«  &<>  gelten  für 
1»  ^»  £  J6  zwei  Werthe,  indem  man  einmal  den  Hauptstrahl  x^  und  die 
Brennlinie  db^  auf  die  Axen  projicirt  und  ein  andermal  den  Nebenstrahl 
Xq  +  BXq  und  die  Coordinaten  dx^  dy,  dz  seines  Einfallspunktes.  Dies  giebt 
^  =  Äx^  +  adh,^dx  +  (Ä  +  dÄ)(Xo  +  dx^), 
16)         fi^Bx^  +  ßdh^==dy  +  {B+dB){x,  +  dXo), 

i=Cxo  +  ydh,=  de  +  {C+dC){xo  +  dx^y,    dg==0. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  ^^  ßi^  /]  und  addirt, 
so  wird  nach  Division  durch  sinö'  eine  Gleichung  erhalten,  worin  einige 
Glieder  den  Coef&cienten  cot  6'  enthalten.  Durch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung  findet  man 

a^o  =  oosdi  a &2  —  ÄWCj  aa?. 

Infolge  dessen  verschwindet  der  Coefficient  von  cot  d^  nnd  es  resultirt 
0  =  Xq[co89i  (^  ^  —  ^  «)  +  8m&^{8ine^  a  9)  —  cose^  dß)] 
+  a)5eja>5^i  aa  +  m^i  ay. 
Analog  erhält  man  für  $,,  ijj,  {;, 

a^  =  aw*'afti  — mßjaas, 
0  =  ^[sin^i (ac, --da)-'  cos^i {sme^  dg>  —  cose^ dß)] 
+  cose^  «in^,  dx  —  cos^j  dy. 
Aus  den  beiden  Relationen  fflr  Xq  und  ^  ergeben  sich  die  Werthe 

sine^dq>-'Cose^dß 
oder  der  Kürze  wegen 
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de^  —  du^  —  iPcose^dx  +  Rdy), 
sine^  dq>  —  cose^  dß  =  —  {Bcose^  ^x  +  Qdy), 
Aus  der  ersten  Gleichung  erkennt  man  beilSufig^  dass  das  Differential 
de^  sieb  nicht,  wie  das  Neu  mann 'sehe,  auf  die  Normale  des  Punktes 
(0,0,0),  sondern  auf  die  des  Punktes  {dx^dy,  dz)  bezieht,  weil  es  das 
Differential  des  Richtungscosinus  mit  einschliesst.  Nimmt  man  als  Special- 
fall ein  osculirendes  Rotationsparaboloid ,  also  da^dx\r^  femer  d|«=90^ 
80  wird  cose^dx  ,  dx 

wie  auch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  lehrt. 

Fttr   das  gebrochene  Strahlenbündel  gelten  entsprechende  Oleichnngen, 
wie  sich  aus  den  Gleichungen  }5) 

nco8e^(de^  —  öa)  — n|  cose^ide^  —  da)  =X(Mdx+Ody), 
n(sine^dq>'-C08e^dß)  --n^^isine^  ^ t^  — coäc^  ^j3)  =  k(Odx  +  Ndy) 
ergiebt,  wenn  man  die  Werthe  von  de^-^da  und  sine^dq)  —  cose^dß  ein- 
setzt.   Man  erhftlt  dann 

de^  —  da^  —  iPiCoseidx  +  Bi  dy), 

Sinei  ^i(;  —  cosc,  3  (5  =  —  (B,  cose^  ^x  +  Q^  dy). 

Wir  stellen  sämmtliche  Gleichungen  zusammen: 

dxQ=^co8di  dh^  —sine^dx^ 

--.  dl^^cos^  dhi  —sine^dx^ 

dx^^cosö^da^  —  sine^  dx, 

dx^  =  co8b'*dai  —  siwc,  dx'\ 

0  =  Xq\Cos%^ [de^^da)  +  sin^y (sine^  ^<p  —  cose^  dß)] 

+  cose^  cos^i  dx  +  sin^^  dy^ 
0  =  J^  [ain^^  (de^  —  düt)--  cos^i (sine^  ^gp  —  co$e^  d ß)] 

+  cose^sin9i  dx  —  cos&i  dy, 
0  =  x^[co89^(dei^da)  +  sin&^(sine^  d^f  —  cose^  d ß)] 

+  cose^  co8^^  dx  +  ÄW^g  dy, 
0  =  »j  [8in^^ (de^  —  da)  —  cos&^isine^  df^f  —  cose^  dß)] 
+  cosCi  sin^^dx  —  cos  l>,  dy] 

a^_a._-[(£2^*+^)»,..a.+(i-i)^,,^.,a,], 

sine^  dq}  —  cose^dß 

,5)  =-K-i)'*'»'""*"*"'''+(^+^')'»']' 

atne^d'^lß —  00861  dß 
^--Js^n^,co8^,cose,dx  +  (-^+     --)dyj 
oder  der  Kürze  wegen,  wie  vorhin 
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dcj  —  da  =  —  {P cose^  d X  +  B  d y I  ^ 


20) 


sine^dq}  —  cose^dß  =  —  (Rco3e^dx  +  Qdy)^ 

de^  —  aa  =  — (P,  cosßidx  +  Bidy), 
sine^d^^cose^  dß  =  '-{R^co8e^dx+  Q,  dy). 


Setzt  man  von  nun  an  zur  Vereinfachung  -*  =  -r--^  =  w»  so  gelten 
zwischen  den  Grössen  P,  Q,  JB  folgende  Beziehungen: 

I.   ^Pcose.?  +  nP,cose,^^M'^^^^^^^ 

2.)  n.  -«+.«,- ^•*'(^-'.\ 

IIL     -  P  cos e,  +  n  B,  cos e,  =  0  ^"^^^"^^^^ • 

Setzen  wir  die  Werthe  P^  Q^  B  etc.  ein,  so  gelangen  wir  zu  den 
Gleichungen  zwischen  den  Object-  und  Bilddistanzen.  Für  den  Fall,  dass 
eine  oder  mehrere  Brennlinien  vor  die  Fläche  treten,  sind  ihre  Abscissen  als 
wesentlich  negativ  zu  betrachten.     Die  Gleichungen  sind 


I. 


IL 


III. 


—  9iQi  sin c,  cos e^  i  cos  ^i ^  ,  sin  ^,* | 
Q^cose^+QiSine^  sin(e^-€i)\     Xq  g^     J 

n  Q^  ()g sinCy  cose^^  icos^^^  sin{>^^\  __ . 

Q^ cos £*  +  ^1  sin **  5m {e^—CijX     x^  ^i     J 

—  p,  pjj                 sine^       f5i«>'>,*  co5t*>,*l 
Pj  sim^  +  p,  COS  f *  sin  {e^  -  cj  l     x^^  ^^    J 

wpipg                 siwcj       fsin^,*  cos^g*l_- 


p^m«* +  p^  cos«'  sin(( 
—  QiQ^  sine^  cose^sin29^  M        1  * 
{tx  —  Qi    si«(Cj5  — Ci)sin2€  U^       lol 
«  P1P2   ^***^j  ^^^i  ^^2'%  I  ^  «.  M  —  1 
Qi  •"  ^2    ^^  1^2  —  Ci)sin2e  \  x^     aj,  | 


Sind  also  pj,  p^,  c,  ^i,  c^»  c^,  $q  gegeben,  so  lassen  sich  daraus  0,, 
n^i  und  0^2  berechnen.     Es  ist  nämlich 

COS  ^2'        ««^2*  _  p  sin ^2^       C0S^2*  _  y) 

0^2  ^1  ^2  ^1 

Aus  den  beiden  ersten  folgt 


und  mit  Hilfe  der  dritten 
Ferner  ist 
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also  liind  x^  und  x^  die  Wurzeln  der  Oleichung 

(i-p,)(i-,,)=«,, 

Sind  {a\  h\  c)  und  {a\  &",  c")  die  Oerter  der  Brennlinien  \  und  \ 
des  einfallenden  Strablenbündels ,  ^^  und  o^q  ihre  Abscissen,  so  werden  der 
Einfallspnnkt  (x^  y,  z)  und  die  geometrischen  Elemente  der  Einfallsebene ^  die 
Krfimmungsradien  ^,  und  ^21  sowie  e  gefunden  mittels  der  Relationen 


^«  -  ^  =  Via-a'y + {b-  b'y  +ic'-  c'y, 


22)  io==V{x-ay  +  (y-by  +  {e-cr   =;^,(xo-|o), 


c"^z 


nx,y,z)  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  x^  Pf  ^rlo  ^^^  ^o* 

Die  Formeln  I ,  II ,  III  zeigen ,  dass  bei  schiefer  Incidenz  die  Azimuthe 
der  Focalebenen  vor  und  hinter  der  Fläche  f  im  Allgemeinen  yerschieden 
sind  und  zwar  findet  eine  Verrückung  statt  in  der  Weise,  dass  sie  die 
Flfiche  in  yerschiedenen  Linien  schneiden ,  mit  Ausnahme  des  Falles  €  =  0^, 
^j  =  0^  oder  90^.  Ebenso  verändern  sich  aber  auch  die  Inclinationen  ö 
gegen  die  Hauptstrahlen,  sowie  die  Längen  der  Brennlinien. 

um  zu  den  hierzu  erforderlichen  Bestimmungsgleichungen  zu  gelangen, 
gehen  wir  aus  von  dem  System  16)  und  suchen  die  Werthe  von  db^^  d&^i 
doy  und  da^.     Wir  fanden 

adh^  =  dx  +  AdXQ+XQ  dA, 
ßdh^^dy  +  Bdx^  +  XodB, 
ydb,=:d0+CdxQ+XQdC,    de=^0. 
Multipliciren  wir  diese ' Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  €c^  ß^  y^  beachten, 

dass  a'+/P+v^=  1  ist  und  setzen  den  Werth  von  BXq  ein,  sowie  nach  18) 

1 
sin^^{de^-da)  —  cos d^fmcj  ^<p  —  c(W 6,^/3)  =  —  Y(awCj«n^i  dx-cos&^dy)^ 

80  resultirt  x  —^ 

sinö^db^  =  -^^—^ (cose^ s^n^^  dx  —  C08^^  dy). 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Ausdrücke  der  übrigen  Brennlinien,  so 

dass  man  hat:  x  —L 

8inöidb^=  "     ^{cose^sin^i  dx  —  eos^^dy)^ 

bO 

Mnd'  a&,  =  -^ — ^(coscjcos^i  dx  +  sin^^  dy), 

Xq 

a?, 

9ind"da^  =  — ^  {eose^  cos^^  ^*  +  9in^^  dy) 

and  weiter  ^ 


23) 
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^0  ~"  ?o 

sin  e^dq}  —  cose^dß  = r-  (—  cos  9^  sin  ö^  dh^  +  sin  ^j  sin  S'  d  &,) , 

24)  *«"j^^ 

^  e,  —  3 «  = [sin  ^j  Wn  <^2  ^ ^2  +  ^^-^  ^2  ^"'  ^"  ^ *i  ^ » 

«2  —  ^1 

5f w c^  ^ t^  —  C05 €.dß  = (—  cos  Oj  sin 6^da^  +  sin ^^  sin b" da{). 

«2—^1 

Für  die  Differentiale  dx^^  d|o,  dx^  und  dx^  gehen  nun  die  Ausdrttcke 

17)  über  in  folgende: 

dxQ=:  —  sine^dx  +  coiiy^  -^ — -(cose^  sin^^  dx  —  cos^^  dy), 

d^^^^sine^dx  +  cotö^  -^ — -{cose2Cos^^  dx  +  sin^^  dy)^ 

25)  ^  ^»^ 

^iCj  =:  —  ^iVt «j  dx  +  <?o/ Jj  -^ ^  (ros Cj  *m Og  ^a?  —  cos^^  dy) , 

5a5,  =  —  sine^  dx  +  cotS'  -^ ^  {cose^  ros^^  dx  +  stn^j  dy). 

«2 

Wir  wollen  die  vorstehenden  Formeln  auf  den  Fall  einer  sphäriscben 
Fläche  vom  Radius  r  anwenden  und  betrachten  die  geometrische  Lage  eines 
windschiefen  Strahlenfächers,  welcher  begrenzt  wird  durch  den  Hauptstrahl 
(0,  0)  und  einen  Nebenstrabl  {dx,  dy).  Es  sei  dq  der  Querschnitt  und  .1' 
das  Azimuth  des  einfallenden  Fächers  im  Einfallspunkte ,  dq^  der  Querschnitt 
und  A^i  das  Azimuth  des  gebrochenen  Strahlenfächers.  Dann  ist 
_  dy        cose^  dx       .  dy        rose,  dx 

stnX         cosX  smX^         cosX^ 

Daraus  folgt 

cos  Xdy=»  sin  X  cose^  dXy 
cos X^dy=^ sin X^  cos e^dx^     tan X^  cos c,  =  tan X cos c, 

und  in  Berücksichtigung  der  Gleichungen  23) 

sinö^  dh^  =  - ^*^7^  *''' C^"  ^1)  ^^' 
So 

sin  i'  a  &i  =  ^onJo.  c^g  (^'_  ^,)  a g , 

26)  ^^ 

sin  d^da^^  —  ^ — ^  sin{X.  —  ^2)  ^Q'i  1 

sin i"da^  =  —  ^ ^  co*(A'i  -  Og)  ^9i  • 

Nun  sind  der  Bedeutung  nach  d\^  d\^  da^  und  da^  die  Abschnitte 
des  windschiefen  Fächers  auf  den  vier  Brennlinien;  wir  wollen  deshalb  die 
totalen  Brennlinien  eines  yollständigen  Strahlenbündels  bezeichnen  mit  ^h^^ 
Jb^^  Ja^  und  Ja^.     Gleht  nun  X  in  ^^  über,  so  wird 
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Xq         cos^^  Xq      sin^i  *  * 

Der  windschiefe  Fächer  geht  über  in  die  Focalebene  21^  und  weil  d&g  ^^^' 
schwindet,  so  geht  daraus  beiläufig  hervor,  dass  die  die  Brennlinie  Jh^  be- 
grenzenden Strahlen  vom  Mittelpunkte  der  Brennlinie  Jb^  ausgehen.  Geht 
X  in  90^  +  ^1  über,  so  wird 

*o 
Der  windschiefe  Fächer  geht  über  in  die  Focalebene  2h^  und  weil  dh^  ver- 
schwindet,   so  gehen  die  die   Brennlinie   Jb^  begrenzenden  Strahlen  vom 
Mittelpunkte  der  Brennlinie  /^b^  aus. 

Für  den  gebrochenen  Strahlenföcher,  welcher  ebenfalls  windschief  ist, 
sind  die  Formeln  analog,  jedoch  findet  eine  Verrückung  der  Focalebenen 
statt,  so  dass  zu  dem  Grenzstrahle  andere  Coordinaten  dx'  und  d^' gehören. 
Es  ist  demnach  für  Zj  =  ^j: 

sind  dai=— 2-a^-=r-2 L i- — =-2 ! :-^,   da,  =  Ja^i 

^  «8  COS^^  X^       .M«Oj  *  ^' 

für  Zi=90o  +  ^,: 

Ferner  ist  für 

X  =  -O-j :  5in  0|  cos e^dx^=  cos^^  dy^ 

Xj  =  Oj :  5tn  ^g  ro*  «^  ö «'  =  co«  ^j  dy\ 

Jj=90®+^j:  cos&^co$eidx=  —  sind'^dy. 
Daraus  folgt,  dass  im  Allgemeinen  da?'  von  dXy  dy  von  d^  verschieden  ist, 
also  eine  Verrückung  der  Focalebenen  gegeneinander  stattfinden  muss,  so 
lange  z.  B.  tand'^cose^  von  tan^^^^^^i  ▼erschieden  bleibt.  Mit  anderen 
Worten:  Die  Orenzstrahlen  der  einfallenden  Hauptstrahlenflächer  sind  im 
Allgemeinen  nicht  die  Grenzstrahlen  der  gebrochenen  Hauptstrahlenföcher.  • 
Um  deshalb  die  Längen  der  vier  Brennlinien  eines  Strahlenbündels  mitein- 
ander vergleichen  zu  können,  muss  man  demselben  eine  bestimmte  Gestalt 
zuschreiben.  Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  annehmen ,  dass  das  ein- 
fallende Strahlenbündel  auf  der  Fläche  einen  unendlich  kleinen,  mit  dem 
Punkte  (0,  0,  0)  concentrischen  Kreis  vom  Radius  ds  ausschneide.  Dann 
ist  für 
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rose,ds  ^         ^    l/l— sin ^.^ sine J      ^    l/l— ««^  *5tnc* 

dq= =»  d8  =  dx^— —^ ^=zdy- .   ^    ^ -^ 

yi^sin^j^sine^^  cos^^  sin^^cose^ 

28)  Z=.90o  +  ^,: 


/l-co5  0i*Äi/JCj«  —stn^^  cos  ü^  cos  e^ 

Für  den  gebrochenen  Strahl  gelten  analoge  Beziehungen.  Wir  erhalten 
demgemäss  für  die  Lfingen  der  Brennlinien  folgendes  System  von  Gleich- 
ungen: 

Z  =  90<'  +  <>.:   smS,^lb,  =  ^^d,  =  '^.-^^l^d^^=^ 

So  ^0        |/1  —  cos  ^,*  sin  Cg* 

^      a?o~^o    gQ^eggic^go— So      ay 

lo  sin^^  ^         co.«^, 

'^Q  ^0         y\  —  sin  d,*  .«mCj,- 

=  5>n^    cose^dx^  X.,  —  Bq      f)y 

29)  '  i 

-o-       rkTvn  ■    yv  •     ^  ^9  —  •'^1  rk  /      a^  —  iKf  rose.  CS 

^t  ^1        /l  — roÄi^g^'Ji/ic,^ 

__      «2  —  a?!    cos e,  ^a?'  _  ajg  —  oj,      ^y' 

iCj  51«  ^j  iCj .      cos  ^2 

Xi  =  9^:  Sind   /ia^^— i-dg  =^— -«  — —  ' 

x^  x^      y\^  sin  ^2«  5f>i  64* 

_  ÄC2  —  0?,    ro*c,  ^a?'  _  «2  —  Ä,      3y' 

0^2  cos  ^2  ^2  «W'^j 

Zu  einer  Berechnung  der  Inclinationen  und  Längenverhältnisse  der  vier 
Brennlinien  wollen  wir  die  gewonnenen  Besultate  auf  einen  Specialfall  anwen- 
den. Es  sei  pj  =  ^,  =  r  und  -^j  =  90  ^  Dann  ist  gemäss  Formel  ÜLauch  O,—  90^; 
die  Focalebenen  Zhi  und  S^a^  liegen  in  der  Einfallsebene  und  die  Focalebenen 
2hl  ^^^  '^i^i  senkrecht  dazu.  Die  Abscissengleichungen  werden  demaach 
—  rsine^  cose^    \^      nr  sine^cose^^    ^  —  ^1  j.  ^'^i  —  1 

30)     '    ««(cg-cj)  '^     «^cg-ci)~*^~i;;   ^■" 

^^  -rsine,         1  nrsi>/c^  1  ^  /;   .  yg  _  ^ 

Sfw(e2  — e,)       »0         ««'»(ßj— c,)       ajj       ^0      ^s 
Es  sei  zunächst  Z«=^j  =  90®  (II.  Focalebene).    Dann  ist 
aa:  =  aa;'=0,     dy^dy^ds,     de^^de^^^Q-, 

Differenziren  wir  die  Gleichung  I,  so  resultirt 


n  cose^^dx^      cose^  ^fe)  __n 

,  Google 
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Nun  ist  nach  25) 

und  wenn  wir  substitniren ,  so  ergiebt  sieb 
«-.  rotd" cotei  eose^ (a?,  —  x{) _  cotS'cote^  cose^{xQ—^) 

Es  ist  also  d*'  von  6'  abhängig;  ist  6'=  90^  oder  das  einfallende  Strahlen- 
bündel homocentrisch  {^^Xq)^  so  ist  auch  j''=90^  d.h.  die  Brennlinien 
^hi  und  Ja^  stehen  senkrecht  zum  Hauptstrahle.     Ist  ü^ssO^^  so  ist  auch 
d"=0°;  die  beiden  Brennlinien  liegen  gleichzeitig  im  Hauptstrahl. 
Das  Längenverhältniss  der  Brennlinien  ist  gemäss  29) 

^  ^1         (^0  ~  6ü)  ^2  ^"  ^  ' 

Wenn   ö'  unendlich  klein  wird,  so  wird  auch  6"  gleich  Null.     Die  Oleich- 
oüg  der  Inclinationen  wird  alsdann 

.    /cotS"\  _  sin  6'  _x^^x^  {x^  —  1^)  cole^  cose^ 
\cot d/      sind'      |q* X(^ {x^  —  x^)  cot e,  cos Cj 
und  das  Längenverhältniss    ,  «   .  , 

/^  &,  ~  lo*  m  Cg  co^Cj* 

Es  sei  femer  Z  =  90^  +  ^i  =  180<>  (I.  Pocalebene).     Dann  ist 

a»  =  aa;'=  a« ,  dy  =  dy^  0, 
und  gemäss  19)  und  25) 

^  cost^dx  .  ^a?  ^  cose,dx  ,  ^a? 

^  lo      ^  r  ^  Xi  r 

aa?o  =  —  sine^dx  +  cotS^   ^  t    ^  cose^dx^ 

X  *"  a? 
gfl;^  =  —  5f>i  eg  ^a;  +  co/dg  — cos  e^  dx, 

Differenziren  wir  die  Gleichung  II  in  der  Form 

n       1       ««(C9  — Ci)       1  ,  V 

=  — ^-^ ^-  =  —  (wc'ose,  —  coseSiy 

x^     Xq  rstne^  r  ^ 

so  resultirt 

Subtituiren  wir  die  Differentiale,  so  erhalten  wir 

^'  V  V  A  lo      «1/ 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  ebenfalls  zu  einem   gegebenen  Werthe   8^  im 
Allgemeinen  ein  davon  verschiedener  Werth  von  S^  gehört,   selbst  dann. 
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wenn  vor  der  Brechung  ^^  =  90^  oder  der  einfallende  Strahlenftcher  homo- 
centrisch  ist,  also  ^^=Xq.     In  diesem  Falle  ist 


34)  cotd.-^ 

Diese  Gleichung  lässt  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen  I  und  II  verwandeln  in 

35)  ^,^^^^.-^o^^(^s-0. 

Der  geometrische  Sinn   dieser  Relation  ist,   dass  die  II.  Brennlinie  //o,  in 
der  Centralen  des  leuchtenden  Punktes  liegt  (Reu seh). 
Das  LKngenverhältniss  der  11.  Brennlinie  ist  nun 

//ftg       (Xq—^q)  Xi  cose^  sin ö^ 
Wenn   d^  unendlich  klein  wird,  so  wird  auch  8^  gleich  Null.     Die  Gleich- 
ung der  Inclinationen  wird  nämlich 

\cot  dj      sin  dg      Xq^  ^q  {x^  —  x^cote^^ 
also  das  LKngenverhältniss 

^^Oa      xj^sine^ 
dh^      Xf^sme^ 
Wenn  man  voraussetzt,  dass  das  Strahlenbündel  auf  der  Fläche  einen 
kleinen  Kreis  vom  Radius  ds  ausschneidet,   so  gelten  nach  29)   folgende 

Gleichungen:  ^ 

svni^  Jh^      —cose^ds       sind  Jb^  __ds 

^o  —  to  ^  ^0  — So  «0 

sind^  Ja^  ^^  —  cose^  ds      si^d"  Ja^  __ds 

Die  genannten  Längenverhältnisse  lassen  sich  demnach  in  folgender  fort- 
laufenden Proportion  darstellen: 

^&8      {Xq  —  ^)  Xq  Xi  a?g  sin  ö'  sin  6"  sm  8^  cos  e^ 
g^  Jbi  __      {Xq  —  gp)  goO?!  gg  sin  ö^  sin  d"  sin  dg 

z^Og      (a?g— a?|)  So^oga  sinö^  sind' sind'' cos e^ 

Wir  wollen  noch  die  Grenzwerthe  von  dg  für  senkrechte  Incidenz  unter- 
suchen mit  Rücksicht  auf  die  Fälle,  wo  das  einfallende  Strahlenbündel 
homocentrisch,  das  opculirende  Paraboloid  entweder  ein  Rotationsparaboloid 
oder  ein  elliptisches  ist. 

Im  ersten  Falle  ergiebt  die  Gleichung  34)  oder  36) 
Limcotd^  =  co^     dg  =  0®, 
d.  h.  die  IL  Brennlinie  bleibt  in  der  optischen  Aze. 
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Im  zweiten  Falle,   also  ftlr  den  Scheitel  eines  elliptischen  Paraboloids 
ändern  sich  die  Verhältnisse.     Es  ist 

n       coseJ  1       ,  . 

-^= ^(ncosei  —  oose^)^ 

Xi     XqCosCi*      Qicaaei*  *  * 

n       1        1,  , 

~-~=— (neos  6^-0056,), 

folglich 

und  nach  34),  wobei  ^^  an  die  Stelle  von  r  zu  setzen  ist, 

d.  h.  die  IL  Brennlinien  stehen  auf  der  optischen  Axe  senkrecht,  also 
ist  nur  für  diesen  Fall  das  Sturm 'sehe  Theorem  zutreffend.  Dies  Theo- 
rem Iftsst  sich  noch  in  anderer  Weise  begründen.*  Wir  nehmen  an,  es  sei 
die  brechende  Flfiche  eine  gegen  die  £r-Axe  symmetrische,  in  dieser  ein 
leuchtender  Punkt,  dessen  homocentrisches  Strahlenbündel  die  ganze  Fläche 
bestreicht.  Die  Fläche  sei  von  einer  solchen  geometrischen  Beschaffenheit, 
dass  nach  der  Brechung  irgend  eine  der  Wellenflächen  ein  elliptisches  Para- 
boloid  bilde  von  der  Form 

2 

Für  einen  Punkt  {Xy  e^O)  dieses  Wellenflächenparaboloids  sind  die  Haupt- 
krümmnngsradien 

Es  ist  demnach  für  einen  benachbarten  Punkt  {x+dx^  ^  +  ^ii%  0) 

folglich  wird  ^^^  =  0  nur  für  frs=0  und  oo,  d.  h.  für  den  ScheiteL  Wir 
finden  demnach**  ^  v   o  «        / — 

Nun  hat  tan  6^  ein  absolutes  Minimum  für 

Demnach  ist  i^  spitz  für  diesen  endlichen  Werth  von  »  und  ninunt  bei 
wachsendem  oder  abnehmendem  »  zu  bis  ^,£=90^  bei  den  Grenzwerthen 
«=00  und  0.  Im  Scheitel  (0,  0,  0)  ist  also  dg  =  90«»,  d.  h.  die  IL  Brenn- 
linie steht  senkrecht  zum  Hauptstrahle.    Andererseits  ist  für  die  I.  Brennlinie 

*  L.  MatthioBsen,  Ueber  die  Form  der  unendlich  dünnen  astigmatischen 
Strahlenbündel  und  über  die  Euxpmer'schen  Modelle.    Sitzangsber.  d.  math.-phjs. 
Classe  der  kOnigl.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  1883,  I. 
••  Acta  math.  [1884]  IV,  «,  S.  186. 
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und 


\    dt     /  dQi 


3g       *y   -^  ..* 


_  2/^ 


d.  h.  d"=90o  für  alle  Punkte  («,  z,  0). 

In  einer  etwas  eleganteren  Form  treten  die  vorstehenden  Gleichungen 
auf,  wenn  man  das  Coordinatensjstem  nach  dem  Funkte  (x,  0,  0)  verlegt 
und  seine  Normale  zur  ^-  Axe  wShlt.    Das  osculirende  Paraboloid  ist  alsdann 

39)  ?!!^|.+f»!L%._2f=0, 

wo  X  den  Winkel  bezeichnet,   welchen  die  Tangente  des  Punktes  (a;,i7,  0) 
mit  der  Sjmmetrieaxe  bildet     Demgemftss  ist 

2xf         .  j  r,  rg 

rj  ^*      8vnt^      ^'      smx 

Für  den  unendlich  nahen  Punkt  {x  +  dx,  z+de^  0)  oder  (d£,  di,  0)  ist 

folglich  a^j  =  0  nur  für  T  =  0<>  oder  90«  und 

40)  .one^^^idil.^^^«^-'-^». 

?i       ^?a       r^sinxcosx 

Ein  absolutes  Minimum  erreicht  tand^  für  co^T*  =  (ri— rg):r,  und  es 
wird  ^j  =  0  für  stnx*  =  r^ :  r^ , 

Für  den  Nebennormalschnitt  ist  d''=90^  wegen  der  Relation 
de  ^dri  ^  r^smx 
dQi      dQi        Sdfj 
Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  II.  Brennlinie  mit  u  und  v,  bezogen 
auf  das  ursprüngliche  Coordinatensjstem  {x^g),   so  findet  man  die  Gleich- 
ung der  Rückkehrkante  der  Brennfläche  im  ersten  Meridian  des  Paraboloids 
aus  den  Relationen 

(r  — r  )* 

Die  Gleichung  ist  die  einer  andern  Apollonischen  Parabel,  also  können  die 
II.  Brennlinien  nicht  auf  den  Hauptstrahlen  senkrecht  stehen. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  der  I.  Brennlinien  mit  u^  und  v^,  so 
findet  man  die  Gleichung  der  Spuren  derselben  im  ersten  Meridian  aus  den 
Relationen 
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tt|  =  a?— pj  eo8x 


=--/?:• 


«'i  =  ^  +  eiW»T  =  3^+fi,     V=      27r       ' 

Diese  Gleichung  ist  die  der  Neirschen  Parabel  oder  der  Evolute  des  ersten 
Meridians  der  Wellenflftche. 

Unsere  Untersuchungen  haben  demnach  zu  dem  Resultat  geführt,  dass 
die  Brennlinien  eines  unendlich  dünnen  astigmatischen  Strahlenbündels  ver- 
schiedene und  bestimmbare  Inclinationen  gegen  den  Hauptstrahl  besitzen. 
Denn  was  hier  speciell  von  der  parabolischen  Wellenflftche  gilt^  muss  auch 
von  den  Wellenflftchen  nach  der  Brechung  oder  Beflexion  an  anderen  Flachen 
gelten.  Wenn  es  auch  bei  der  Betrachtung  unendlich  dünner  Strahlenbündel 
irrelevant  erscheint,  ob  man  das  Stürmische  Theorem  gelten  lassen  will 
oder  nicht,  so  versagt  dasselbe  doch  für  die  messbar  dünnen  Strahlen- 
bflndel  der  praktischen  Dioptrik.  Es  wird  nicht  in  Abrede  gestellt  werden 
können,  dass  im  Hinblick  auf  Formel  39)  die  Gleichung  des  osculirenden 
Paraboloids  der  Wellenfläche  ausser  den  Grössen  g^,  ri^  und  i  noch  andere 
variable  Grössen  enthält,  welche  die  Werthe  der  Inclinationen  der  Brenn- 
linien  beeinflussen. 
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IX.  Ein  Sats  aoB  der  Eliminationstheorie. 
Sind  zwei  Gleichungen 

^  1  B  =  b^x^  +  hiaf'-^  +  **'  +  b„  =  0 

gegeben,  und  setzt  man: 

80  sind: 

m— l 


2) 


zwei  Gleichungen  der  (m  — 1)*^  Ordnung,  deren  Resultante  mit  derjenigen 
der  Gleichung  1)  identisch  ist.  Durch  dasselbe  Verfahren  erhält  man  aus 
2)  zwei  andere  Gleichungen  ^''=0,  j?"=0,  und  allgemein  zwei  Gleich- 
ungen 

3)  iia-i)  =  0.    J5«-*)  =  0; 

die  Ordnung  der  Gleichungen  3)  ist  m  —  k  +  l  und  ihre  Resultante  ist  mit 
derjenigen  der  Gleichungen  1)  identisch.  Es  ist  ersichtlich,  dass  die  Coeffi- 
cienten  Gq,  Vq  nur  von  a^,  a^,  d^,  &|,  ami  &m,  die  Coef&cienten  am-i» 
&m-.i  nur  von  o^,  6^»  <»«*  ««-i,  &m»  ftm-i  abhangig  sind;  dergleichen 
sind 

a^o,  5"o  nur  von  o©,  a|,  o^,  ft^,  h^y  &,,  Om»  am— ii  l^au  6m— ii 

a''m-2,   6"m-2   nur  von  Oq,   aj,   &o,   6^,   O.,»  »m-l»  «««2,  6mi  iJ^m— I,  tm-2 

und  allgemein 
ao<^"*^  6o^*-^)  nur  von  fl^,  ...,  ai_i,  6^,  ...,  hx^u  «»»  •••!  «m-i+j, 

ö^ll!fl»   ^m-l  +  l   »^J^VO^   «0.    •••>  öi-2»    ^01  •'•>  6a-2,    Om,  ...,  «m-jl+t, 

abhängig.  Wendet  man  nun  noch  einmal  unsem  Process  auf  3)  an,  setzt 
man  nämlich: 

BD  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  der  (m— 1)*^  Ordnung: 
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4)  -ä<^)  =  0,    B<*>  =  a, 

deren  Besaltante  mit  deijenigen  der  Gleichungen  1)  identisch  ist;   und  es 
zeigt  sich  yon  selbst,  dass  die  erste  dieser  Gleichungen  nach  dem  Grössen- 


die  zweite  nach  dem  Grössensjstem 

6)  Ö2-1,  aa,  ...»  öm-2,    &i-ii  1^2,  ...,  &«-a 

linear  ist.     Also: 

Man  kann  aus  zwei  gegebenen  Gleichungen  1)  der  m^'^  Ordnung  zwei 
andere  Gleichungen  4)  der  (m  — A)^'^  Ordnung  erhalten,  die  dieselbe  Re- 
sultante als  die  ursprünglichen  Gleichungen  besitzen,  und  deren  eine  nach 
dem  Grössensjstem  5),   die  andere  nach  dem  Grössensjstem  6)  linear  ist. 

Um  für  die  Anwendung  dieses  Satzes  ein  Beispiel  anzuführen,  setzen 
wir  voraus,  die  Coefficienten  di,  ai+i,  ...,  am—iy  ^a»  ^a+i,  *.•«  ^m—i 
der  Gleichungen  1)  seien  ganze  Functionen  einer  Variabein  ^,  deren  Grad 
bis  auf  p  steigt.  Dann  ist,  nach  einer  bekannten  Regel,  höchstens  2fnp 
der  Grad  der  Resultante  in  y.  Erwägen  wir  aber,  dass  der  Grad  der  Co- 
efficienten der  Gleichungen  4)  nur  bis  auf  p  steigt,  so  können  wir  schliessen, 
daäs  der  Grad  der  Resultante  in  y  höchstens  2(^9n  — A)jp  ist. 

M  a  n  t  u  a ,  26.  December  1887.  J.  Vivanti. 


X.  TTeber  die  Fonrier-Bessersclie  Transoendente. 

Dem  im  31.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  veröffentlichten  Aufsatze: 
„Ueber  den  functionentheoretischen  Zusammenhang  zwischen  den  Lam6'schen, 
Laplace'schen  und  BesseVschen  Functionen^  fühle  ich  mich  verpflichtet,  fol- 
gende Bemerkung  hinzuzufügen. 

Auf  S.  28,  Gl.  7o),  wird  die  Eugelfunction  definirt  durch 

mit  dem  Integral  in  He  ine's  Bezeichnung: 

2)  0  =  aP:{co8(]/e,-e^u))  +  /3  §;  ((»5(/v^**))» 
wo  im  Besonderen  n  die  Abkürzung  ist  für 

3)  ^=^=-i. 

A-«s 
Ich  machte  nun  a.  o.  0.  darauf  aufmerksam,  dass  für 

4)  Ci  =  68  =  0 

die  Gleichung   1)    übergeht    in    die   Differentialgleichung    der  Besserschen 
Functionen: 

'  du^      u  du      I         u*J 

mit  dem  Integral  ^  ^ 

Digitized  byCjOOQlC 


186  EQeinere  Mittheilnngen. 

6)  z  =  aJv(hu)  +  ßK^{hu), 

übersah  jedoch,  dass  n  dadurch  unendlich  gross  wird.  Indem  ich  dies  jetzt 
hervorhebe,  will  ich  nicht  unterlassen  zu  bemerken,  dass  bei  dem  von  nur 
gegebenen  Grenzübergange  das  ünendlichwerden  von  n  ein  secun- 
däres  Moment  ist;  die  Hauptsache  bleibt  das  Verschwinden  der 
Weierstrass'schen  e's.  .   , 

Halten  wir  dagegen  den  von  Herrn  Mehler  gegebenen  Grenzübergang 
und  setzen  wir  in  1) 

u 
und,  wie  es  vorgeschrieben  ist,*  statt  u  das  Argument  — >  so  erhalten  wir 

n{n  +  l) — —  U  =  0, 


7)        ^.+^(i)_^. 


welche  Differentialgleichung  für  n=Qo  in  die  Gleichung  5)  übergeht,  wenn 
dort  noch  h=  1  gemacht  wird. 

Auf  eine  Gleichung  derselben  Form  werden  wir  geführt,  wenn  wir  in  1) 

8)  ;7=^  =  ~ 

Bubstituiren.    Denn  es  geht' hervor: 

Mit  dem  Verschwinden  der  e's  werden  m  und  n  zugleich  unendlich  gross, 
und  auch  9)  geht  in  5)  über. 

Aus  dem  Vergleichen  von  7)  und  9)  ziehe  ich  den  Schluss:  Der  von 
Herrn  Mehler  zuerst  angeregte  Gedanke,  die  BesseTsche  Transcendente 
durch  ein  Grenzverfahren  aus  der  Eugelfunction  herzuleiten,  hat  durch 
meine  obengenannte  Abhandlung  eine  Vertiefung  erfahren. 

Damit  ist  die  kritische  Bemerkung  a.  o.  0.  auf  S.  32  oben,  soweit  sie 
sich  auf  die  Bessel'sche  Function  bezieht,  erledigt.  Vor  Allem  kann  ich 
nun  der  Ansicht  des  Herrn  Schubert**:  „Bei  den  Eugelfunctionen  führen 
zwei  verschiedene  Grenzbetrachtungen  zu  denselben  Bessel'schen  Functio- 
nen; man  kann  entweder  den  Weg  des  Herrn  Haentzschel  oder  den  von 
Herrn  Mehler  und  Heine  einschlagen **  nicht  mehr  beipflichten. 

•  Heine,  Handbuch  der  Eugelfunctionen.  2.  Aufl.  Berlin  1878.  Bd.  I  S.  188. 
**  Schubert,  Ueber  die  Integration  der  Differentialgleichung 

für  Fl&chenstfloke ,  die  von  oonfocalen  Ellipsen  und  Hyperbeln  begrenit  weiden. 
Inaugural- Dissertation  der  Universität  Königsberg.    Danzig  1886.    S.  83. 

Berlin,  den  20.  November  1887.  Dr.  E.  Hauttzsohbl. 
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XL  Constrüction  der  Fl&ohe  sweiter  Ordnung  ans  nenn  Punkten, 
von  denen  acht  imaginär  sind. 

Es  sei  die  Aufgabe  gegeben ,  durch  acht  imaginäre  Punkte ,  welche  als 
Doppelpunkte  von  vier  elliptischen,  auf  den  reellen  Geraden  12,  34,  66, 
78  gelegenen  Involutionen  gegeben  sind,  und  einen  reellen  Punkt  eine 
Fische  zweiter  Ordnung  zu  legen. 

Heben  wir  zunächst  die  Hauptzüge  aus  dem  Gang  der  Constrüction 
hervor. 

Man  legt  durch  die  acht  imaginären  Punkte  1^  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8 
zwei  Regelflächen  ly^^^^  und  t^^^^^  zweiter  Ordnung;  diejei^ige  dem  durch  t//'* 
und  1},^^)  bestimmten  Flächenbüschel  angehörende  Fläche  (p<^\  welche  den 
neunten  reellen  Punkt  9  enthält,  ist  die  gesuchte  Fläche.* 

Was  die  Einzelheiten  betrifft,  so  handelt  es  sich  zunächst  um  die  Con- 
strüction der  Begelflächen  17/')  und  r}^^'^\  welche  durch  die  acht  imaginären 
Punkte  hindurchgehen.  Man  construire  zunächst  durch  sechs  der  gegebenen 
imaginären  Punkte,  z.  B.  durch  1,  2,  3,  4,  5,  6,  die  Raumcurve  dritter 
Ordnung  rj^^*\  lege  sodann  durch  die  reelle  Verbindungslinie  der  noch 
übrigen  beiden  Punkte  7,  8  und  durch  einen  construirten  Punkt  P  der 
Raumcurve  r^}^^  eine  Ebene  e^ ,  welche  r^^^  in  den  beiden  weiteren  Punkten 
Q  und  22  schneiden  möge,  und  ermittle  irgend  zwei  Punkte  X,  7  des  durch 
P,  y,  22,  7,  8  bestimmten  Kegelschnittes  \^^^***.  Durch  rj^^)  ^nd  die  beiden 
von  X  und  T  aus  an  r^^^)  gezogenen  Sehnen  lässt  sich  dann  eine  Begelfläche 
zweiter  Ordnung  ti^^^  legen,  welche  als  durch  die  acht  imaginären  Punkte 
gehend  angesehen  werden  muss,  da  sie  die  Gurven  r|^^  und  Jb/^^  enthält. 

In  ähnlicher  Weise  construire  man  die  durch  3,  4,  5,  6,  7,  8  be- 
stimmte Banmcurve  dritter  Ordnung  rg<'\  eine  Ebene  b^  durch  12  und  in 
ihr  den  Kegelschnitt  h^^^\  welcher  durch  die  drei  Schnittpunkte  derselben 
mit  r,^,  sowie  durch  1  und  2  hindurchgeht,  endlich  die  Begelfläche  17^^, 
welche  r,^^^  und  k^^\  also  die  acht  imaginären  Punkte  enthält. 

Trifft  nun  eine  beliebig  durch  den  reellen  Punkt  9  gelegte  Gerade  x 
die  Flächen  i7|<^>  und  f^^^^^  in  den  Punktpaaren  Ä^B^^  ^-^st  so  ist  der  dem 
Punkte  9  conjugirte  Punkt  10  in  Bezug  auf  die  durch  ^i-B^,  Ä^B^  be- 
stimmte Involution  der  zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  x  mit  der  gesuch- 
ten Fläche  9><^\  und  beschreibt  x  das  Strahlenbündel  9,  so  wird  durch  den 
Punkt  10  die  Fläche  vollständig  erzeugt.^ 

*  B eye,  Die  Geometrie  der  Lage.    n.  Abth.    II.  Aofl.    S.  168. 
**  Siehe  die  Mittheilung  Nr.  IV  des  Verf.  im  2.  Hefte  dies.  Jahrg.  d.  Ztschr. 
*♦*  Vergl.  des  Verf.  Inaug.-Diss.,  Aafg.  11  bezw.  ni, 
t  Beye,  a.  a.  0.  8.  160. 

Eisen  ach.  Dr.  Carl  Hossfelo. 
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XII.  TTeber  das  Oeseti  der  Veränderlichkeit  der  Schwere  fftr  das 
Jaoobi'sohe  Oleichgewichtsellipsoid. 

Clairaut  beweist  in  seiner  „Theorie  de  la  fignre  de  laterre^*  einen 
Satz,  dnrch  welchen  die  Veränderlichkeit  der  Schwere  auf  einem  Botations- 
ellipsoid,  welches  die  Gleichgewichtsfläche  einer  homogenen  rotirenden  Flüs- 
sigkeit ist,  geometrisch  veranschaulicht  wird.  Im  Folgenden  soll  ein  ana- 
loger Satz  fttr  das  dreiaxige  Oleichgewichtsellipsoid  abgeleitet  werden. 

Die  Oberfläche  der  mit  der  Geschwindigkeit  oo  um  die  x-Axe  rotiren- 
den Flüssigkeit  habe  die  Gleichung 

1)  ^-$+$+$-'=^^ 

wobei  P  <C  Q'  <  *■ 

ist.     Das  Potential  der  Flüssigkeit  für  die  im  Punkte  (^,  y,  z)  befindliche 

Masseneinheit  ist 

2)  W^^\Ax^  +  {ß+m'')y^+{C+m')z'--'D\. 

Das  EUipsoid  selbst  soll  eine  Niveaufläche  sein ,  welche  etwa  dem  Werthe 
Wq  entspricht;  daher  müssen  die  Bedingungsgleichungen 

3)  ^i?2=(^+a)2)gS  =  (C+a)«)r«  =  2l^o  +  -Z> 
erfüllt  sein. 

Die  zu  den  Axen  parallelen  Componenten  der  Schwere  sind: 

Z=^«  =  (C+«>«)... 
Die  Schwere  8  ergiebt  sich  als  Resultante: 

8=  \äKx*  +  {B+  i»«)«y«  +  (C+  a>T^*}^- 
Hieraus  erhält  man  für  die  Schwere  an  den  Polen 
der  Axe  P=  Ä.p^ 

5) 


^»^•*"{?:;a:3.t 


Dadurch  gehen  die  Gleichungen  3)  in  folgende  über: 

6)  P.p  =  Q.q  =  B.r. 

Das   ist  die  bekannte,    aus   der  Vorstellung   yon  Canälen  abgeleitete   Be- 
dingung. 


*  Seoonde  partie,  cbap.  1,  §  XYIII. 
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Da  nun 


A  = 

P 
P 

-Pp- 

1 
P' 

B  + 

9 

B 

-Pp 

1 

1 

7)  ^.  =  PV(|i  +  ^^  +  J)- 

Das  vom  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  aaf  die  Tangentialebene  des  Punktes 
(^1  Vy  ^)  gefällte  Perpendikel  ist  aber 


■={^^^n 


daher  ist 
8)  Ä=p.^=9.1.  =  Ä.-!l 

5  5  5 

""^                                                                              1111 
P:e:Ä:Ä=— :  — :  — : 

p     ^     r     5 


Die  Gleichungen  der  Flächennormale  im  Punkte  (o;,  y,  0)  sind  bei  Ein- 
führung eines  Parameters  h 

Die  Entfernung  eines  Punktes  (£,  17,  {;)  der  Normalen  Tom  Flächen- 
pankte  (o;,  y,  »)  ergiebt  sich  aus 

(|_a,).  +  (,-y).  +  (j:-,)*  =  p.j^  +  ^  +  ^j  =  ^. 

Für  den  Schnittpunkt  der  Normalen  mit  der 

Hauptebene  (g,  r)  ist  {  =  0  und  Z  =  — p*, 
n  (^P)    n    17  =  0     »     ^  =  -3*1 

Die  Entfernungen  dieser  drei  Schnittpunkte  vom  Punkte  {x^  y,  z)  sind 

somit: 

p«  0«  r« 

^  5  5      "^       5 

Damit  gehen  die  Gleichungen  8)  in  folgende  über: 

10)  6'  =  P.-=e— =  i2-  — • 

P  <1  r 


Dieses  Besultat  lässt  sich  so  aussprechen: 

An  der  Oberfläche  eines  dreiaxigen  Gleichgewichtsellip- 
soides    fttr   eine   homogene  rotirende  Flüssigkeit  ändert  si^^h 
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die  Schwere  proportional  jenem  Stücke  der  Normalen,  wel- 
ches durch  eine  der  drei  Hauptebenen  des  Ellipsoides  abge- 
schnitten wird.* 

Linz  a.D.,  18.  Februar  1888.  Theodor  Schmid. 


Xm.  Berichtigung  m  Bnka'8  ,,  Bemerkungen  etc.'S 
8. 117  dieBes  Bandes. 

Durch  vier  unendlich  nahe  Lagen  eines  stetig  in  einer  Ebene  bewegten 
ebenen  Systems  8  werden  drei  unendlich  nahe  Pole  oder  Punkte  auf  der 
zugehörigen  Polbahn  bestimmt,  und  femer  wird  durch  diese  drei  unendlich 
nahen  Punkte  der  Erümmungsmittelpunkt  der  Polbahn  bestimmt.  Demnach 
erfordert  die  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktes  der  Polbahn  die 
Betrachtung  von  vier  unendlich  nahen  Lagen  des  Systems  8.  In  der  Ab- 
leitung der  Grüblerischen  Construction  der  Erümmungsmittelpunkte  der 
Polbahn  liegt  nun  die  Bedingung  versteckt,  dass  jeder  der  beiden  Endpunkte 
einer  Sjstemstrecke  in  vier  unendlich  nahen  Lagen  sich  auf  je  einem  Kreise 
befinden.  Aus  diesem  Grunde  gilt  die  Grüblerische  Construction  nur  für 
die  Polbahn  eines  Gelenkvierecks;  und  sie  gilt  nicht  allgemein,  wie  ich 
auch  nach  Grübler ^s  Vorgänge  in  meinem  Lehrbuch  der  Kinematik  Art.  50 
angenommen  habe.   In  dieser  Hinsicht  ist  die  Buka*sche  Bemerkung  richtig. 

Vollkommen  richtig  ist  aber  der  durch  die  Bobi  liier 'sehe  Construc- 
tion längst  bestätigte  Satz  S.  30  meiner  ,, Kinematik^:  i,Die  Bewegung 
des  ebenen  Systems  8  aus  einer  Lage  in  zwei  unendlich  nahe 
folgende  Lagen  ist  bestimmt  durch  die  Bewegung  der  als 
Sjstemstrecke  betrachteten  Koppel  FL  des  durch  die  vier 
Krümmungsmittelpunkte  FLOA    gebildeten  Gelenkvierecks." 

Die  Buka'sche  Behauptung,  dass  dieser  Satz  hinfällig  sei,  bernht  auf 
einem  Irrthum;  denn  in  diesem  Satze  kommen  nur  drei  unendlich  nahe 
Lagen  in  Betracht,  und  nicht  vier,  auf  welche  sich  die  Buka'sche  Fol- 
gerung bezieht.  Dieser  Satz  steht  auch  in  keinem  Zusammenhang  mit  dem 
Krümmungsmittelpunkt  der  Polbahn ;  denn  durch  drei  unendlich  nahe  System- 
lagen  wird  nur  ein  Element  der  Polbahn,  resp.  die  Tangente  an  derselben 
bestimmt.  j^^  L  Bubmbstbr. 

XIV.  Eine  Eigensohaft  der  Binomialcoeffleienten. 

Bezeichnet  n  eine  positive  ganze ,  Ic  eine  gerade  Zahl ,  so  ist  das  arith- 
metische Mittel  aus  den  h^^  Potenzen  der  zu  n  gehörigen  Binomialcoefß- 
cienten  immer  eine  ganze  Zahl. 


*  Für  das  Eotationsellipsoid  wird  f  (=  g)  jenes  Stück  der  Normalen ,  welches 
durch  die  Rotationsaxe  abgeschnitten  wird. 
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Im  einfachsten  Falle  k  =  2  kennt  man  die  Summe  der  Binomialcoeffi- 
cientenquadrate  =  (2n)n  und  kann  damit  beweisen,  dass  das  Mittel  n 

(2n)n^(2n-l)(2n~2)(2n-~3)...(n  +  2) 
n  +  1  3.4.5...  (w-l) 

eine  ganze  Zahl   ausmacht;    bei    grösseren  k  dagegen   scheint  ein  anderes 
Verfahren  nöthig  zu  werden.  Sohlömilch. 


XV.   Bemerkung  tlber  doppelt  centrische  Vielecke. 

Nimmt  man  die  Strecke  m(A  =  e  willkürlich ,   beschreibt  aus  m  einen 

Kreis  mit  dem  beliebigen  Badius  r>e  und  aus  fi  einen  zweiten  Kreis  mit 

dem  Badius  ,       ^ 

r^  —  er 

80  giebt  es  bekanntlich  unendlich  viel  Dreiecke  PPi^^^i  welche  in  den  ersten 
and  zugleich  um  den  zweiten  Kreis  beschrieben  sind.  Der  Funkt  P  kann 
hierbei  willkürlich  auf  dem  Umkreise  gewählt  werden^  und  die  Figur  schliesst 
sich  von  selbst.  Unter  jenen  Dreiecken  besitzt  nun  dasjenige  den  grössten 
ümfiang,  mithin  auch  die  grösste  Fläche,  dessen  Spitze  P  in  den  Durch- 
schnitt des  Umkreises  mit  der  verlängerten  fim  flUlt;  dagegen  tritt  das 
Minimum  Ton  Umfang  und  Fläche  ein ,  wenn  P  der  Durchschnitt  des  Um- 
kreises und  der  Verlängerung  von  mfi  ist.  Lässt  man  P  den  Umkreis 
durchlaufen,  so  erhält  man  drei  gleiche  Maxima  und  drei  gleiche  Minima. 
Analog  gestaltet  sich  die  Sache  beim  Viereck,  wo 

^"^2(H  +  6*) 

ZQ  nehmen  ist.  Das  Viereck  ^f^iP^P^  wird  nämlich  zu  einem  Maximum, 
wenn  seine  Gegenecken  P^  und  P^  in  die  Durchschnitte  des  Umkreises  mit 
der  beiderseits  verlängerten  Centrale  e  fallen;  das  Minimalviereck  ist  das 
Trapez,  dessen  Parallelseiten  normal  zu  e  liegen  und  dessen  Höhe  2^  ist. 
Im  Ganzen  existiren.vier  gleiche  Maxima  und  vier  gleiche  Minima. 

Diese  Sätze  sind  ohne  Zweifel  specielle  Fälle  zweier  allgemeinen  Theo- 
reme, die  sich  auf  doppelt  centrische  Vielecke  von  ungerader  resp.  gerader 
Seitenzahl   beziehen;   eine  Untersuchung  hierüber   dürfte  nicht  ohne  Inter- 

^««^  8®^°-  Sohlömilch. 


XVL  Oeometrisohe  TTntersnclinng  über  die  Drehnng  der  Polaritations- 
ebene  im  magnetisohen  Felde. 

Der  Verfasser  bemerkt  über  den  Inhalt  dieser  Abhandlung: 
Es  wird  darin  nachgewiesen ,  dass  eine  Drehung  der  Polarisationsebene 
in  einem  homogenen  Medium,  möge  sie  nach  welchem  Gesetze  auch  immer 
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erfolgen,  eine  harmonische  Relation  involvirt.  Trftgt  man  sich  näm- 
lich vom  Ausgangspunkte  der  Lichtbewegung  aus  die  Geschwindigkeiten  der 
beiden  circularpolarisirten  Wellen  auf  ihrer  Wellennormale  in  entgegen- 
gesetzten Richtungen  auf,  so  werden  durch  das  Gesetz  der  Drehung  fßr  das 
betreffende  Medium  zwei  zu  dem  Anfangspunkte  in  Bezug  auf  die  beiden 
Paare  von  Endpunkten  der  Geschwindigkeiten  harmonisch  conjugirte  Punkte 
bestimmt.  Der  geometrische  Ort  dieser  beiden  vierten  harmonischen  Punkte 
wird  als  „DrehungsfUche"  definirt.  Durch  dieselbe  ist  die  Drehung 
in  einem  Medium  vollkommen  bestimmt. 

Für  das  homogene  magnetische  Feld  besteht  diese  F4&che  aus  zwei 
zur  Richtung  der  Kraftlinien  senkrechten  Ebenen  (das  Cosinus- 
gesetz Verdens  vorausgesetzt).  Wird  nun  die  entsprechende  „Surface 
of  wave  slowness**  gesucht,  so  ergiebt  sich,  dass  selbe  eine  Rotations- 
flSche  ist,  deren  erzeugende  Gurve  die  Gleichung  hat 

also  ein  Paar  von  Curven  darstellt  Es  ist  a  eine  constante  Strecke,  die 
Function  F{(p)  nur  durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  die  Gurve  rings 
um  den  Anfangspunkt  geschlossen  sein  und  symmetrisch  zur  Abscissenaxe 
liegen  muss.  Es  werden  die  möglichen  Fälle  discutirt,  doch  lässt  sich  keine 
bestimmte  Entscheidung  treffen,  weil  das  zweite  für  das  magnetische 
Feld  von  Cornu  aufgestellte  Gesetz 

auf  eine  Gurve  mit  unendlichen  Aesten  fuhrt.  Fasst  man  dieses  Gesetz  nur 
als  eine  Annäherung  auf,  so  erhält  man,  wenn  man  es  durch 

ersetzt  (Theorie  von  v.  Lang),  eine  brauchbare  Gurve,  ebenso  durch 

welcher  Annahme  zwei  gegen  einander  verschobene  Rotationsellipsoide  von 
sehr  kleiner  Excentricität  entsprechen. 

Wien.  Max  Sternberg. 

(Sitzungsber.  d.  Wiener  Akad.  1886,  XVI.) 
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xn. 

üeber  gleiolizeitige  Bewesongen  eines  ebenen  Systems. 

Von 

Prof.  Ferdinand  Wittenbaüer 

.    in  Om. 


Hienn  Taf.  in  Fig.  1—8. 

Der  Bewegnngszastand  eines  ebenen  Systems  ist  in  jedem  Augenblicke 
durch  Angabe  des  momentanen  Drehpunktes  0  und  der  Winkelgeschwindig- 
keit Q>  für  das  nächste  Zeitelement  vollkommen  bestimmt. 

Um  diesen  Bewegungszustand  auch  für  das  zweite  der  darauffolgenden 
Zeitelemente  zu  erkennen,  ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  in  der  Inten- 
sität der  Drehung  selbst  keine  Aenderung  erfolgt,  die  Angabe  des  Wende- 
poles  J  hinreichend.  Man  versteht  unter  demselben  bekanntlich  den  an- 
dern Endpunkt  des  durch  0  gehenden  Durchmessers  des  Wendekreises  und 
unter  letzterem  den  geometrischen  Ort  aller  Systempunkte,  welche  in  dem 
betreffenden  Augenblick  Wendepunkte  ihrer  Bahnen  passiren.* 

Besitzt  ein  ebenes  System  eine  beliebige  Anzahl  gleichzeitiger  Be- 
wegungen mit  den  momentanen  Drehpunkten  0^ ,  O2  >  *  •  • '  ^"  ^^^  ^^^  Win- 
kelgeschwindigkeiten (»^,  (»2,  ...,  a>n)  80  ist  der  resultirende  Bewegungs- 
zustand für  das  nächste  Zeitelement  bestimmt  durch  Angabe  des  resultiren- 
den  Drehpunktes  0  und  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  c»,  von 
denen  letztere  durch  die  Beziehung  a>  =  2^o>n  und  ersterer  als  Schwerpunkt 
der  Punkte  0,,  O,)  •••'  ^n  ^^  finden  ist,  wenn  in  denselben  die  zugehörigen 
Winkelgeschwindigkeiten  als  Gewichte  angebracht  werden.  Nach  der  Aus- 
drucksweise  des  barycentrischen  Calculs  wird  also  zu  schreiben  sein 

a>  •  0  =  a>i .  Oj  +  (»2 .  O2  "H  *  *  *  +  Q>n  •  Oft 
oder  abgekürzt 

(» .  0  =  ^  (Dn  •  Ofli  • 

Handelt  es  sich  jedoch  um  Erkenntniss  des  resultirenden  Bewegungs- 
zustandes des  Systems  für  zwei  aufeinanderfolgende  Zeitelemente,  wie  dies 
z.  B.  für  die  Angabe  der  Krümmungs Verhältnisse  nothwendig  ist,  so  ent- 


*  VergL:  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte,  I;  Burmester, 
Lehrbuch  der  Kinematik,  I;  Mannheim,  Cours  de  G^omätrie  desoriptive  n.  A.  j 
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steht  die  Anfgabe,  aas  den  Wendepolen  7^,  /^i  •••«  -^n  ^^^  gleichzeitigen 
Bewegnngen  auf  den  Wendepol  J  der  resultirenden  Bewegung  zn  schliessen, 
ein  Problem,  mit  dessen  Lösung  und  deren  Anwendung  sich  die  folgende 
Untersuchung  beschftftigen  soll. 

Hierbei  wurde  durchwegs  die  fQr  diesen  Zweck  besonders  erspriesslicb 
scheinende  Handhabe  des  barycentrischen  Calculs  benützt. 

Als  vereinfachende  Voraussetzung  wurde  angenommen,  dass  die  Inten- 
sitäten der  Drehungen  ooi,  fls^^  •••>  oon  sich  im  ersten  Zeitelemente  nicht 
ändern. 

].  um  zunächst  den  resultirenden  Wendepol  /  zweier  gleichzeitigeo 
Bewegungen  eines  ebenen  Systems  zu  finden,  welche  durch  Angabe  der 
momentanen  Drehpunkte  0,,  0,,  der  Wendepole  J^^  J^  und  der  Winkel- 
geschwindigkeiten a>^,  (»2  bestimmt  sind  (Fig.  1),  beachte  man,  dass  die 
resultirende  Bewegung  im  ersten  Zeitelement  eine  Drehung  um  den  resnl- 
tirenden  Drehpunkt  0  mit  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  m  ist, 
wofür  gut  «.  n  =  «,    n  J.«    n 

Durch  dieselbe  gelangt  0^  nach  (Xj,  0,  nach  0\.  üeberdies  tritt  gleieh- 
zeitig  ein  Wechsel  d^  Drehpunktes  in  beiden  Bewegungen  ein,  so  zwar, 
dass  am  Ende  des  ersten  Zeitelementes  Cl\  und  0)\  die  Drehpunkte  der 
gleichzeitigen  Bewegungen  sein  werden.     Hierbei  ist 

0*1  ff\  es  dj^  Oj  .9^,     ff^  ff\  =  dj  c»2 .9^, 
wenn  dt  das  Zeitelement  und  di=^O^J^^  d^^=O^J^  die  Durchmesser  der 
beiden  Wendekreise,  kurz  gesagt,  die  Wendedurchmesser  der  gleichzeitigen 
Bewegungen  sind,     üeberdies  ist 

Der  resultirende  Drehpunkt  0"  für  das  zweite  Zeitelement  ist  demnach  durch 

den  Ausdruck  gegeben 

0) .  (/'=  (D| .  0"i  +  a>2*  0^9* 

Die  Winkelgeschwindigkeit  o^  um  Cf\  kann  nun  ersetzt  werden  durch 
die  gleiche  Winkelgeschwindigkeit  m^  um  Oj  und  durch  die  elementaren 
Translationsgeschwindigkeiten 

«i.Oj^O'i    in  der  Richtung  0^0  und 

ebenso  kann  die  Winkelgeschwindigkeit  o,  um  &\  ersetzt  werden  durch 
die  elementaren  Translationsgeschwindigkeiten 

oo^.OjCXs   in  der  Bichtung  0^0  und 

Die  Translationsgeschwindigkeiten  m^.O^O^  und  ^.0^0\  tilgen  sich, 
denn  sie  sind  einander  gleich  und  entgegengesetzt,  und  es  bleiben  die  ele- 
mentaren Translationsgeschwindigkeiten 
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in  den  Richtungen  der  beiden  Wendednrohmesser.     Dieselben  sind  identisch 
mit  der  elementai*en  Tranalationsgeschwindigkeit 

d.  h.  letztere  ist  die  geometrische  Samme  der  ersteren,  oder  es  ist  nach 
Diyision  durch  den  gemeinsamen  Factor  dt 

1)  dco«  =  e^V+^»?- 

Diese  Untersuchung  lässt  sich  sofort  auf  n  gleichzeitige  Bewegungen  des 
Systems  ausdehnen  und  liefert  das  Resultat 

2)  do)«=:2;<fc^«. 

Bezeichnet  man  das  Product  des  Wendedurchmessers  in  das  Quadrat 
der  zugehörigen  Winkelgeschwindigkeit  als  reducirten  Wendedurch- 
messer und  bemerkt,  dass  durch  diese  Reduction  die  Richtung  OJ  des 
Wendednrchmessers  nicht  geändert  wird,  so  gilt  nach  Obigem  der  Satz: 

Der  reducirte  Wendedurchmesser  der  resultirenden  Be- 
wegung ist  die  geometrische  Summe  der  reducirten  Wende- 
dnrchmesser  der  gleichzeitigen  Bewegungen  des  Systems. 

Man  kann  demnach  die  reducirten  Wendedurchmesser  genau  so  behan- 
deln wie  die  gleichzeitigen  Translationsgeschwindigkeiten  oder  Beschleuni- 
gungen eines  ebenen  Systems;  im  Orunde  genommen  sind  sie  auch  nur  ein 
Maass  der  letzteren. 

2.  Die  Ableitung  des  obigen  Satzes  lässt  sich  in  der  That  merklich 
vereinfachen,  wenn  man  die  Theorie  des  Beschleunigungscentrums  zu  Hilfe 
nimmt.  Für  den  hier  vorausgesetzten  Fall  nämlich,  dass  die  Winkel- 
geschwindigkeiten im  ersten  Zeitelemente  keinen  Veränderungen  ausgesetzt 
sind,  ist  der  Wendepol  das  Beschleunigungscentrum  der  betreffenden  Be- 
wegung; der  resultirende  Wendepol  darf  also  keinerlei  Beschleunigung  erleiden. 
Dieser  Wendepol  besitzt  nun  die  Centripetalbeschleunigung  —  do^  nach  dem 
resultirenden  Drehpunkt  0  und  die  Translationsbeschleunigungen  d^  m^  bez. 
d|0>2*  in  Richtung  der  Wendedurchmesser  der  gleichzeitigen  Bewegungen; 
diese  drei  Beschleunigungen  werden  sich  tilgen  ^  wenn  sie  die  Gleichung  1) 
befriedigen. 

3.  Die  resultirende  von  n  gleichzeitigen  Bewegungen  eines  ebenen 
Systems  wird  zwei  Zeitelemente  hindurch  um  denselben  Drehpunkt  erfolgen^ 
d.  h.  in  eine  eigentliche  Rotation  übergehen,  wenn  der  resultirenee  Wende- 
durchmesser verschwindet,  d.  h.  wenn 

wird,  in  welchem  Falle  sich  das  Polygon  der  reducirten  Wendednrohmesser 
schliesst. 

Hält  man  diese  Definition  der  Rotation  fest,  so  folgt  im  Besondem: 
Besitzt  ein  System  zwei  gleichzeitige  Bewegungen  mit  verschiedenen  Dreh- 
punkten und  entgegengesetzt  gerichteten  Wendedurchmessem  und  verhalten         j 
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sich  letztere  yerkebit  wie  die  Qnadrate  der  zugehörigen  Winkelgeschwindig- 
keiten, so  ist  die  resultirende  Bewegung  des  Systems  eine  Rotation. 

Umgekehrt  iSsst  sich  jede  Rotation  des  Systems  in  zwei  allgemeine 
Bewegungen  desselben  zerlegen,  von  denen  die  eine  beliebig  angenommen 
werden  kann.     C^ergl.  Art  8.) 

4.  Die  resultirende  von  n  gleichzeitigen  Bewegungen  des  Systems  geht 
im  Allgemeinen  in  eine  Translation  über,  wenn 

21«,  =  0. 
In  diesem  Falle  liegen  sowohl  0  wie  J  in  unendlicher  Entfernung. 

Da  nach  Art.  2  die  reducirten  Wendedurchmesser  die  Translations- 
beschleunigungen der  gleichzeitigen  Bewegungen  darstellen,  so  erhält  man 
hier  in  der  Schlusslinie  des  Polygons  der  reducirten  Wendedurchmesser  die 
Translationsbeschleunigung  F  des  Systems  der  Grösse  und  Richtung  nach. 

Ist  diese  Schlusslinie  zur  Richtung  des  unendlich  fernen  Punktes  0 
parallel,  so  ftndert  die  Translation  des  Systems  in  den  beiden  aufeinander- 
folgenden Zeitelementen  nur  ihre  Richtung. 

Steht  hingegen  die  Schlusslinie  senkrecht  auf  der  Richtung  des  unend- 
lich fernen  Punktes  0,  so  besitzt  die  Translation  des  Systems  in  beiden 
Zeitelementen  dieselbe  Richtung  und  ändert  höchstens  die  Grösse  ihrer  Ge- 
schwindigkeit; alle  Punkte  des  Systems  durchschreiten  dann  gleichzeitig 
Wendepunkte  ihrer  Bahnen;  die  Richtungen  nach  den  unendlich  fernen 
Punkten  0  und  J  stehen  aufeinander  senkrecht. 

Aendert  die  Translationsgeschwindigkeit  des  Systems  weder  Grösse, 
noch  Richtung,  so  wird  r=:0  und  das  Polygon  der  reducirten  Wendedorch- 
messer  ist  geschlossen. 

Im  Besondem  kann  gesagt  werden:  Besitzt  ein  System  zwei  gleich- 
zeitige Bewegungen  mit  verschiedenen  Drehpunkten ,  gleichgrossen  und  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Winkelgeschwindigkeiten  und  sind  die  Projectionen 
der  Wendedurchmesser  auf  die  Verbindungslinie  der  Drehpunkte  ebenfalb 
gleichgross  und  entgegengesetzt  gerichtet  oder^  was  dasselbe  ist,  steht  die  Ver- 
bindungslinie der  Halbirungspunkte  von  0^  0,  und  Ji  J^  *^^  ^i  ^%  senkrecht, 
so  ist  die  resultirende  Bewegung  des  Systems  eine  durch  beide  Zeitelemente 
gleichgerichtete  Translation. 

Sind  überdies  die  Wendedurchmesser  gleich  und  entgegengesetst  ge- 
richtet, so  ftndert  sich  die  Geschwindigkeit  der  resultirenden  Translation 
auch  der  Grösse  nach  nicht 

5.  Die  Gleichung  2)  besitzt  auch  dann  volle  Giltigkeit,  wenn  beliebig 
viele  der  n  gleichzeitigen  Bewegungen  Translationen  sind.  Nur  treten  bei 
letzteren  an  die  Stelle  der  reducirten  Wendedurchmesser  die  Tranelations- 
beschleunignngen. 

Besitzt  das  System  z.  B.  eine  allgemeine  durch  0,c7|CO|  gegebene  Be- 
wegung (Fig.  2)   und  eine  durch   V  und  T  gekennzeichnete  Translation,  so 
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r 

liefert  die  geometrische  Summe   von  O^Jie=di  und  J.C^=—^  den  Wende- 

m 

durchmesser  O^C=d  der  resultirenden  Bewegung.  Den  Drehpunkt  0  der 
letzteren  findet  man  durch  die  Bemerkung,  dass 

0^0^^  und   O1OJ.F 

ist.  Aendert  die  Translationsgeschwindigkeit  F  weder  Richtung,  noch 
Grösse  ip  beiden  Zeitelementen  und  besteht  sie  gleichzeitig  mit  einer  all- 
gemeinen Bewegung  des  Systems,  so  .bringt  sie  nur  eine  Parallelverschie- 
bnng  des  Wendekreises  der  letzteren  heryor. 

umgekehrt  kann  jede  Translation  des  Systems  in  zwei  allgemeine  gleich- 
zeitige Bewegungen  von  gleichen  und  entgegengesetzten  Winkelgeschwindig- 
keiten zerlegt  werden.  Bezeichnet  F  die  Beschleunigung  der  zu  zerlegenden 
Translation  und   o  die   gewählte  Winkelgeschwindigkeit,   so   erübrigt  nur, 

r 

die  Strecke    -|  in   zwei   beliebige  geometrische   Summanden  zu  zerlegen; 

dieselben  sind  bereits  die  Wendedurchmesser  der  gleichzeitigen  Bewegungen ; 
die  Drehpunkte  Oj,  0^  entsprechen  hinsichtlich  ihrer  Lage  und  Entfernung 
wieder  der  obigen  Bemerkung. 

Im  Besondem  kann  jede  Translation  des  Systems  f&r  zwei  Zeitelemente 
in  eine  Rotation  um  einen  beliebigen  Drehpunkt  mit  beliebiger  Winkel- 
geschwindigkeit a>  und  in  eine  allgemeine  Bewegung  von  gleicher,  aber  ent- 

r 

gegengesetzter  Winkelgeschwindigkeit  und  einem  Wendedurchmesser  d  =  -^ 

VT 

zerlegt  werden. 

6.  Wenn  die  gleichseitigen  Bewegungen  eines  Systems  zwar  der  Be- 
dingung ^corSsO  entsprechen,  der  resultirende  Drehpunkt  jedoch  nicht 
unendlich  fem  liegt,  bleibt  das  System  im  Stillstande.  Als  Kennzeichen  für 
den  Stillstand  des  Systems  durch  zwei  Zeitelemente  dient,  dass  sich  das 
Polygon  der  reducirten  Wendedurchmesser  schliesst  und  jeder  der  n  gegebe- 
nen Drehpunkte  mit  dem  resultirenden  der  n  —  1  übrigen  zusammenfallt. 

So  tilgen  sich  z.  B.  zwei  gleichzeitige  Bewegungen  durch  zwei  aufein- 
anderfolgende Zeitelemente,  wenn  sie  denselben  Drehpunkt,  sowie  gleiche  und 
entgegengesetzte  Winkelgeschwindigkeiten  und  Wendedurchmesser  besitzen. 

7.  Der  Gleichung  1)  Iftsst  sich  ein  bemerkenswerther  barycentrischer 
Ausdruck  geben.  Nennt  man  nämlich  />i)  ^2»  P)  9i>  9s>  9  ^^®  Abstände  der 
Punkte  0|,  O9,  0,  J|,  /g»  *^  ^^°  ®^°^^  beliebigen  Geraden  der  Ebene,  so  ist 

p  <o  =Pi<Oi  +  A«»,     (ö  =  (»1  +  oi| 
und  mit  Benützung  der  Gleichung  1) 

woraus  folgt 

y  ö>'  =  ^1  «1*  +  Qi  »8*  +  JPi  ^1  ^9  +P2^l  »8  • 
Da  diese  Relation  für  jede  Gerade  der  Ebene  gilt,  so  kann  geschrieben  werden 
3)  »*.y  =  cOj*.,/i-|-co2*.,/2  + »,a)j.O,  +  »,oig,Oj. 
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In  analoger  Weise  findet  man  den  barycentriscben  Ausdruck  des  resul- 
tirenden  Wendepoles  Yon  drei  gleichzeitigen  Bewegungen 

^  +  a)i(»,+a,).Oi  +  a)j(o), +«»,). 0, +  »8(0)1+0)2). O5 

und  den  abgekflrzten  barjoentrischen  Ausdruck  des  resultirenden  Wende- 
poles von  n  gleichzeitigen  Bewegungen: 

«>./«Z[(».«.y„  +  a)„(o)-o)|.).OJ, 
worin  msszSmn  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet. 

Wir  entnehmen  hieraus  den  Satz: 

Der  resultirende  Wendepol  Yon  n  gleichzeitigen  Bewe- 
gungen ist  der  Schwerpunkt  aller  Wendepole  7«  und  aller 
Drehpunkte  On>  wenn  in  ersteren  o«',  in  letzteren  (D,r(o)—oHi)  als 
Gewichte  angebracht  werden.* 

8.  Die  lineare  Construction  des  resultirenden  Wendepoles  J  aus  den 
Funkten  O^,  Oj,  /j,  J^  zweier  gleichzeitigen  Bewegungen  und  aus  dem 
resultirenden  Drehpunkt  0  ist  in  Fig.  3  ersichtlich  gemacht     Zieht  man 

SO  liefert  der  Schnitt  der  Linien  K^E^  und  L^L^  den  Funkt  J.     Denn  be- 
achtet man,  dass  a>.0  =  m,.0^  +  a^.O^, 
so  geben  obige  Constructionen 

0).£i  SB  09^.  Jj +  0)^.029       0).£2^^1«^l  +  0)2.J2i 
0)  .Xti  &=s  0)^  •  Jj  +  0)}  •  0|  ,       W,JJ^  =  »i  •  Oj  +  flOj «a^S I 

woraus  mit  Berücksichtigung  des  Ausdruckes  3) 

<o  .  tl  c=  a)| . Ä|  +  fii>2 •  jKj  ^  o)i  «Xti  +  ©2 •  J^j  • 

Ist  eine  der  beiden  Bewegungen,  z.  B.  jene  um  O^y  ®^^®  eigentliche 
Rotation,  so  wird  d^aO  und  die  Construction  yereinfacht  sich,  wie  ans 
Fig.  4  ersichtlich  ist.  Man  zieht  OZJIOj/^,  Z^X^UO^O,,  so  liefert  der 
Schnitt  der  Linien  OK^  und  O^L^  den  Funkt  J. 

Hieraus  erhellt  auch  sofort,  wie  man  eine  allgemeine  Bewegung  des 
Systems  oder  eine  Rotation  desselben  constructiv  in  zwei  gleichzeitige  Be- 
wegungen zerlegt,  wenn  eine  derselben  gegeben  ist.  Soll  z.B.  in  Fig. 3 
die  durch  O^JitOi  gegebene  Bewegung  in  zwei  andere  zerlegt  werden,  yon 
denen  die  eine  durch  O^J'^  und  —  «^  gegeben  ist,  so  bringe  man  die  der 
letzteren  entgegengesetzte  Bewegung  O^J^^i  ^^  i^^  ^)  ^^^  suche  die 
resultirende  aus  ihr  und  der  gegebenen  Bewegung  O^J^cdi]  diese  resultirende 
Bewegung  OJm  ist  dann  die  gesuchte  gleichzeitige  Bewegung. 

Ebenso  hat  man  vorzugehen,  wenn  eine  Rotation  O^m^  (Fig.  4)  in  zwei 
Bewegungen  zerlegt  werden  soll,  von  denen  die  eine  durch  O^J'i  und  —  Oj 
gegeben  ist. 

*  Sitzungsbericht  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wiseensch.  in  Wien,  1.  Juli  1886. 
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9.  Die  Lage  des  resultirenden  Wendepoles  /  zweier  gleichzeitigen  Be- 
wegungen, welche  durch  die  Punkte  O^J^^  O^J^  gekennzeichnet  sind,  hängt 
wesentlich  von  der  Orösse  des  Verhältnisses  (0| :  o>2  ab.  Ertheilt  man  dem- 
selben alle  möglichen  Werthe,  so  fttllen  die  resultirenden  Wende- 
pole J  eine  Parabel,  welche  durch  J^  und  J,  geht  und  deren 
Tangenten  in  diesen  Punkten  sich  im  Halbirungspunkte  0« 
der  Strecke  0^0^  schneiden.* 

WShlt  man  nSmUch  Jj  Jg^m  ^  Pundamentaldreieck  und  setzt  a>| :  o»,  »  ^» 
«>  übergeht  wegen  2.0.  =  0»  +  0. 

der  baiycentrische  Ausdruck  3)  in 

/=  o?«. /,  +  /,  + 2».  0«. 
Dieser  Ausdruck  gehört  einer  Parabel  an,   welche  die  Fundamentalseiten 
^lOm^  ^%0m  in  den  Fundamentalpunkten  /|,  J^  berflhri** 

Wird  im  Besondem  die  Strecke  0|0,  durch  die  Gerade  J^J^  halbirt, 
80  liegen  die  resultirenden  Wendepole  /  für  alle  Werthe  des  Verhältnisses 
Oj :  m^  auf  dieser  Geraden. 

Bezeichnet  man  mit  G  den  Punkt  (Fig.  5),  welcher  dem  Ausdrucke 

entspricht,  so  wird 

/=(!  +  ««). e  +  2».o«. 

Kehrt  man  die  Richtung  der  einen  der  beiden  Winkelgeschwindigkeiten 
»j,  n^  um,  so  geht  x  ttber  in  ^x  und  /  in 

Die  Wendepole  JJ ,  welche  den  Verhältnissen  +  -^  zugehören,  liegen 

mit  0«  auf  einer  Geraden  und  theilen  die  Strecke  OmO-  harmonisch.  Fttr 
x=l  fällt  J'  in  unendliche  Entfernung;  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
Parabel  ist  der  Wendepol  der  Translation  des  Systems.    (Vergl.  Art.  4) 

10.  Besitzt  das  System  drei  gleichzeitige  Bewegungen,  welche  durch 
die  Punkte  Oi«/i)  O^J^^  O^J^  gekennzeichnet  sind,  so  kann  jeder  Punkt  der 
Ebene  zum  Wendepol  der  resultirenden  Bewegung  werden.  Jedem  derselben 
entspricht  ein  bestimmtes  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  m^im^xm^. 

Um   dieses  Verhältniss   derart  zu  bestimmen,   damit   ein  bestimmter 
Punkt  der  Ebene  zum  Wendepol  der  resultirenden  Bewegung  werde,  wähle 
man  O^O^O^  als  Fundamentaldreieck;  in  Bezug  auf  dasselbe  sei 
Ji^a^.O^  +  hi.O^  +  Ci.O^, 

•^8  =  «8-Oi  +  &8-Os  +  C8.0„ 
worin 

öl  +  ^  +  <l  =  «»  +  ^8+<^  =  «8  +  ^8  +  ^  =  l- 

Der  gegebene  Wendepol  habe  den  Ausdruck 

*  Sitiungsbericht  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wistensch.  in  Wien,  1.  Jnli  1886. 
<•  Vergl  MObiuB,  Ges.  Werke,  I.  Bd.  8.  84  und  338. 
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worin  ebenfalls 
Setzt  man  nun 

0)  flO  CO 

80  geht  der  barjcentrische  Ausdruck  4)  über  in 

oder  mit  Benützung  der  Ausdrücke  für  J|,  y,»  *^s 

J^la,a^  +  a^y^+a^0^  +  x{if+0)].O,  +  lh,a^+h,y^  +  h,z*  +  y{z  +  x)].O, 

+  [cisf  +  C2y^  +  c^e^  +  ^ix+y)].0,, 
woraus  durch  Vergleich  mit  dem  gegebenen  Ausdruck  von  J  her?orgeht 

Ci«*+  Csy'  +  K— l)i»*  =  C  — iET, 

welche  Gleichungen  die  Bestimmung  von  Xy  y^  g  und  damit  des  VerhSlt- 
nisses  a)| :  oi| :  (O3  gestatten. 

11.   Die  resultirende  aus  drei  gleichzeitigen  Bewegungen  eines  Systems 
wird  in  eine  Rotation  ausarten,  wenn  die  Punkte 

•/  =  a.Oj  +  5.<>,  +  c.03,     0  =  x.O^+y. 0^  +  0.0^ 
zusammenfallen;  dies  ist  der  Fall  für 

a^x,    b^y,    c  =  xf, 
wodurch  die  Schlussgleichungen  des  vorigen  Artikels  übergehen  in 
(a,-l)aj»+  fl,y«+  a5i?«  =  0. 

\a/'  +  (fi,--l)y'+  M'  =  0> 

Ct^+  C8y"  +  (cb-l)i^«-0. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 

flu«  Q9a  (Do 

~=»,    -=y,    -^0 

CO  m  (ö 

findet  man  hieraus  das  gesuchte  Verhftltniss  jener  Winkelgeschwindigkeiten, 
welche  eine  Rotation  des  Systems  erseugen 

und  den  Mittelpunkt  der  Rotation 

wobei 

Dem  Doppelzeichen  von  a^  ß^  y  entsprechend  giebt  es  also  vier  Punkte  des 
Systems,   welche  zu  Mittelpunkten  der  aus  drei  gleichseitigen  Bewegungeo 
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resnltireiideii  Botation  desselben  werden  können«  Je  zwei  dieser  vier  Punkte 
liegen  mit  einem  der  drei  gegebenen  Drehpunkte  Oj,  O,,  0^  auf  derselben 
Oeraden  und  ihre  Strecke  Wird  durch  denselben  und  durch  den  Schnitt  mit 
der  Verbindungslinie  der  beiden  anderen  gegebenen  Drehpunkte  harmonisch 
getheilt. 

12.  Folgendes  Beispiel  möge  die  Anwendung  des  Vorgetragenen  zeigen. 
Ein  Kreis  rolle  gleichzeitig  auf  drei  gegebenen  Geraden  (Fig.  6) ,  von  denen 
je  zwei  die  Bewegung  des  Kreises  gegen  die  dritte  mitmachen.  Die  Winkel- 
geschwindigkeiten der  drei  Bewegungen  seien  (»j ,  (Oj  >  a>8  •  Wählt  man  vor- 
erst die  Schnittpunkte  J.,  jB,  C  der  drei  Geraden  als  Fundamentalpunkte 
und  seien  a,  h,  c  die  Längen  der  ^undamentalseiten ,  so  sind  die  barycen. 
trischen  Ausdrflcke  für  den  Mittelpunkt  M  des  Kreises  und  die  drei  Be- 
rührungspunkte Oj,  Oj,  O3  desselben  mit  den  Geraden 

2a.0i==y.B  +  ß.C,    2b.0^=  a.C  +  y.Äj    2c.0^=^ß.jl +  a.B, 
worin 

a  =  — a+&  +  c,     /J  =  a  — 6  +  c, 

bezeichnen.  Geht  man  sodann  auf  das  Fundamentaldreieck  O^O^O^  über, 
so  wird 

d.M=a.Oi  +  b.O^  +  c.O^. 

Die  Wendepole  Jj ,  J*,,  J,  der  drei  gleichzeitigen  Bewegungen  fallen 
mit  M  zusammen  I  der  Ausdruck  4)  für  den  resultirenden  Wendepol  wird 
demnach 

/  ZE  («1* -f  Cöj*  +  Wj*)  .  Af  +  »1  ((»2  +  01^)  .  öj -f  «2  («8  +  a)i) .  0, -f  «3  (©,  + 
oder  mit  Benützung  des  obigen  Ausdruckes  für  M 
t/^  =  [dai|  (w,  +  (Ö3)  +  a  •] .  Oj  +  [do^  ((Ö3  +  « J  +  6«] .  0,  +  [dcos  («1+ Wj) -f 
worin  b  =  »i*  +  m^^  +  a^^  bedeutet.     Ausserdem  ist 

0  =  (Oj .  Oj  +  flOy.  0,  +  «3.  O3 
der  resultirende  Drehpunkt. 

Sind  die  drei  Winkelgeschwindigkeiten  gleich,  so  wird 
J=(28  +  Sa).0^  +  {2d  +  Sh).0^  +  {2d  +  3c).0j^  =  2.0  +  M, 
0=  Oj  +  Oj  +  Oj. 

Soll  die  resultirende  Bewegung  in  eine  Botation  des  Kreises  ausarten, 
80  müssen  die  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeiten  in  demselben  Verhält- 
nisse stehen  wie  die  Fundamen talseiten  ahc,  wie  aus  vorigem  Artikel  folgt. 

13.  Die  folgenden  Untersuchungen  sollen  sich  mit  den  Krümmungs- 
verhältnissen des  ebenen  Systems,  welches  mehrere  gleichzeitige  Bewegungen 
besitzt,  beschäftigen.  Bekanntlich  spielt  der  Wendekreis  eine  hervorragende 
Rolle  bei  der  Construction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahnen ,  die  von 

den  Punkten  des  Systems  beschrieben  werden.  ^  j 
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Der  Normalstrahl  OM  eines  Sjstempnnktes  M  trfigt  den  Krflmmnngs- 
mittelpankt  K  der  von  M  in  den  beiden  aufeinander  folgenden  Zeitelemen- 
ten  beschriebenen  Bahn  und  den  Schnitt  W  mit  dem  Wendekreise;  be- 
zeichnet  man  ^^^^^^    ^j^^p     ^^^^^ 

80  findet  die  Beziehung  statt 

Hierbei  werden  P  und  J  positiv  zu  nehmen  sein ,  wenn  die  Richtungen  von 
KM  und  OW  mit  jener  von  OM  ttbereinstimmen.  Der  Erttmmungsmittel- 
punkt  besitzt  demnach  den  barycentrischen  Ausdruck 

6)  Jir6=JB.0-z/.JIf. 

Ist  h  der  einem  zweiten  Sjdtempunkt  m  zugehörige  Ertimmungsmittel- 
punkt  und  sind  r^  q,  6  analoge  Bezeichnungen  zu  12,  P,  ^,  so  gilt 

Q 
Hieraus  folgt  fOr  den  Schnitt  8  der  Oeraden  Mm  und  Eh  (Fig.  7)  der  Ausdruck 

8  =  rJ.M--B8.m. 
Die  Grerade  08  ist  die  Collineationsaze  der  auf  den  Normalstrahlen  OM 
und  Om  gelagerten,  in  quadratischer  Verwandtschaft  stehenden  Punktreihen 
ME  und  fnh.  Construirt  man  L80M^mOT\  so  ist  OT'  die  Poltangente 
der  Bewegung.*  Der  Schnitt  T  dieser  Poltangente  mit  der  Oeraden  lfm 
besitzt  den  Ausdruck 

7)  r=Bii.m-r«.JIf, 
wie  eine  einfache  Betrachtung  lehrt 

14.  WShlt  man  den  Drehpunkt  0  des  Systems  als  Schnitt  zweier  zu- 
einander senkrechten  Geraden  OZ,  OY  (Fig  8),  aus  welchen  der  Wendekreis 
die  Sehnen  |,  17  herausschneidet,  und  bezeichnen  Z,  F,  o;,  ^  die  orthogo- 
nalen Projectionen  von  OJIf  und  Om  auf  diese  Oeraden,  so  gilt  für  jede  Lage 
derselben  BJ^Xl  +  Jri.    ri^xJ^  +  yti. 

Wird  speciell  0T\Mm  angenommen,  so  hat  man  wegen 
X-iC  =  0,     J-y^^Mm^l 
BJ-rS'^lfi. 

Beziehen  sich  diese  Bezeichnungen  auf  die  resultirende  von  n  gleich- 
zeitigen Bewegungen^  von  denen  jede  einzelne  durch  Bm^nfniu^^n  8^ 
geben  ist,  so  wird  zunfiohst  mit  Berflcksichtigung  der  Oleichung  2) 

und  durch  Verbindung  mit  obiger  Oleichung 

Bezeichnet  femer  a  den  Winkel  der  Poltangente  mit  der  Oeraden  Jlfm,  so  ist 
*  Aronholdi  Grundzüge  der  kiuemat.  Geometrie. 
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und  da  die  Oleiobung  2)  auch  die  Beziehung 
liefert,  so  erhftlt  man 

15.  um  die  Fmchtbarkeit  der  Beziehungen  8)  und  9)  zu  zeigen,  setzen 
wir  zuiiftchst 

10)  {BnJn-rnin)mn^=-Pn, 

wodurch  sie  ttbergehen  in 

jP  =  -Sp«,  pcotanga=^ZpnCOtangan. 
Wir  benützen  femer  folgenden  leicht  zu  beweisenden  Hilfssatz: 
Bewegen  sich  n  mit  den  Gewichten  Pi...  pn  behafiiete  Punkte  in  einer 
£bene  derart,  dass  sie  stets  in  einer  parallel  zu  sich  fortrttokenden  Geraden 
verbleiben,  jeder  derselben  aber  eine  beliebige,  gegen  die  erstgenannte 
unter  dem  Winkel  a„  geneigte  Gerade  beschreibt,  so  bewegt  sich  der 
Schwerpunkt  dieser  Punkte  gleichfalls  in  einer  Geraden ,  für  deren  Neigung 
a  zur  fortrückenden  Geraden  obige  Beziehung  besteht. 

Hieraus  entnehmen  wir  folgende  Construction.  Es  seien  die  Poltan- 
genten von  n  gleichzeitigen  Bewegungen  bekannt;  ihre  Schnittpunkte  mit 
zwei  zur  Verbindungslinie  lfm  parallelen  Geraden  hiessen  2\  ...  7«,  ^^  ...^; 
in  diesen  bringen  wir  die  Gewichte  j?, . . .  j?«  &&  und  suchen  die  Schwer- 
punkte n  und  TT,  so  dass 

p.n=£pn.Tny     p.n=^£pn.tn. 

Dann  ist  die  Poltangente  der  resultirenden  Bewegung  der  Geraden  Ilit 
parallel  und  geht  überdies  durch  den  resultirenden  Drehpunkt  0,  für  wel- 
chen der  Ausdruck  gilt  ^      «       ^ 

16.  Die  soeben  angegebene  Construction  gestattet  die  Lösung  folgender 
fundamentalen  Aufgabe:  Von  den  Bahnen  zweier  Punkte  M  und  m  eines 
ebenen  Systems  sind  zu  einer  bestimmten  Zeit  die  Erümmungsmittelpunkte 
K^,,.Kn,  h^*..hu  ^  ti  gleichzeitige  Bewegungen  des  Systems,  sowie  die 
zugehörigen  Winkelgeschwindigkeiten  <o^ . . .  o>n  bekannt.  Es  sind  die  Erüm- 
mungsmittelpunkte K  und  k  für  die  resultirende  Bewegung  der  Punkte  M 
und  m  zu  ermitteln. 

Zunächst  liefern  die  Schnitte  der  Geraden  MKn  und  fnkn  die  Dreh- 
punkte Oa,  in  Bezug  auf  welche  der  resultirende  Drehpunkt  0  den  Ausdruck 
besitzt  ^      «       ^ 

Man  wähle  nun  MmO  ab  Fundamentaldreieok,  in  Bezug  auf  welches  jeder 
gegebene  Drehpunkt  einen  Ausdruck  von  der  Form  haben  möge 

0^  =  mn^.O+Cn.M  +  Cn.m. 
Nimmt  man  für  die  im  vorigen  Artikel  erwähnten  beiden  Parallelen  die  Ge- 
rade Mm  selbst  und  die  durch  0  gehende  Parallele,  so  ist  nach  Gleichung  T 
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(JS„  ^„  -  r„«„).r„  =  Ä,^„.ni  -  r„d„.  Jf 
oder  abgekürzt  nach  10) 

und  für  den  Schwerpunkt  17  der  Punkte  7» 

Die  durch  0  gehende,  zu  Mm  parallele  (rerade  g  hat  den  Ausdruck 

g^x,0  +  M^fn 
und  die  Poltangente  0„Tn 

welcher  durch  Substitution  der  Ausdrücke  von  0„  und  T„  übergeht  in 

OnTn=yfOn^.O  +  {yC„  -r„d«a)„«) .M+  {yCn  +  B„ z/«©,»)  m. 

Der  Schnitt  dieser  Geraden  mit  g  liefert  den  Punkt 

tn=PrfO  +  qn.M^qn.fny 
worin 

Qn^CnRn^n  +  CnrnÖn. 

Hiemach  ergiebt  sich  für  den  Schwerpunkt  n  der  Punkte  tn 

p.n^p.O+  Zqn.M—  Sqn^fn, 
Verbindet  man  die  Punkte  11  und  n  und  zieht  zu  dieser  Geraden  eine  Pa- 
rallele durch  Oj  so  ist  letztere  die  Poltangente  der  resultirenden  Bewegung; 

sie  hat  den  Ausdruck 

OT=x,0+  n  —  n 

und  ihr  Schnitt  mit  der  Geraden  Mfn 

Durch  Vergleich  mit  dem  Ausdrucke  7)  folgt 

Ä^a)«n=2:[^„  +  Ä»^,a>„2],     röiO^  =  £[qn  +  rn6niOn*]y 
woraus   sich  mit  Beachtung  von  6)   für  die  gesuchten  Erfünmungsmittel- 
punkte  K  und  X;  die  Ausdrücke  ergeben 

k^v'.O  '-2[{a,n^  +  Cn)rnön  +  CnRndn].fn, 

und  für  die  Krümmungsradien  P  und  q  die  Gleichungen 

wo  V  und  V  die  resultirenden  Geschwindigkeiten  der  Punkte  M  und  m  sind. 

17.  Wählt  man  statt  des  Punktes  m  den  Drehpunkt  0  der  resultirenden 
Bewegung,  so  geht  die  Gerade  Mm  über  in  den  Normalstrahl  des  Punktes  M] 
ersetzt  man  in  diesem  besondern  Falle  fn,  d»  durch  a»,  d,,  so  geht  Gleich- 
ung 8)  wegen  rs=0  über  in 

11)  IiJm^^£{Rn^n-ane,)io,K      ^  . 
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Der  Erümmungsmittelpunkt  K  der  Bahn  des  Punktes  M  ftlr  die  resultirende 
Bewegung  besitzt  nach  6)  den  Ausdruck 

—  .£^=«.0-  — .Jf 

and  ebenso  jeder  der  Erümmungsmittelpunkte  Ku  der  n  gleichzeitigen  Be- 
wegungen den  Ausdruck 

— p •  All  =  (»n*  (>« ^—  '  Jn.^ 

woraus  mit  Beachtung  Yon 
hervorgeht: 

'p~  ^^~p — ^i+   ••  +  -p Kn  +  u.M, 

worin  mit  Benfltzung  der  Gleichungen  5)  und  11) 

Bemerkt  man  noch,  dass 

—p ^^»n 

die  Winkelgeschwindigkeit  des  Punktes  M  um  seinen  jeweiligen  Erümmungs- 
mittelpunkt darstellt,  so  kann  obiger  Ausdruck  geschrieben  werden 

worin 

tt  =  9  -  2?<p„ 

den  oben  angegebenen  Werth  besitzt.     Wir  entnehmen  hieraus: 

Der  Erümmungsmittelpunkt  K  der  Bahn  eines  System- 
Punktes  itf  für  die  resultirende  aus  n  gleichzeitigen  Bewegun- 
gen ist  der  Schwerpunkt  der  diesen  Bewegungen  entsprechen- 
den Erümmungsmittelpunkte Xj ...  JC,.  und  des  Punktes  Jf  selbst, 
wenn  in  ersteren  die  Erümmungs-Winkelgeschwindigkeiten 
<Pi>^.q>n^  in  letzterem  der  üeberschuss  u  =  g)  — 2^<Pn  als  Gewichte 
angebracht  werden. 

18.  Ist  die  resultirende  Bewegung  des  Systems  eine  Translation,  so 
wird  ai=3^coi|S=0  und  der  resultirende  Drehpunkt  liegt  in  unendlicher 
Entfernung.     Dann  ist 

und  Gleichung  11)  geht  über  in 

wenn  man  mit  i\  die  Projection  des  Polygons  der  reducirten  Wendedurch- 
messer auf  die  Richtung  des  unendlich  fernen  Drehpunktes  0  bezeichnet. 
Der  allen  Punkten  des  Systems  gemeinsame  Erümmungshalbmesser  ist  dann 
mit  Benützung  obiger  Relation  ^  ^ 
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worin   V  die  Translationsgeschwindigkeit  des  Systems  bezeichnet. 

Steht  die  Schlusslinie  des  Polygons  zur  Bichtang  des  unendlich  fernen 
Drehpunktes  0  senkrecht,  so  ist  r^  =  0  und  Psoo;  dann  passiren  aUe 
Punkte  des  Systems  gleichzeitig  Wendepunkte  ihrer  Bahnen.     (Art.  4.) 

19.  Nach  Art.  17  ist  der  Erümmungsmittelpunkt  der  resultirenden  aus 
zwei  gleichzeitigen  Bewegungen  des  Punktes  M  durch  den  Ausdruck  gegeben 

Berücksichtigt  man,  dass  in  diesem  speciellen  Falle 

?!l  — ^  —  ^ 

wobei  V  die  resultirende  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  und  a^^a^  +  a^ 
die  Entfernung  der  beiden  Drehpunkte  bedeutet,  so  geht  der  in  Art.  17  ftLr 
u  angegebene  Werth  über  in 

worin  - 

Setzt  man  wie  in  Art.  9  das  Verhftltniss  der  Winkelgeschwindigkeiten 
a>| :  a>2  »  fl?,  so  geht  obiger  Ausdruck  ftlr  den  Krttmmungsmittelpunkt  über  in 

12)         ^'.2r=^a;.ir,  +  ^i^+«(m,*  +  «,).Jf, 
worin 

17«  = -^  =  (1  +  X)  ( Vo?  +  Ä,«)  -  a««. 

Der  Ausdruck  12)  giebt  in  Bezug  auf  das  Fundamentaldreieck  E^  MK^  den 
geometrischen  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  an,  welche  einem  System- 
punkte  M  für  die  resultirende  aus  zwei  gleichzeitigen  Bewegungen  zugeh(^ 
ren,  wenn  man  dem  Verhältnisse  der  Winkelgeschwindigkeiten  Wiim^  alle 
möglichen  Werthe  ertheilt.  Dieser  Ort  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  durch  die  beiden  Fundamentalpunkte  K^  und  K^  geht  {x«=(x>y  x^s^O) 
und  den  dritten  Fundamentalpunkt  M  als  imaginären  Doppelpunkt  besitzt 
(17*  =  0)-  denn  es  giebt  keinen  resultirenden  Drehpunkt  auf  der  Geraden 
OjOg,  welcher  dem  Punkte  M  die  Gresch windigkeit  Fs=0  ertheilen  könnte. 
Die  unendlich  ferne  Gerade  wird  Ton  dieser  Curye  im  Allgemeinen  in  drei 
Punkten  geschnitten;  durch  jeden  Punkt  des  Systems  M  gehen  also  drei 
Wendekreise  jener  Schaar,  welche  durch  O^J^,  O^J^  bestimmt  ist,  oder  jeder 
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Punkt  des  Systems  kann  fOr  drei  Werthe  des  YerhlÜtnisses  iD|:i»)  zum 
Wendepunkte  seiner  Bahn  werden.  Eine  Ausnahme  hiervon  machen  nur 
die  Punkte  der  Geraden  0^0^;  durch  jeden  Punkt  dieser  Geraden  gehen 
swar  ebenflEdls  drei  Wendekreise  jener  Schaar^  allein  nur  fCLr  zwei  derselhen 
wird  jener  Punkt  zum  Wendepunkt,  fQr  den  dritten  ist  er  Bttckkehrpunkt 
Miner  Bahn« 

Es  giebt  im  Allgemeinen  sechs  Werthe  des  VerhSltnisses  «o^zco^,  für 
welche  der  Krümmungsradius  der  Bahn  des  Punktes  M  dieselbe  Grösse 
erreicht;  denn  die  betreffenden  Krümmungsmittelpunkte  liegen  im  Schnitte 
der  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  um  M  beschriebenen  Kreise. 

20.  Zum  Schlüsse  möge  noch  die  Lösung  folgender  Aufgabe  gegeben 
werden.  Von  zwei  Punkten  M  und  m  des  Systems  seien  die  Krümmnngs- 
mittelpunkte  ihrer  Bahnen  für  drei  gleichzeitige  Bewegungen  gegeben.  Es 
sei  das  Verhftltniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  lo^ :  u, :  o,  der  Bewegungen 
za  ermitteln,  bei  welchem  für  die  resultirende  Bewegung  m  der  Krümmungs- 
mittelpnnkt  der  Bahn  des  Punktes  M  wird. 

Wir  wählen  die  Drehpunkte  Oj,  0,,  0,  der  gleichzeitigen  Bewegungen 
als  Fundamentalpunkte;  in  Bezug  auf  dieselben  sei 

ir=ii.öi  +  JB.0j|  +  (7.0„    iii  =  a.0,  +  6.0j|  +  c.0„ 

wobei 

Soll  m  der  Krfimmungsmittelpunkt  der  resultirenden  Bewegung  von  M 
werden,  so  wird  Mm  zum  Normalstrahl,  auf  welchem  der  resultirende 
Drehpunkt  0  liegt ;  es  muss  demnach  sein 

0  =  {Ä  +  ua).0^  +  {B+ul>).0^  +  {C+uc).0^. 
üeberdies  gilt 

wenn  wieder 

<D  0>  <0 

gesetzt  wird.    Die  Vergleichung  obiger  beiden  Ausdrücke  liefert  zunSchst 

13)  x{Bc-Ch)+y{Ca-Äc)  +  e{Äb^Ba)  =  0. 

Behftlt  man  die  Bezeichnungen  des  Art  13  bei,  so  wird  im  vorliegenden  Falle 

14)  J  +  a  =  0,    B  +  r^P, 

und  Gleichung  8)  geht  über  in 

15)  Är-(Ä|^i-n«i)aj»  +  (Ä,^,-r,Ä,)sf«  +  (Äs^a-rs«s)i^. 

Als  Punkt  der  Geraden  Mm  hat  0  die  Ausdrücke 

Oar.itr+/2.fli  und   0  =  (5«— oy).itf- (JB«— iiy).iii, 
woraus 

16)  Ä(fc»-ay)  +  r(JB»-ily)  =  0. 

Beachtet  man  noch,  dass  mit  Benützung  der  Gleichung  13)  und  der  Rela- 
tionen 
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aj  +  y  +  xf=l,     A  +  B  +  C=\,     a  +  h  +  c^l 

gesetzt  werden  kann 

(hx-ay)-{Bx-Ay)=^Äh-Ba, 

80  folgen  ans  13),  14),  15),  16)  nach  Elimination  von  R  und  r  die  Oleich- 

nngen 

17)  ax  +  ßy  +  Y0  =  O,     a^a^  +  ßy+Y,sf^=0, 

worin 

a  =  Bc—Oh,     ß  =  Ca  —  ÄCy     y^Äh—Ba, 

A-«.-(.-^)-r.-('-'s)-^*-^"- 

n=v(.-t)-^'(.-'-)-p'-^"- 

Die  Gleichungen  17)  liefern  das  gesuchte  VerhSltniss  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten : 

21.  Die  vorliegende  Theorie  der  gleichzeitigen  unendlich  kleinen  Be- 
wegungen eines  ebenen  Systems  gestattet  eine  interessante  Anwendung  auf 
die  Untersuchung  der  relativen  Bewegungen  von  beliebig  vielen  überein- 
ander gelagertei^  ebenen  Systemen ,  von  welchen  jed6s  eine  andere  Bewegung 
besitzt.  Die  Resultate,  welche  die  Untersuchung  dieser  relativen  Bewegun- 
gen liefert,  sollen  einer  späteren  Arbeit  vorbehalten  bleiben;  einige  der- 
selben wurden  bereits  von  Ph.  Gilbert,  wenn  auch  auf  g&nzlich  verschie- 
denem Wege,  gefunden  und  zum  Gegenstand  einer  interessanten  Studie^ 
gemacht. 


*  Sur  Textension  aux  Mouvements  plaus  relativ  de  la  möthode  des  normales 
et  des  centres  de  courbare.    Soc.  scient.  de  Bnixelles,  1878. 


Digitized  by 


Google 


XIII. 

Ueber  die  galvanisohe  Induotion  in  einem 
körperlichen  Leiter. 

Ein  Beitrag 
zur  mathematischen  Theorie  der  inducirten  elektrischen  Strome. 

Von 
Dr.  K.  Otto  Richter. 


Einleitung. 

Die  vorliegende  Arbeit  fasst  auf  einer  Formulimng  des  F.  Nenmann- 
schen  Indactionsgesetzes ,  wie  sie  in  einer  noch  ungedruckten  Vorlesung  von 
F.  Nenmann  über  Elektrodynamik  enthalten  ist  und  welche  Herr  Professor 
Dr.  C.  Neumann  mir  mitzutheilen  die  Qttte  hatte. 

Die  hierauf  sich  beziehenden  Fundamentalgleichungen,  welche  ab  Grund- 
lage unserer  Untersuchungen  dienen,  sind  im  ersten  Paragraphen  an- 
gegeben. Auch  eine  Anzahl  von  Gleichungen  des  §  2,  in  welchem  es  sich 
zunächst  um  eine  Transformation  des  mathematischen  Ausdrucks  des  in  Bede 
stehenden  Gesetzes  handelt,  sind  dem  genannten  Manuscript  entnommen, 
nämlich  die  Gleichungen  10)  bis  13)  und  dann  18)  bis  22). 

Was  nun  unsere  eigenen  Untersuchungen  betrifft,  so  möge  gleich  von 
Yomherein  hervorgehoben  werden,  dass  wir  bei  der  Betrachtung  der  Induc- 
tion  in  einem  körperlichen  Leiter  erstens  voraussetzen,  die  Induction  werde 
durch  einen  geschlossenen,  von  Gleitstellen  freien  und  von  einem 
gleichförmigen  Strome  durchflossenen  Draht  bewirkt,  bez.  durch 
ein  System  solcher  Ströme,  z.  B.  auch  ein  Solenoid  oder  einen  Magneten; 
dass  mx  zweitens  uns  durchweg  auf  stationäre  Strömungen  beschrän- 
ken, d.  h.  nur  solche  inducirte  Strömungszustände  in  Betracht  ziehen,  welche 

der  Bedingung  — ^  + --^  -|- __?  =  0  genügen,  wenn  tj^,  i«,  »»  die  Strömungs- 
ox      oy      00 

componenten  an  irgend  einer  Stelle  (o;,  y,  e)  des  inducirten  Conductors  nach 
den  drei  Azen  irgend  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstems  bedeuten. 
Biese  Beschränkung  kommt  in  der  Hauptsache  auf  die  Voraussetzung  hinaus, 
dass  alle  die  Induction  hervorrufenden  Veränderungen  mit  Geschwindigkeiten 
vor  sich  gehen ,  welche  gegenfiber  den  Strömungsgeschwindigkeiten  der  dyna- 
mischen Elektricität  verschwindend  klein  sind.     Endlich  werden  wir  drittens         j 
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die  Indnctionswirkangen  der  im  körperlichen  Leiter  inducir- 
ten  Ströme  aufeinander  yernachlässigen,  wie  dies  in  den  meisten 
bisherigen  Untersuchungen  dieser  Art  geschehen  ist,  und  angesichts  der 
Unsicherheit,  welche  noch  gegenwärtig  in  der  Elektrodynamik  herrscht, 
wohl  gerechtfertigt  zu  sein  scheint. 

Die  vorliegende  Abhandlung  zerföllt  in  zwei  Abschnitte.  Der  erste 
Abschnitt  (§  1  bis  §  3)  ist  wesentlich  vorbereitender  Natur.  Ueber 
den  Inhalt  des  ersten  Paragraphen  ist  das  Nöthige  schon  mitgetheilt.  In 
§  2  werden  diejenigen  Bedingungs-  und  Dififerentialgleichungen  entwickelt, 
welche  das  Problem  der  Induction  bestimmen,  sobald  der  inducirteCon- 
dnctor  in  vollständiger  Buhe  verharrt,  und  also  die  Inductionswir- 
kungen  lediglich  von  Veränderungen  im  inducirenden  System  herrühren; 
und  zwar  geschieht  die  Ableitung  jener  Bedingungen  nach  Massgabe  der 
bekannten  elektromotorischen  Fundamentalgleichungen,  welche  für  jede  der 
drei  Coordinatenaxenrichtungen  die  mit  dem  Widerstände  multiplicirte  Strö- 
mung als  Summe  der  elektromotorischen  Kraft  und  der  aus  der  Spannung 
oder  dem  elektrostatischen  Potentiale  sich  ergebenden  Wirkung  darstellen. 
Im  dritten  Paragraphen  werden  die  entwickelten  Gleichungen  auf  einige 
besonders  einfache  specielle  Fälle  apUgewendet.  Der  Uebergang  von  einem 
irgendwie  beschaffenen  System  geschlossener  inducirender  Ströme  zu  einem 
Solenoid  (oder  Magneten)  wird  dabei  jedesmal  auf  Grund  der  von  C.  Nea- 
mann  aufgestellten  Formeln  bewerkstelligt ,  die  sich  auf  die  Ausführung 
von  über  unendlich  kleine  geschlossene  Curven  erstreckten  Integralen 
beziehen. 

Im  zweiten  Abschnitte  (§  4  bis  §  8)  ziehen  wir  den  aUgemeinen 
Fall  in  Betracht,  dass  der  inducirte  Leiter  sich  bewegt,  während 
das  inducirende  System  ruht.*  Die  beiden  ersten  Paragraphen  dieses 
Abschnittes  (nämlich  §  4  und  §  5)  dienen  demselben  als  Einleitung,  und 
zwar  handelt  §  4  von  den  Werthen,  welche  dann  die  matheniatischen  Aus- 
drücke der  elektromotorischen  Kräfte  annehmen ,  und  §  5  enthält  (auf  Grund 
dieser  Erörterungen)  ein  Beispiel,  welches  gleichsam  den  Uebergang  von 
den  Problemen  des  ersten  Abschnittes  zu  denen  des  zweiten  Abschnittes 
vermittelt  Damach  beschäftigen  wir  uns  in  §  6  mit  der  Entwickelung  der 
allgemeinen  Bedingungen,  welche  bei  beliebiger  Bewegung  des  inducirten 
Körpers  für  die  inducirten  Ströme  gelten;  und  endlich  bringen  wir  in  §  7 
und  §  8  mehrere  interessante  Anwendungen  der  vorangegangenen  Betrach- 
tungen :  §  7  behandelt  die  durch  einen  Magnetpol  in  einer  unendlich  grossen, 


*  Was  den  Unterschied  des  im  ersten  von  dem  im  zweiten  Abschnitte  behaa- 
delten  Problems  betrifft,  so  beruht  er  nur  in  der  mathematischen  Forma - 
lirung,  da  es  bei  der  Induction  nur  auf  die  relative  Bewegung  ankommt,  ist 
also  nur  ausser  lieh.  Indessen  schien  es  mir  zweckmässig,  jene  Eintheilong, 
welche  in  engem  Zusammenhange  mit  der  Entstehungsart  dieser  Arbeit  steht, 
auch  bei  der  Veröffentlichung  beizubehalten.  ^^  . 
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Ton  zwei  ParaUelebenen  begrenzten  Metallplatte  indacirten  Ströme ,  welche 
durch  Rotation  der  Platte  nm  eine  auf  ihr  senkrechte  Axe  entstehen ;  in  §  8 
wird  das  Problem  der  Rotation  einer  Engel  nnter  dem  Einflasse  irgend 
eines  in  der  Rotationsaxe  befindlichen  Magnetpoles  durchgeführt. 

Hierzu  m5ge  noch  Folgendes  bemerkt  werden.  Bekanntlich  stimmt  das 
F.  Neumann'sche  Gesetz  mit  dem  W.  Weber*schen  Gesetze  hinsichtlich 
der  Inductionswirkung  in  linearen  Leitern  überein,  so  lange  das  indu- 
cirende  Sjstem  aus  geschlossenen  StrOmen  besteht.  Da  aber 
beim  F.  Neu  mann 'sehen  Inductionsgesetze ,  wie  beim  Web  er 'sehen,  die 
in  einem  Raumelemente  inducirte  elektromotorische  Kraft  als  Resultante  der- 
jenigen drei  elektromotorischen  Kräfte  erscheint|  welche  gleichzeitig  in  drei  an 
dem  Orte  dieses  Elementes  befindlichen,  aufeinander  senkrechten  Drahtelemen- 
t«n  inducirt  werden  würden  (vergl.  §  1),  so  müssen  auch  bei  der  Induction 
dnreh  geschlossene  Ströme  in  körperlichen  Leitern  die  aus  dem  einen  und  dem 
andern  Gesetze  abgeleiteten  Folgerungen  miteinander  übereinstimmen,  so 
lange  man  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Inductions- 
ströme  aufeinander  ausser  Acht  lässt.  DemgemSss  stehen  auch  einige 
der  Ergebnisse  der  §§  6  bis  8  mit  von  Jochmann*  auf  Grund  des  Weber- 
sehen  Gresetzes  unter  gleichen  Voraussetzungen  gegebenen  Re3ultaten  in  Ein- 
klang. In  §  6  sind  zwei  verschiedene  Formulirungen  eines  und  desselben 
Problems  enthalten  (nSmlich  des  Problems,  welches  sich  auf  ein  ruhendes 
inducirendes  Sjstem  von  beliebigen  geschlossenen  Strömen  und  auf  einen  in 
Bewegung  begrififenen  körperlichen  Leiter  bezieht).  Die  Specialisirung  einer 
derselben  für  den  Fall,  dass  die  Induction  nur  durch  Magnetpole  bewirkt 
wird,  stimmt  mit  der  von  Jochmann  aus  dem  Web  er 'sehen  Gesetze  ab- 
geleiteten Formulirung  dieses  specielleren  Problems,  wie  es  sein  muss, 
überein;  aber  gerade  die  andere  ist  es,  welche  in  den  Anwendungen,  wie 
z.  B.  der  in  §  7  behandelte  Fall  zeigt,  auf  übersichtlicherem  und  kürzerem 
Wege  zum  Ziele  führt.  Auch  das  von  uns  in  §  8  betrachtete  Beispiel 
erwähnt  schon  Jochmann,  ohne  seine  allgemeine  Lösung  in  Angriff  zu 
nehmen;  wie  unsere  Betrachtungen  zeigen,  Iftsst  es  sich  in  der  That  mit 
Hilfe  von  nach  Kugelfunctionen  fortschreitenden  Entwickelungen  yoUstftndig 
durchführen.  —  Ebenso  wie  dieser,  scheint  auch  der  von  uns  in  §  5  behan- 
delte Fall,  so  einfach  und  interessant  er  ist,  bisher  noch  nicht  in  Betracht 
gezogen  worden  zu  sein.  ^ 


•  Grelle*8  Journal,  Bd.  63  S.  168  flg. 
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I.  Abschnitt. 

Indnctionsstrome^  welche  in  einem  ruhenden  körperlichen 
Leiter  erzeugt  werden. 


§1. 
Das  F.  Neumann'sohe  InductionsgeBets. 

Zwei  geschlossene  lineare  Leiter  a  und  5,  deren  Punkte  die  Coordinaten 
1 9  ^  t  iy  ^6Z-  ^1  Pi  ^  haben  mögen ,  seien  in  beliebiger  Bewegung  begriffen. 
Ueberdies  sei  0  von  einem  elektrischen  Strome  durchflössen ,  dessen  Stärke  J 
von  Augenblick  zu  Augenblick  in  beliebiger  Weise  sich  ändert.  Bezeichnet 
man  alsdann  die  von  diesem  Strome  /  in  irgend  einem  Punkte  (x^  y,  e)  des 
Leiters  s  hervorgebrachte  elektromotorische  Kraft  mit  E,  und  die  Compo- 
nente  dieser  Kraft  nach  der  Richtung  s  mit  Egy  so  hat  E,  den  Werth: 

jCdc/     a»r         drdr\dr      b  dJ  fdö  dr  dr 

1)      JL,-^     iJJ  ^\r^^^^     ^dcdsJdt^  2  dtJ   r  Bads' 

wo  die  Integrationen  über  alle  Elemente  (J^  da)  des  gegebenen  Stromes 
ausgedehnt  sind  und  wo  r  =  j/{x  —  |)*  +  (y  —  vY  +  (^  •"  Ö*  ^®°  Abstand  eines 
solchen  Elementes  vom  Punkte  {x ,  y,  0)  vorstellt.  Dabei  bezeichnet  t  die 
Zeit  und  e  eine  Constante,  die  sogenannte  Inductionsconstante. 

Nimmt  man  statt  des  linearen  Leiters  s  einen  körperlichen 
Condnctor,  versteht  man  also  unter  (o?,  y,  ier)  irgend  einen  Punkt  inner- 
halb dieses  Conductors,  so  wird  nicht  mehr  die  Componente  Eg,  sondern 
die  ganze  Kraft  E  zur  Wirkung  gelangen.  Und  zwar  ergeben  sich  auf 
Grund  der  Formel  1)  für  die  den  Coordinatenaxen  entsprechenden  Compo- 
nenten  E^^  Ey^  E^  jener  Kraft  E  folgende  Werthe: 

_       fda  (     d^r         dr  dr\  dr      s  dJ  fdö  dr  dr 

J  f^Vdodx     ^dadxJ  dt'^'2  dtj   r  dodx 

9^      F  -     ^r/'^V-    ^*^       x^rdr\dr      tdJ  fdodrdr 

jfdcf     d^r         drdr\dr,    s  dJ  fda  dr  dr 

'"        J  f^Vdade     ^  da  de)  dt'*'  2  dt  J   r   dade' 

Die  Formel  1)  reprSsentirt  das  von  F.  Nenmann  aufgestellte  Indac- 
tionsgesetz;  vergl.  die  Abhandl.  der  Berliner  Akademie  von  1846  und  1848. 
Andererseits  ist  der  üebergang  von  1)  zu  2)  einem  bisher  noch  nicht  ver- 
öffentlichten F.  Neumann' sehen  Manuscripte  entlehnt  Lisbesondere 
sind  die  Formeln  2)  buchstäblich  dieselben  wie  in  jenem  Manuscripte. 
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Es  mag  bier  noch  auf  einige  Transformationen  des  Ausdrucks  1)  auf- 
merksam gemacht  werden,  von  welchen  im  Folgenden  Gebrauch  zu  machen  ist. 
Ffihrt  man  j/r  statt  r  ein,  so  nimmt  jener  Ausdruck  1)  die  Gestalt  an: 

s,         ..../..|-..4^£|^+-..!|i?|i|. 

nnd  diese  Formel  kann,  wie  sich  mit  Hilfe  der  identischen  Gleichung 

4^  g  gy  Sf^  g  (dfdf\     d  (dfdf\     d  (dfdf\ 

'  dsd«dt      d'sKdsdtJ'^dsKdadt/     dt\d$d<s) 

leicht  ergiebt,  auch  so  geschrieben  werden: 

dJd/rd/rX 
^dt    ds      da  y 
oder  auch  folgendermassen: 

oder  endlich  so: 

'     •^•■~2j**l     dArdsda)     ds\r  da  dt.''^dt\r  ds  da)]' 
Anf  ähnliche  Weise  würden  sich  die  Ansdrücke  2)  umgestalten  lassen. 
Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  an  der  Stelle  (x,  y,  e)  des  körper- 
lichen Leiters  in  die  Richtung  a  mit  den  Bichtnngscosinus 

Q,  dx         dp     .    dt 

«>  dS^-"^  äl""'  ä7=i' 

fallende  Componente  E,  der  ganzen  inducirten   elektromotorischen  Kraft 
zufolge  2)  den  Werth  hat: 
y)  E.='aE^+ßEy+yE,. 

§2. 

Formnlirung  des  Problems  der  Induotion,  falls  der 

induoirte  Leiter  mht. 

Wir  schreiten  nun  zur  Formulirung  des  Problems  der  Induction,  indem 
wir  zunächst  voraussetzen ,  dass  das  Axensjstem  (o;,  y,  z)  mit  dem  inducirten 
Leiter  starr  verbunden  sei,  wobei  wir  uns  (blos  der  Einfachheit  wegen) 
vorstellen y  der  letztere  sei  unbewegt.  Wir  nehmen  also  an,  dass  x^y^ß^ 
die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  des  Leiters,  von  der  Zeit  t  nicht  ab- 
hängen. 

Wir  setzen  fest,  dass  das  Coordinatensjstem  rechtwinklig  und  zwar 
positiv  sei.  Die  Induction  wird  durch  Veränderungen  im  induciren- 
den  Stromkreise  bewirkt.  C^ r^r^r^\r> 
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Ein  beliebiger  Punkt  des  Inducenten  habe ,  bezogen  auf  das  zu  Grande 
gelegte  Coordinatensjstem,  die  Coordinaten  £,  17,  £• 

Da  nach  der  gegenwärtigen  Voraussetzung  x^y,  »^t  coordinirte  Variable 
sind,  so  gilt  jetzt  die  Identität  4)  unverändert,  wenn  man  darin  s  durch  x 
oder  y  oder  e  ersetzt;*  mithin  werden  Ex,  Ey^  E^^  dadurch  erhalten,  daas 
man  gleich  in  1)  Xy  y^  g  nacheinander  an  Stelle  von  $  setzt,  so  dass  E^y 
Eyj  E^  sich  wie  folgt  gestalten: 
IHN  X.        «   /y     ,  3  /l  ör  ar\      ,  a  /l  dr  dr\  ,  d  fJdr  dr\\. 

10)  Ex=^2j  V""'^a^W8^rJ"-^ä^V7ä'aä7;+rA7ä7a«>'r'' 

£y=  etc.  etc. 
Da  nach  unserer  Annahme  J  von  a  unabhängig  ist  (vergl.  die  Einleitung 
S.  209)  und  der  Inducent  ein  geschlossener  Strom  ohne  Gleitstellen  (ebendas. 
S.  209),  so  fällt  in  10)  bei  Ausführung  der  Integration  jedesmal  das  erste 
Olied  forty  und  man  erhält,  wenn  man 

2«/  r  dxda  '       2J   r  dyda  " 

ö 

setzt,  die  folgenden  Formeln: 

Bezeichnet  man  femer  die  Potentialfnnction  der  gesammten  infolge  der 
Induction  sich  in  und  auf  dem  inducirten  Conductor  verbreitenden  freien 
Elektricität  mit  9,  und  die  Leitungsfähigkeit  des  Conductors  an  der  Stelle 

(^1  tf}  ^)  ™^^  ~~')  s<>  werden  die  inducirten  Strömungscomponenten  ixy  i^i  H 

an  der  Stelle  {x^y,  g)  durch  die  Oleichungen  gegeben  sein: 

14)    «i, — ||+:b„  »^=_|±+jsi,   X». — |2+i?., 

oder  also,  wenn  man  die  Werthe  von  E^t  E^,  E^  in  13)  beachtet  und  die 
Bezeichnung 

15)  (p^U^fj} 

16)  ^•'=-a7+-är'   -^=-a^+^'   **^==-ä7+-är- 

Da  femer  mit  Beibehaltung  der  Bezeichnungen  s^  a,  j3,  y  (S.  213) 
17N  d(p        dfp        dfp        dq> 

^^^  a7"«ä^+^ä7+^aJ 

ist,  so  folgt  aus  9)  und  14) 
*  Man  vergL  hierzu  §  4. 
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18)  U  =  ai:c  +  ßiy  +  yiz, 

wobei«  natürlich  nnter  i,  die  in  Richtung  von  d$  indacirte  Strömnngscom- 
ponente  an  der  betrachteten  Stelle  verstanden  ist.  Femer  hat  man,  wenn 
man  zur  Abkürzung 

A0\  _\  drdr  _\  drdr  l  dr  dr 

^^^  '"'''Vdid'ö'    ""^-^'rd^di'    ^'^-y^ai 

setzt,  d.  h. 
zufolge  12) 

^^^  ^+"37^^"    2./  Kdi  +  ^^U)^' 

oder,  da  nach  20)  ^  ^  o 

'L  ai   a0\ai/"^  ai^   a^Vai^/"^  aj   a^Vat/J      de 


kt, 


dV:c    .    ^Fy    .    an 


;\a^/^ay\a^  y^a^^v  dtJ 


dx       dy       dz 
Wegen  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  Variablen  x^y^e^t  wird 
daher  gegenwärtig 

aajV  a^/"^ay\  a^/"^aÄr\  a^/    dt\dx^  dy^  dz)' 

und  somit  nach  22) 

dx^ 
sein,  so  dass  nunmehr  die  Bedingung  des  stationären  Strömungszustandes* 

a'i^    a^t/;    a't/; 

nach  16)  ;r-3^+-;r-Q  +  ^-T  =  0  wird  oder,  indem  wir  uns  für  die  Differen- 
'  dxr      dy*      dr 

a*      a*      a* 

tialoperation  ^— s  +  x-^+^-s  des  üblichen  Zeichens  ^  bedienen: 
öflr      cy^      öfr 

23)  z/if^  =  0. 

Dazu  kommt  noch  die  Qrenzbedingung,  welche  aussagt,  dass  überall  an  der 
Oberflfiche  des  inducirten  Leiters,  den  wir  uns  von  einem  isolirenden  Me- 
dium umgeben  denken,  die  zur  Oberfläche  selbst  senkrechte  Strömungscom- 
ponente  verschwindet.     Weil  nach  12) 

ist  und  die  rechte  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  analog  der  Schreib- 
weise in  12)  mit  F«  bezeichnet  werden  kann: 


*  Vergl,  die  £inleitong  S.  209. 
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80  hat  man  nach  18)  und  16) 
^4)  »,.___  +  __, 

bezeichnet  man  daher  in  irgend  einem  Oberflächenpunkte  des  indacirten 
Leiters  die  Süssere  Flfichennormale  mit  n,  so  ist  der  mathematische  Aus- 
druck der  vorhin  genannten  OberflSchenbedingung 

25)  xt.  =  -^  +  -^=0, 

worin  die  horizontalen  Striche  andeuten,  dass  die  Werthe  der  Functionen, 
über  welchen  sie  stehen,  an  der  Oberfläche  des  Conductors  zu  nehmen  sind. 

Da  Uy  sowie  F«,  Vy^  V^  gegeben,  n&mlich  von  der  Lage,  Gestalt,  Liten- 
sität,  Bewegung  und  LitensitStsSnderung  des  inducirenden  Stromes  abhfingige 
Functionen  sind,  so  handelt  es  sich  bei  der  Berechnung  von  t^,  iy,  i*  um  die 
Ermittelung  der  Potentialfunction  g>\  ist  diese  nämlich  bekannt,  so  findet 
man  xi,,  xfy,  xi^  durch  blosse  Differentiation  in  der  durch  16)  und  15)  vor- 
geschriebenen Weise.  Jedoch  kann  man,  da  C/^  bekannt  ist,  statt  tp  auch  die 
Function  t^  [vergl.  15)]  als  unbekannte  einführen  ^  und  hat  dann  für  diese  die 
Hauptgleichung  23)  und  die  Orenzbedingung  25).   Die  letztere  sagt  aus,  dass 

^  an  jeder  Stelle  der  Oberfläche  des  gegebenen  Conductors  einen  vor- 

geschriebenen  Werth,  nämlich  den  Werth  -^  besitzt;   die  erstere  Gleich- 

ung,  23),  dagegen  muss  in  jedem  Punkte  des  Innenraumes  des  Leiters 
erfüllt  sein. 

Durch  die  Gleichungen  23)  und  25)  wird  ^  zunächst  nur  im  Innern 
des  körperlichen  Leiters  bestimmt.  Auch  reichen  diese  beiden  Bedingungen 
zur  Ermittelung  von  tf;  an  und  für  sich  noch  nicht  aus;  vielmehr  muss  noch 
hinzugefügt  werden,  dass 

26)  flf.  :r— »  TT-^  TT-  überall  im  Innern  des  Leiters  stetig 

dx     dy     dg  ^ 

bleiben  sollen.  Dass  diese  Forderung  mit  der  allgemeinen  Bedeutung  von 
t^  in  Einklang  steht,  erkennt  man  leicht;  denn  da  g>  die  Potentialfunction 
von  Massen  bedeutet,  welche  theils  innerhalb,  theils  auf  der  Oberfläche  jenes 

^  r\  O 

Baumes  ausgebreitet  sein  können,   so  genügen  g),  —  >  — »  ^—  daselbst 

sicher  der  Forderung  der  Stetigkeit;  und  aus  der  Bildungsweise  von  ü 
ergiebt  sich  [vergl.  11)],  dass  diese  Function  nicht  nur  nebst  ihren  ersten, 
sondern  sogar  sammt  allen  ihren  Ableitungen  nach  x^y,  0  stetig  ist  überall 
im  Bereiche  des  Conductorvolumens,  vorausgesetzt  allerdings,  dass 
alle  Veränderungen,  welche  die  Induction  bewirken,  mit  endlichen  Ge- 
schwindigkeiten vor  sich  gehen,   und  dass  der  Inducent  beständig  durch 
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irgendwelche  Zwischenräume  von  dem  körperlichen  Leiter  getrennt  bleibt* 
—  Auf  Grund  einer  bekannten  Methode  mit  Hilfe  des  Green'schen  Satzes 


SSS^^^ä.äyä.^fl'£äo, 


welcher  sich  auf  den  Innenraum  St  und  die  OberflAche  O  eines  Baumes 
(hier  unseres  Conductors)  bezieht,  weist  man  dann  nach,  dass  t(;  nunmehr 
[d.  h.  durch  die  Bedingungen  23),  25),  26)]  bis  auf  eine  willkürliche  addi- 
tive Constante  eindeutig  bestimmt  ist. 

Wendet  man  denselben  öreen'schen  Satz  auf  '^  selbst  an,   so  erhält 
man  zufolge  23)  r  Ttf^ 

Unsere  Aufgabe  ist  mithin  nur  dann  lösbar,  wenn  die  yorgeschriebenen 
Oberflächen werthe  5—»  nämlich  -^   [vergl.  25)]    gerade   so   eingerichtet 

v1^  et 

sind,  dass  sie  die  Bedingung    /  /  — ^do  =  0  erfüllen  oder,  was  dasselbe 

sagt,  wenn  die  Torgeschriebene  Function  F«  so  beschaffen  ist,  dass  sie  der 
Gleichung  ^    /•  n 

O 
Genüge  leistet.     Dass  dies  stets  der  Fall  ist,   ergiebt  sich  leicht  aus  der 
Bedeutung  von  7„  (8.  215  und  216),  nämlich 

27)  r.=4ri|!:|r,i,. 

'  2J   r  dn  da 

Da  nämlich  —  r-  x-  =  — i--— ^     .^        ist,  so  hat  man  nach  Ausführung 
r  cn  00  on       00 

einer  partiellen  Integration 

4t/    r  dndö 

^         2J    rldndc'^dndcdndaj      ' 
a 

oder,  da  7^-  o^  +  "-  den  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  Flächennor- 
dn  da 

male  n  und  dem  Inducentenelement  da  bedeutet: 


28)  ^-  =  -4/- 


do. 


*  Man  übersieht  unmittelbar,  daes  das  durch  28),  25),  26)  formulirte  Problem 
genau  denselben  Aosdruck  behält,  falls  der  eine  geschlossene  Inducent  (/,  0)  durch 
eine  Qeihe  verschiedener  solcher  Ströme  (/,  0),  (Ji,  ffi),  (Jt,  0t)i  t  ••  ersetzt  wird.         j 
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Hiemach  wird    //F„do  =  — 7^  1^^  I  I  —    *      do;   bezeichnet  aber 
p  eine  beliebige  Bichtung  im  Baume,  so  ist  bekanntlich   /   1  fcas{n^p)do 

==/  /  /  T—dxdy  d»y  wenn  /  eine  beliebige,  aber  nebst  ihren  ersten  Ab- 

SÄ 
leitungen  im  Baume  SR  stetige  Function  von  x^  y^  s  ibL    Im  vorliegenden 

Falle  istdemgemäss   /  /  — ^^^^dc  =  f  1  J  — —  dxdydsf^  hiemach 

OD  ^  dt 

and  bei  jeder  Lage  und  Gestalt  des  Inducenten  folglich  (natürlich  mit  Ein- 
haltung der  schon  8.216^217  getroffenen  Bestimmungen)  /  /  Vudo  =  0^  also 

auch  nach  dem  Vorigen   j  j  —do  =  0.  —  q.  e.  d. 

6 

Genau  ebenso,  wie  vorhin  [Gl.  27)  und  28)]  F«  umgeformt  wurde, 
lassen  sich  auch  F«,  F^,  F»  behandeln,  und  es  ergiebt  sich 

29)     y:,  =  -jif~cosix,o)d.^-J^fl'Jäc, 


U.  8.  W. 


§3. 
Anwendungen  der  in  §  2  entwickelten  Formeln. 

Erstes  Beispiel.  Der  Conductor  sei  zuerst  ein  beliebiger  Botations- 
körper  und  der  Inducent  ein  mit  seiner  Botationsaze  coaxialer  Ereisstrom, 
welcher  längs  der  Botationsaxe  verschoben  werden  kann ,  jedoch  nur  so  be- 
wegt werde,  dass  seine  Ebene  beständig  auf  der  Botationsaxe  senk- 
recht steht. 

Die  X'Axe  des  Coordinatensjstems  falle  mit  der  Botationsaxe  zusammen 
und  es  werde  vorausgesetzt,  dass  der  Strom  im  Inducenten,  /,  im  ersten 
Quadranten  der  (yir)- Ebene  von  der  y-Axe  zur  ier-Axe  fliesse. 

Der  Badius  des  (nach  Voraussetzung  also  der  yir. Ebene  parallelen) 
Kreisstromes  sei  (»,  der  Winkel,  welchen  der  nach  irgend  einem  Punkte 
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(l>  Vt  i)  desselben  von  seinem  Mittelpunkte  (a;=s|,  ys=sfz=iO)  gezogene 
Radius  Tector  mit  der  y-Axe  bildet,  werde  lo  genannt  und  der  Winkel, 
welchen  die  Oberflächennormale  n  irgend  eines  Oberflftchenpanktes  des  Üon- 
dnctors  mit  der  d;-Axe  bildet,  mit  ^  bezeichnet.  Femer  sei  der  Abstand 
irgend  eines  innern  Punktes  des  Conductors  Ton  der  x-Aze  t  =  J^^pHM^ 
der  eines  Oberflächenpunktes  SR,  und  der  Winkel,  welchen  irgend  ein  t  oder 
9t  mit  der  y-Axe  bildet,  o. 

Dann  ist,  was  den  Inducenten  betrifft, 

Ifl=zffC08ny    i  =  Q8inmj    do  =  Qd(Of 
öö  00 

was  den  indncirten  Leiter  betrifft, 

y  — tco5w,    0  =  xsin(S    (bez.  y  =  3icosii;,^  «  =  9i5i»Hö), 

31)  r  =  ^(6~g)^  +  (iy-y)^+U-ig)^==/Z^  +  g'  +  g»-2gtCQ5(a>-io) 

(bez.  r  =  >/^«+^2+3i»-2^3iaw(a»-»)), 
wobei  zur  Abkflrznng 

32)  6-a?  =  Z 
gesetzt  ist;  endlich  hat  man  wegen  C09(|,  a)  =  0  und  nach  30) 

33)  a)5(n,  ^)=»  — wt-^mC»— lö). 
Um  jetzt    Vn  zu   berechnen,    haben   wir   nach  28)   den  Werth   von 

/l  dr  dr  ,  rco8{n,a).  _,  v-       x  j- 

—  TT-  TT-  dc^-~  I  -do  zu  ermitteln,    wobei  unter  r  die 
r  dnda            J        r  ' 

0  0  

einem  beliebigen,  aber  festen  Oberflächenpunkte  {x,y^0)  oder  (SR,  01)  nach 

dem  variablen  Punkte  (£,  i}»  0  oder  (£,  1»)  des  Inducenten  a  gezogene  Ent- 
fernung zu  verstehen  ist.    Nach  31)  und  33)  ist 

J        r  y  j/Z«+e«+3fi«-2^9flaw(a-«) 

0  0 

oder  wenn  man  den  Werth  von  d0  einsetzt  und  dazu  sti^  o,  über  welches 
dann  von  0  bis  2 tv  zu  integnren  ist,  die  neue  Integrationsvariable 

34)  A  =  iD-<J 
einführt:  2« 

J        r  ^J  dSl 

a  0 

bei  jedem  Werthe  von  |;  mithin  auch 

dtj        r  di   dlJ        ^       »^     ^ 

0  0 

(denn  nach  Voraussetzung  soll  der  Inducent  so  bewegt  werden,  dass  allein 

^y 

1  sich  ändert).    Nach  28)  ist  also  im  vorliegenden  Falle  F„  =  0,  — -^  =  0, 

mithin  muss  zufolge  25)  auch  r^r>.n\r> 
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35)  F"==^  für  jeden  OberflSchenpunkt 

sein.     Ans  den  beiden  Bedingungen  23)  und  35)  bestimmt  sich  iff  als  eine 
überall  im  Innern  des  Rotationskörpers  constante  Grösse 

36)  i^=G 
Somit  ergiebt  sich  ans  16)  und  15) 

37)  *<.=  ^'     *<»  =  ^'     *^  =  ^'    <P=U+C, 

folglich  auch  Jg):=iJU. 

Was  U  betrifft,  so  Ist  jetzt  ^7=  ^^  Ti~  "~37'  *lso  nach   11),  da 
-^  ot      c^  at      T  at 

X  und  ^.  für  alle  Elemente  da  constant  bleiben, 
dt 


38) 


— 4=^i/^|->='l-ll/i-=». 


«  a 


und  zwar  ganz  unabhängig  davon,  wo  der  Pankt  {x^yyg)  im  Conductor 
liegt,  so  dass  auch  sSmmtliche  Dififerentialquotienten  von  U  nach  Xj  y,  s 
verschwinden.     Aus  37)  folgt  nunmehr 

39)  y  =  (7,     z/y  =  0. 

Die  letzte  Gleichung  sagt  bekanntlich  aus,  dass  im  Innern  des  Condactors 
keine  freie  statische  Elektricität  vorhanden  ist.  Denn  bezeichnet  man  die 
Dichtigkeit  der  freien  Elektricitftt  im  Innern  des  Conductors  mit  f,  die 
Dichtigkeit  der  freien  Oberflächenelektricit&t  mit  c,  so  ist 

40)  —4»«  =  ^^, 

41)  _4«;  =  ^-Ä 
'  dn       dn 

wenn  a  und  t  zwei  auf  der  Normale  n  gelegene  Punkte  bedeuten ,  a  an  der 
Aussenseite,  i  an  der  Innenseite  der  OberflSche. 

Was  gegenwärtig  die  freie  Oberflächenelektricität  betrifft,  so  hat  9  nach 
39)  auch  an  der  Oberfläche  des  Conductors  den  Werth  C  und  überall  im 
Unendlichen  den  Werth  Null;  mithin  gilt*  für  jeden  Werth  von  g>  in  irgend 
einem  Punkte   des  Aussenraumes  0><)p^(7,  je  nachdem   C^O  ist,  und 

o """ 
mithin  ist  überall  an  der  Oberfläche  -tt^^O,  je  nachdem  C$0,  und  da 

nach  39)  gleichzeitig  —-^  =  0  sein  muss,   so   ist  nach  41)   die  Belegung 
ön 

jedenfalls  monogen.  0  selbst  bestimmt  sich  aus  dem  gegebenen  Anfangs- 
zustande;  ist  von  Anfang  an  keine  freie  Elektricität  vorhanden,  so  ist 
<p=.C=0. 


*  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Potentialtheorie;  vergl.  z.  B.  C.  Ken 
mann,  Untersuchungen  fiber  d.  log.  und  Newton'sche  Potential,  S.  30. 
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Wir  kommen  nun  za  den  in  dem  Conducior  indacirten  Strömen,     um 
sie  zu  ermitteln,  haben  wir  nach  37)  znnttchst  Fx,  Fy,  F,  za  berechnen. 

Nach  29)  ist  wegen  t-  =  0  längs  des  ganzen  Indacenten  aach  Fr£=0  und 

00 

da  nach  Yoranssetznng  der  letztere  nur  sich  selbst  parallel  verschoben  wird, 

^F 
anch  -—^  =  0,  mithin  nach  37) 

42)  ♦,  =  0 

allenthalben  im  Innern  des  Conduotors;   d.  h.   alle  Strömungen  finden 
parallel  der  y^-Ebene  statt. 

Weiter  hat  man  nach  29)  und  30) 

2»  2» 

0  0 

(r=/Z«  +  e»  +  T»-29TC05(a>-«)), 

oder,  wenn  man  wieder  Sl  als  Integrationsvariable  einführt  [vergl.  34)]: 

2« 
^  ,  €       .     -  /*  cosSldSl 

F,=        J-rrQ8m(a   I       .  I 

43) 


^  ,  g  .  /•  cosSldSl 

^'^  J  l/X^  +  Q'  +  x'-2gx 


cosSl 


Zar  Abkürzung  setzen  wir  allgemein 
2«                       29E 
^.      rcosSldSl       r cosSidSt _,.,v    X      r 

0  0 

dann  wird 

and  diese  Gleichungen  sagen  aus,  dass  an  jeder  Stelle  (x^  y,  jr)  im  Innern 
des  Conductors  die  Strömung  auf  dem  Radiusvector  r  senkrecht  steht. 
Denn  aus  37)  folgt  unmittelbar 

Alle  Strömungscurven  sind  demnach  Kreise,  und  zwar  ist  nach  46) 
die  peripherische  Strömung  selbst  (positiv  gerechnet  in  der  Richtung 
von  der  y-Axe  zur  «-Axe)  gegeben  durch 

47)  ^,^.  =  ^_^_L. 

Dieses  Ergebniss  enthält  keinerlei  Element,  das  sich  auf  die  Art  der  Be- 
grenzung des  Rotationskörpers,  auf  die  G^talt  der  begrenzenden  Rotations-         , 
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abo  nach  48) 


0  0 


?  • 


*  Hierin  entspricht  oflfenbar  das  erste  Glied  der  durch  die  latensit&teftnde- 
rang  des  indacirenden  Stromes,  das  zweite  der  durch  die  OrtsTer&nderong  des- 
selben (Verschiebung  l&ngs  der  x-Axe)  bewirkten  Indnction. 
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fläche  bezöge.    Der  Grund  hiervon  ist  offenbar  der,   dass  wir  den  Einflnss 
der  indncirten  Ströme  aufeinander  vernachlftssigt  haben. 

Das  Besultat  47)  muss  also  z.  B.  bestehen  bleiben,  wenn  man  sich  den 
Conductor  zu  einem  einfachen  kreisförmigen  Draht  zusammengezogen  denkt, 
dessen  mittelsenkrechte  Axe  die  a;-Axe  ist.  Wirklich  verificirt  man  leicht, 
dass  direct  nach  dem  J.  Neumann'schen  Gesetze  [vergl.  1)]  die  durch 
Indnction  von  einem  Ereisstrome  (mit  der  StromintensitSt  J  und  dem 
Radius  q)  in  einem  coaxialen  Ereisstrome  8  vom  Radius  r,  dessen  Ebene 
von  der  Ebene  jenes  Ereisstromes  den  Abstand  2  hat,  hervorgerufene  Str5- 
mnng  i.  durch  ^      3(/.f,(Z.t)) 

gegeben  ist.  J 

Ebenso  leicht  zeigt  man,  dass  dieses  Resultat  mit  dem  bekannten  Lenz-      | 
sehen  Gesetze  (über  die  Richtung  der  Inductionsströme)  in  Einklang  steht; 
man  braucht  nur  zu  beachten,  dass 

-JT'^'TtJ  -r^^-^^TtJ  ~1^^^   [vergl.  44)] 
0  0 

ist,  oder  nach  44) 

mithin  nach  47) 

48)  **«  =  ~2^^^^  +  -^2^^^«5F' 

und  femer,   dass  /*,  ebenso  wie  /^,  ja  überhaupt  fn  eine  positive  Grösse 
ist,  wie  man  leicht  nachweist. 

um  sich  eine  bestimmte  Vorstellung  von  der  Vertheilung  der  indncirten 
Ereisstrome  zu  machen,  ist  es  zweckmässig,  jct^  erst  bei  constantem  X 
(indem  man  also  sSmmtliche  in  einer  bestimmten,  auf  der  o;- Axe  senkrech- 
ten Ebene  indncirten  Ereisstrome  miteinander  vergleicht)  für  hinreichend 

grosse  Werthe  von  t  nach  Potenzen  von  —  i  dann  bei  constantem  r  (indem 

man  alle  längs  eines  Ejreiscjlinders,  dessen  Axe  die  fl;-Axe  ist,  indncirten 
Ereisstrome  beti*achtet)  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  X  nach  Potenzen 

von  •=  zu  entwickeln.     Im  ersten  Falle  hat  man ,  wenn  man  nur  die  ersten 

Glieder  beibehält,  nahezu 

dltQ 
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49^  ^i t  n„*  dJ      «     3»te«Xdg 

m  H»»-      2    t«     dt^2^      t*      dt 

Im  andern  Falle  dagegen  hat  man 

2»  2« 

0  0 

mithin  mit  Beibehaltung  nur  der  höchsten  Glieder: 

^)  B  itQHdJ       c     3;r()«rdg 

Die  Stärke  der  im  Conductor  in  einer  auf  der  o^-Axe  senkrechten 
Ebene  liegenden  inducirten  EreisstrSme  yariirt  also  bei  hinreichend  grossem 
Badius  derselben  nahezu  im  umgekehrten  YerhSltniss  des  Quadrats  dieses 
Radius,  falls  sie  nur  von  der  Tntensitätsänderung  des  inducirenden  Stromes 
herrühren,  dagegen  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Biquadrates  ihres 
Radius ,  falls  sie  nur  der  Verschiebung  des  Induoenten  ihren  Ursprung  Ter- 
danken;  —  und  die  Stärke  der  längs  eines  Ereiscylinders ,  dessen  Axe  die 
z-Axe  ist,  inducirten  Ströme,  fisklls  sie  nur  durch  die  Intensitätsänderung 
bewirkt  sind ,  ist  bei  hinreichend  grossem  X  nahezu  umgekehrt  proportional 
der  dritten,  falls  sie  dagegen  nur  von  der  Verschiebung  des  Inducenten 
herrühren,  ungefähr  umgekehrt  proportional  der  vierten  Potenz  von  X. 

Betrachten  wir  weiter  die  von  der  Intensitätsänderung  allein  herrühren- 
den Inductionsströme  für  sich,  d.  h.  setzen  wir  —  =  0,  so  wird  nach  48) 

dt 

M  \  .  s     ,dJ 

Da  /*,  (wie  überhaupt  /*n)  für  t  =  0  verschwindet,  so  finden  längs  der 
«Axe  keine  Strömungen  statt.  Da  femer  f^  (ebenso  wie  /*„)  mit  wachsen- 
dem X  beständig  abnimmt,  so  ist  von  allen  inducirten  Strömen,  welche 
einen  Kreiscylinder  mit  der  A;-Axe  als  Rotationsaxe  bilden,  der  in  der  Ebene 
des  Inducenten  der  stärkste.  Vergleicht  man  dagegen  die  in  einer  und  der- 
selben (zur  a;-Axe  senkrechten)  Ebene  gelegenen  inducirten  Ströme  mit- 
einander, so  verschwindet  i^  für  r  =  0  und  auch  für  r  =  oo;  für  irgend 
einen  endlichen  Werth  von  r,  welcher  natürlich  je  nach  dem  Werthe  von  X, 
d.  h.  je  nach  dem  Abstände  der  betrachteten  Ebene  von  der  Ebene  des 
Indncenten,  verschieden  ist,  wird  also  der  absolute  Werth  von  %ifg  einen 
grössten  Werth  erreichen;  nennen  wir  (den  Conductor  als  homogen  voraus- 
gesetzt) um  der  bequemeren  Ausdrucksweise  willen  den  Strom ,  für  welchen 
dies  stattfindet,  den  Hauptstrom  für  Intensitätsänderung  in  der 
Ebene  X,  so  ergiebt  sich  der  Badius  to  dieses  Hauptstromes  aus  der 
Gleichung  2« 

oder  0 
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2n                                                                  2« 
Q__      r cosSLdSt '    r co^SldSL 

V  /X«+^Hto^-2^roCosÄ'     y  >/X»  +  ^«+ro^~2^ro«>«Ä^' 

0  0 

Da  man  r  hieraus  nicht  explicite  als  Function  von  X  berechnen  kann,  so 
muss  man  sich  durch  Beihenentwickelungen  eine  Vorstellung  von  dieser 
Function  Xq{X)  zu  machen  suchen.  Es  sei  bemerkt,  dass  die  Botations- 
flSche,  welche  durch  r  =  to(2)  dargestellt  wird,  also  die  FlSche  aller 
Hauptströme  für  IntensitätsSnderung,  ungefähr  das  Ausseben  eines 
Eatenoids  hat;  augenscheinlich  muss  sie  zur  Ebene  des  Inducenten  sym- 
metrisch sein  und  durch  den  Inducenten  selbst  gehen,  denn  in  der  Ebene 
Zs=0  erreicht  f^  seinen  grössten  Werth  bei  r  =  ^,  nämlich  den  Werth  od. 
Denkt  man  sich  andererseits  die  Induction  nur  djirch  Verschiebungen 

des  Inducenten  bewirkt  (~  =0j,  so  wird  nach  48) 
61b)  xi^ F-^^^^'S' 

und  es  lassen  sich  ganz  analoge  Betrachtungen  wie  vorhin  anstellen.  Es 
mag  nur  noch  besonders  hervorgehoben  werden,  dass,  wie  zu  erwarten 
stand ,  diese  Inductionsströme  in  der  Ebene  des  Inducenten  jedesmal  sftmmt- 
lich  verschwinden,  und  dass  in  jedem  Augenblicke  der  Bewegung  des  In- 
ducenten die  Fläche  der  Hauptströme  für  Verschiebung  des  Indu- 
centen eine  ähnliche  Qestalt  wie  vorhin  die  Fläche  der  Hauptströme  für 
Intensitätsänderung  hat,  nur  dass  sie  sich  weniger  von  der  x-kre  entfernt 
als  diese;  im  üebrigen  geht  sie  ebenfalls  durch  den  Inducenten  und  ist  znr 
Ebene  desselben  symmetrisch.  Ihre  Gleichung  ist  ro  =  To(X),  wo  Xq  als 
Function  von  X  sich  aus  der  Gleichung 

2«                                                             2s 
Q__      r cosSldSl /* co^SldSl 

0  0 

bestimmt. 

Einen  Schritt  weiter  gehend,  lassen  wir  nun  den  inducirenden  Kreis- 

ström   unendlich  klein  werden,  wobei  wir  von  Orts  Veränderungen  des- 

'^  j  fc 

selben   zunächst   absehen,   also   den  DiJQferentialquotienten   —  =  0   setzen. 

Dann  haben  wir  also  01.51a)  weiter  zu  behandeln,  nämlich  qf^^  für  den 
Fall  zu  berechnen,  dass  q  unendlich  klein  ist.  Nach  den  bekannten ,  von 
C.  Neumann  aufgestellten  Formeln* 


H^Zl 


52  a)  jF{n,S)dn idl) 

Ö2b) fFMät^  +  x{^^)^= 


Vergl.  die  Abhandlungen  der  königl.  sächs.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  1873. 
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welche  sich  auf  eine  beliebige  (natllrlich  stetige)  Function  F  beziehen  und 

in  welchen  die  Integrale  über  irgend  eine  ebene,   der  iji;- Ebene  parallele 

unendlich   kleine  geschlossene   Curve  in  positiver  Sichtung  zu  erstrecken 

sind,  in  welchen  femer  X  den  Flächeninhalt  dieser  Curve,  und  ijq,  J^  die  in- 

and  {;- Coordinate    ihres  Mittelpunktes   bedeuten,  ^  nach  diesen  Formeln 

52  b)  erhalten  wir,  da  in  unserem  Falle  i^^sJ^ssO  ist  (übrigens  A  =  ^'7k): 

2« 
_  /*  q.tosSl.dSl  _    /• d^ 

^  'J  /Z»  +  ^  +  r«-2ptc^V  »/^MV  + 


j/X»-h9«  +  r*-2r9 


9 


^       P^Z»  +  p«  +  r»-2tJ  U 

\  9^  A=i=o     >/Ar»  +  r**' 

indem  man  nämlich  ^  und  j  die  17  -  und  {[-Coordinate  desjenigen  Peripherie- 
Punktes  des  Inducenten  a  nennt,  dessen  Radius  ^  mit  der  xy- Ebene  (£i}- 
Ebene)  den  Winkel  Sl  bildet,  mithin  ^  =  ^005i2,  ß^^^sinSl  setzt,  woraus 
folgt 

^c(WÄ(fÄ  =  da,    ^»  =  t>«  +  j». 

Hiernach  wird  also  aus  OL  61  a) 
53a)  *iä ^l-^^—.^J.     (1  =  ^««); 

dabei  ist  offenbar  ^X*  +  r*  die  Entfernung  des  betrachteten  Con- 
dnctorpunktes  (Z,  r,  o)  von  dem  Mittelpunkte  des  Inducenten,  oder,  wie 
wir  uns  jetzt  ausdrücken  kOnnen,  da  ja  der  Inducent  unendlich  klein  ist, 
von  dem  Orte,  an  welchem  sich  der  Inducent  befindet.     Die  Fläche  der 

nHauptstrOme**  ergiebt  sich  aus  ^-f  =-1  =  0,  also  ist  ihre  Gleichung 

53  b)  Z«-2r«  =  0, 

d.  h.  sie  ist-  ein  Kreiskegel,  dessen  Spitze  mit  dem  Orte  des  Inducenten 
znsammenflUlt.  In  diesen  Kegel  also  geht  die  S.  224  genannte  Fläche  der 
Hauptströme  für  Intensitätsänderung  über,  falls  der  Radius  des  Inducenten 
fortgesetzt  verkleinert  wird. 

Denkt  man  sich  statt  dieses  einen  Inducenten  eine  ganze  Anzahl  von 
gleich  grossen,  dicht  übereinander  längs  eines  Elementes  d|  der  a;-Axe 
liegenden  Kreisströmen  von  derselben  Intensität  J  (vergl.  die  Anmerkung 
S.  217),  welche  also  alle  zusammen  einen  kleinen  Kreiscylinder  von  der  Höhe 
dl  bilden,  und  nennt  man  ihre  Dichtigkeit  d,  so  dass  ihre  Anzahl  9=  dc2| 
ist,  so  wird  für  die  durch  ihre  Gesammtheit  bei  gleichmässiger  Intensiläts- 
Snderung  an  der  Stelle  (X,  t,  oi)  des  Conductors  erzeugte  Strömung  nach 
53  a)  die  Gleichung  gelten 

^  ..dJ  dl 


ZaiUehrllt  f.  M«thematik  a.  Phyilk  XXXIII,  4. 


2     dt  ^/xmT»»  r-        I 
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und  folglich  für  die  von  einem  ganzen  Solenoide.  dessen  Axe  mit  der 
x-Axe  zusammenflQlt  und  dessen  Pole  die  d;-Coordinaten  £  und  |'  haben, 
erzeugte  Strömung,  wenn,  analog  wie  ^  — x=:Z,  so  |'— ic  =  Z'  gesetzt 
wird,  dazu  Jlö  =  My  -J18  =  M': 

.    ^€_    1  /       X        dM  X'       dM'\ 

''*•      2  *  r  (^ZHT*   ^^   Vz'«+t*    dt  y 
Denkt  man   sich  den  einen  Pol  unendlich  fem  (|'=qo),   so  dass  nur 
der  andere  wirkt,  so  ergiebt  sich 

'  "^          2    dt    .  xj/X^  +  x^ 

Die  dieser  Induction  entsprechende  Fläche  der  Hauptströme  ist  wiederum 

ein  Botationskegel,  j^      . 

53d)  Z2«L^^2^0; 

die  Spitze  desselben  fftllt  mit  dem  inducirenden  Solenoidpol  zusammen. 
Nehmen  wir  nun  den  andern  Fall,  wo  die  Induction   nur  durch  die 

Verschiebung  des  Inducenten  verursacht  wird,  setzen  wir  also  ^7  =  ^»  ^^^ 

at 

lassen  dann  in  51b)  g  unendlich  klein  werden,  so  ergiebt  sich  nach  52b) 

54a)  ,.,.=  _yi_.,.____. 

Die  Fische  der  Hauptströme  wird 

54  b)  Z«-4r*=:0. 

Für  die  durch  Verschiebung  eines  unendlich  kurzen  Solenoides  (an  Stelle 
des  einen  unendlich  kleinen  Ereisstromes)  verursachte  Induction  hat  man 
(tLhnlich  wie  oben)  ^         ^t         SXdi, 


2  ''dt  '  /Z«+?' 
und  für  die  durch  ein  Solenoid,  dessen  Pole  die  Coordinaten  x  =  ^y  y=:g:=^0^ 
bez.  x=t;\  y=:gssO  haben,  bewirkte  Induction,  falls  wir  wiederum  die 
Bezeichnungen  X\  M  und  M'  gebrauchen: 

•    -_J.^    /       3f  3f       \ 

^*« -     2  dt' VzhT^» ■*■  J/T^+7^V' 

Ziehen  wir,  wie  vorhin,  nur  einen  Pol  in  Betracht,  indem  wir  ^=oo 
setzen,  so  erhalten  wir  ,^ 

'  •        2     cJ<  yx^  +  x^^ 

Die  einer  derartigen  Induction  entsprechende  Flftche  der  Hauptströme  hat 
als  Gleichung 
64d)  ^«-2r*  =  0. 

Dieser  Botationskegel  hat  seine  Spitze,  wie  der  Kegel  53 d),  in  dem  inda- 
cirten  Pole;  und  die  Spitze  des  Kegels  54 q)  liegt,  wie  die  des  Kegels  53b), 
an  dem  Orte  des  inducirenden  Stromes.  ^  j 
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Intensitäts 
änderung 


Unendlich 

kurzes 

Solenoid. 


Solenoidpol. 


3:«-2t«  =  0 


X..?t^r«  =  0 


Ver- 
schiebung 


X«-4t»  =  0 


3:t-2t*  =  0 


Die  Tier  Gleichungen  ig^v'  ^|  ergeben  das  Besultat,  erstens  dass  die 

einem  Solenoidpol  entsprechende  Fläche  der  Hanptströme  weniger  spitz 
zuläuft  als  die  entsprechende  Fläche  für  einen  einzelnen  unendlich  kleinen 
inducirenden  Strom  oder,  was  dasselbe  besagt,  als  die  einem  unendlich  kur- 
zen Solenoid  entsprechende  Fläche,  gleichviel,  ob  man  Induction  durch  Inten- 
sitätsänderung oder  durch  Verschiebung  vor  sich  hat;  und  zweitens,  dass 
die  der  Induction  durch  Intensitätsänderung  entsprechende  Eegelfläche  weni- 
ger spitz  zuläuft  als  die  der  Induction  durch  Verschiebung  zugehOrende 
Fläche,  gleichviel,  ob  die  Induction  von  einem  unendlich  kurzen  Solenoid 
oder  von  einem  Solenoidpol  ausgeht  Mit  dem  letzteren  Ergebnisse  har- 
monirt  die  Bemerkung  S.  224,  dass  bei  der  Induction  durch  einen  endlichen 
Kreisstrom  die  Fläche  der  HauptstrOme,  welche  der  durch  Intensitätsände- 
rung  bewirkten  Induction  entspricht,  die  andere  Fläche,  welche  der  durch 
Verschiebung  bewirkten  Induction  zugehört,  umschliesst.  Etwas  ganz  Aehn- 
liches  ergiebt  sich  aus  unserem  zweiten  Beispiele,  zu  welchem  wir  jetzt 
übergehen. 

Zweites  BeispieL    Der  Conductor  sei  zu  zweit  eine  unendlich  grosse 
ebene  Platte  von  beliebiger  Dicke ,  und  der  Inducent  0  eine  unendlich  _^ 
lang  ausgezogene,  der  Platte  parallele  Ellipse,  d.  h.  er  bestehe  aus  :    : 
zwei  einander  und  der  Platte  parallelen,  in  gleichem  Abstände  fiber 
derselben   hinlaufenden   geradlinigen  Drähten,    welche  jederseits  im 
Unendlichen  ineinander  übergehen.     Sollen  diese  Drähte  einem  ein- 
zigen geschlossenen  Strome  als  Leiter  dienen,  so  müssen  die  sie  ein- 
zeln durchfliessenden  Ströme  entgegengesetzte  Sichtung  haben.  "^^ 

Die  yiS-Ebene  sei  der  Platte  parallel,  die  x-Axe  also  auf  ihr  senk- 
recht; die  beiden  Drähte  seien  der  ^-Axe  parallel,  und  zwar  gehe  dereine    ,ri]o 
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durch  den  Ponkt  «=1,  y  =  0,  jer  =  —  a,  der  andere  durch  den  Punkt  ä=|, 
ys=0,  0^=  +  a  der  a;ie;- Ebene,  so  dass  ihr  gegenseitiger  Abstand  2a  betr&gt. 
Dann  besteht  zunächst  die  Begrenzung  des  Conductors  aus  zwei  der 
^jer-Ebene  parallelen  Ebenen;  folglich  ist  die  Oberflächennormale  n  durch- 
weg der  x-Axe  parallel  (und  also  auf  dem  Inducenten  senkrecht). 
Somit  ist,  welchen  Oberflächenpunkt  man  auch  betrachtet,  nach  27)  und  28) 

C  0 

wegen  C05(n,tf)  =  0.     Bleibt   daher   der  Inducent  beständig  der  Platte 

parallel,  so  ist  auch  -^=0,  und  also  muss  nach  25)  auch  durchweg 

ot  ^ 

dn 
sein.     Diese  Bedingung  im  Verein   mit  23)  und  26)  macht  ^  im  Innern 
der  Platte  zu  einer  Constanten;   und  da  nach  29)  auch  F«  gegenwärtig 
verschwindet,  welchen  Punkt  (o;,  y,  0)  im  Innern  man  auch  ins  Auge  fasse, 

und  auch  Null  bleibt  (d.  h.  -^=0  ist),  falls,  wie  wir  fernerhin  vor- 
aussetzen, der  Inducent  der  Platte  parallel  bleibt,  so  folgt  nunmehr 
aus  16) y  dass  durchweg  f«s=0  ist,  d.h.,  dass  alle  inducirten  Strömungen 

in   der  ^jer-Ebene  parallelen   Ebenen   stattfinden;   und   weiter  xfy  =  -^i 

Dies  Alles  gilt,  welche  Gestalt  auch  der  Inducent  habe,  wenn  er  nor 
in  einer  der  Platte  parallelen  Ebene  gelegen  ist  und  stets  der  Platte  paraUel 
bleibt 

Betrachten  wir,  zu  dem  vorhin  beschriebenen  Inducenten  uns  wendend, 
zunächst  F«.  Wir  setzen  voraus»  dass  jener  Inducent  nicht  nur  beständig 
der  Platte  parallel  bleibt,  sondern  auch  nur  sich  selbst  und  nur  der  «y- 
Ebene   parallel  bewegt  werde.     Weil   dann  längs  des  ganzen  Inducenten 

dV 
ca8{ej  a)  =  0  ist  und   bleibt,   so  ist  nach  29)  sowohl  F,  als  -^   gleich 

Null,  mithin  nach  dem  yorigen  auch  durchgehends 

t.  =  0. 
Sonach  finden  alle  inducirten  Strömungen  in  zur  ^-Axe  (oder 
zum  Inducenten)  parallelen  Geraden  statt. 

Es  bleibt  nun  noch  iy  zu  berechnen.  Setzen  wir  voraus,  dass  der  den 
Inducenten  durchfliessende  Strom  längs  desjenigen  Drahte,  welcher  durch 
den  Punkt  x^i,  ^«0,  gs=^a  geht,  die  Richtung  der  positiven 
j^-Aze,  in  demjenigen  Drahte  welcher  durch  den  Punkt  a;e=|,  y  =  0, 
jff  =  +  A  geht,  die  Richtung  der  negativen  y-Axe  habe,  so  ist  im  ersten 
Draht  de  identisch  mit  dij,  im  zweiten  mit  —  di?,  und  gleichzeitig  im  ersten 
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cos(ifya)=:co80ssl^    im    zweiten  casip^  a)  =  co8n^^l.     Folglich    wird 
nach  29) 

y jli  K  ^n 

oder,  wenn  man  statt  i}  als  Int^grationsyariable  fi  +  y  einführt  and,  wie 
im  ersten  Beispiele,  ^^x^X  setzt: 

HhOQ  +00 

2^\Z»+(i»+o)»/ 

Da  %%yz=^—^  ist,  und  im  vorstehenden  Ausdrucke  sich  nach  Vorans- 

Setzung  nur  /  und  \  ändern,  so  ergiebt  sich  durch  Dififerentiation  nach  der 
Zeit,  dass  für  die  durch  Intensitätsänderang  allein  erzeugten  Ströme 

für  die  von  der  Verschiebung  allein  herrührenden  aber 

55b)         »«,=.-«.Jzg(^,^|^_^^,-.^,^^^^^y) 

ist. 

Wir  wollen  aus  diesen  Gleichungen  noch  die  Flächen  der  „Hauptströme^ 
ableiten,  wenn  wir  wieder  als  HauptstrSme  einer  der  yjK- Ebene  parallelen 
Ebene  im  Innern  der  Platte  die  relativ  stärksten  Inductionsströme  verstehen. 
Die  genannten  Flächen  müssen  ofifenbar,  der  G^talt  der  InductionsstrOme 
entsprechend,  Cylinder  sein,  welche  auf  der  a;jff- Ebene  senkrecht  stehen. 

Der  Gleichung  55  a)   gemäss   ergiebt   sich  die  Flächengleichung  [von 

der    Form    jer  =  js(J[')]    aus    der    Bedingung    a^^lyg,  /    .    !,)  =  Ooder 

also,  die  Flächengleichung  ist 

56a)  X«  =  0«-a«; 

aus  55  b)  ergiebt  sich  analog  die  Flächengleichung 

56b)  (X»+£P«+aV-4iP«(X>+i?«)  =  0, 

welche  sich,  wenn  man  Polarcoordinaten  einführt:  r*=Z'  +  x^,  t^^rcM^^ 
in  die  einfache  Gestalt 

a 
r=  — 

/2cos^  — 1 
versetzen  lässt. 
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Die  Basis  des  Cylinders  56a)  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
die  Asymptoten  X^  ±^0  besitzt,  und  die  Basis  des  Cylinders  56b)  eine 
Carve  yierter  Ordnung,  ebenfalls  mit  zwei  Asymptoten,  nämlich  für 
+  &s=aarccos^.  Beide  Flächen  gehen,  wie  die  Hanptflächen,  welche  wir 
im  vorigen  Beispiele  bei  der  Induction  durch  einen  endlichen  Ereisstrom 
erwähnten,  durch  den  Inducenten  selbst  hindurch,  üebrigens  erkennt  man 
sofort,  wenn  man  die  Asymptotengleichungen  der  Flächen  betrachtet  {X  =  +b 
im  ersten,  X»  +  j/30  im  zweiten  Falle),  dass  die  der  IntensitätsSnderung 
entsprechende  Fläche  sich  weiter  von  der  a;j^- Ebene  entfernt,  als  die  der 
Verschiebung  entsprechende,  was  in  Einklang  steht  mit  den  Bemerkungen 
S.227. 

Es  ist  leicht,  auf  ähnliche  Weise  die  bei  einer  seitlichen  Verschiebung 
(d.  h.  parallel  der  ^iV- Ebene)  unseres  Inducenten  entstehenden  Inductions- 
ströme  zu  behandeln  u.  s.  w. 

Was  im  zweiten  Beispiele  die  freie  Elektricität  betrifft,  so  ergiebt 
sich,  wie  man  leicht  erkennt,  aus  11)  i7  =  0;  und  da  auch  ^  =  cofi5^.  sich 
ergeben  hat,  so  gilt  hier  dasselbe,  was  im  ersten  Beispiel  S.  220  ausgefllhrt 
wurde. 


(Sohlas»  folgt.) 
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XIV. 

üeber  die  Form  der  logarithmischen  Integrale  einer 
linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung. 

Von 

C.   KOEHLER 
in  Heidelberg. 


Wenn  eine  lineare  nicht  homogene  Difereniialgleicbung  fti*^  Ordnung 

in  welcher  P|,  . .,  P^  q  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten,  gegeben 
ist  and  man  ein  Integral  y  derselben,  das  eine  wülkttrliche  Constante  fi 
enthält,  kennt,  so  ist  jede  Ableitung  von  y  nach  ft  ein  Integral  der  zu  A) 
gehörigen  reducirten  Differentialgleichung 

wie  man  direct  sieht,  wenn  man  die  Gleichung  A)  nach  dem  von  x  unab- 
hängigen fi  beliebig  oft  differentiirt  und  die  Beihenfolge  der  Differentiationen 
nach  X  und  nach  fi  ändert. 

Besitzt  nun  die  Differentialgleichung  A)  ein  Integral 

in  welchem  f  eine  algebraische  Function  von  x,  ^i»  ^9,  . .»  ^n  ist  und  die 
Grössen  ^|,  ^^j  ..,  ^u  algebraisch  voneinander  unabhängige  Logarithmen 
bedeuten ,  deren  Ableitungen  algebraische  Functionen  von  x  sind ,  so  ist  auch 
der  Ausdruck  ^     ^/      ^    .  «    .      x 

mit  den  willkfirlichen  Constanten  fi^  ein  Integral  dieser  Differentialgleich- 
nng.  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  fdr  die  lineare  homogene  Differentialgleich- 
nng  zweiter  Ordnung  von  Herrn  Liouville  (Liouv.  Joum.  t.  4  S.423 ^gg.)^ 
^  die  lineare  homogene  Differentialgleichung  m^^  Ordnung  in  meiner  Doctor- 
arbeit  (Leipzig,  1879),  für  eine  beliebige  algebraische  Differentialgleichung 
von  Herrn  Eönigsberger  (Joum.  für  Math.  1886,  Bd.  99  S.  lOflgg.) 
gegeben. 

Wenn  wir  nun  T  nach  den  Constanten  fA|,  (i^,  . .,  ^4»  beliebig  oft  dif- 
ferentiiren,  also  den  Ausdruck  bilden 
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in  welchem  die  positiven  ganzen  Zahlen  a^  bis  anf  eine  auch  alle  gleich 
Null  sein  können,  so  ist  nach  den  obigen  Anseinandersetzongen  dieser 
Ausdruck  stets  ein  Integral  der  reducirten  Differentialgleichang  B).  Setzen 
wir  nun  die  willkttrlichen  Constanten  f^  sSmmtlioh  gleich  Null,  so  ist  dem- 
nach auch  jeder  Ausdruck  yon  der  Form 

ein  Integral  der  Dififerentialgleichung  B),  wir  haben  also  folgenden  Satz 
bewiesen: 

I.  Wenn  man  ein  Integral  der  Differentialgleichung  A), 
welches  die  Form  1)  besitzt,  beliebig  oft  nach  den  in  ihm  ent- 
haltenen Logarithmen  ^|,  d,,  ..,  ^n  differentiirt,  so  ist  jede 
auf  diese  Weise  gebildete  Ableitung  ein  Integral  der  reducir- 
ten Differentialgleichung  B). 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes ,  der  ftlr  die  Theorie  der  hier  von  uns  betrach- 
teten Integrale  von  grundlegender  Bedeutung  ist,  Ifisst  sich  die  Form, 
welche  dieselben  inmier  besitzen  müssen,  leicht  feststellen.  Bilden  wir  nfim- 
lich  durch  Differentiation  nach  ^^  die  m  +  1  Integrale  der  Difierentialgleieh- 
ung  B) 

und  nehmen  an,  dass  keines  derselben  identisch  verschwindet,  so  mass 
zwischen  ihnen  jedenfalls  eine  lineare  homogene  Belation  mit  constanten 
Coefficienten ,  d.  h.  eine  Gleichung  von  der  Form 

gm  +  ly  ^y  gy 

bestehen,  in  welcher  sicher  nicht  alle  Constanten  Oi  gleich  Null  sind. 

Da  diese  Oleichung  eine  in  ^^  identische  sein  muss,  weil  sie  sonst 
eine  algebraische  Beziehung  zwischen  den  Logarithmen  9i  ergftbe,  so  können 
wir  sie  als  lineare  homogene  DijQferentialgleichung  mit  constanten  Coef&cien- 
ten  für  y  als  Function  von  ^^  betrachten.  Nun  ist  nach  Voraussetzung  y 
eine  algebraische  Function  von  O^;  die  Integrale  einer  solchen  Dififerential- 
gleichung sind  aber  Exponentialfunctionen  von  ^|,  die  noch  mit  ganzen 
rationalen  Functionen  dieser  Grösse  multiplicirt  sein  können;  sie  selbst  kann 
demnach  nur,  wenn  die  Oleichung 

r  =  0  als  mehrfache  Wurzel  besitzt,  also  die  |Coefficienten  am  =  aM.i  =  «- 
=  ain-p+is=0  sind,  durch  eine  algebraische,  nämlich  durch  eine  ganze 
rationale  Function  p^^  Orades  von  ^j  befriedigt  werden.  Es  muss  somit, 
da  p   höchstens  gleich  m  sein  kann,  jedenfalls,   wenn  nicht  schon   eine 
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niederere  Ableitung  von  y  nach  ^^  verschwindet,  die  {m  +  iy^  Ableitung 
dieser  Function  nach  ^^  identisch  gleich  Null  sein,  d.  h.  y  selbst  muss  eine 
ganze  rationale  Function  von  ^^  sein  und  kann  diesen  Logarithmus  höch- 
stens in  der  m**°  Potenz  enthalten«  Da  diese.  Betrachtung  ebenso  für  jeden 
der  übrigen  in  y  vorkommenden  Logarithmen  O,»  ^s»  ••»  ^n  bestehen 
bleibt^  so  gilt  folgender  Satz: 

n.  Die  Differentialgleichung  A)  kann  durch  ein  Integral  y 
von  der  Form  1)  nur  dann  befriedigt  werden,  wenn  dieses  eine 
ganze  rationale  Function  aller  in  ihm  vorkommenden  Loga- 
rithmen ist,  welche  keinen  derselben  in  einem  höheren  als  dem 
m**'^  Grade  enthält.  Die  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder 
dieser  ganzen  rationalen  Function  sind  algebraische  Func- 
tionen von  X  oder,  wenn  y  die  Variable  x  nicht  ezplicite  ent- 
hält, Constanten. 

Hieraus  ergiebt  sich  unter  Zuziehung  des  Satzes  I  der  weitere  Satz: 

m.  Wenn  ein  Integral  von  der  Form  1)  der  Differential- 
gleichung A)  genügt,  so  besitzt  die  Differentialgleichung  B) 
stets  ein  algebraisches  Integral,  das  sich,  falls  Pm  =  0  ist,  auf 
eine  Constante  reduciren  kann. 

Man  kann  jetzt  ferner  leicht  zeigen,  dass  eine  ganze  rationale  Func- 
tion von  Logarithmen,  welche  der  Differentialgleichung  A)  genügen  soll, 
nicht  nur,  wie  der  vorhin  bewiesene  Satz  aussagt,  in  keinem  der  einzelnen 
Logarithmen  den  m*^  Grad  überschreiten  darf,  sondern  dass  sie  über- 
haupt von  keiner  höheren  als  der  m^^  Dimension  in  den  Logarithmen 
sein  kann. 

Sei  nämlich 

eine  ganze  rationale  Function  r***  Grades  von  -Ö-^ ,  . . . ,  ^n ,  welche  der  Dif- 
ferentialgleichung A)  genügt,  und  das  angeschriebene  Glied  eines  der  in  ihr 
Torkommenden  Glieder  r*^  Dimension,  also  «^ -|- er , -|— •  • -|- or,»  =  r  und  ij/^ 
nicht  gleich  Null,  dann  bilden  wir  folgende  Integrale  der  Differentialgleich- 
ung B): 

dy      d^y  8««y        a«'+^y  g^^+^y 

und  bezeichnen  sie  mit  yi^y^^^yr»  Diese  Integrale,  die  alle  voneinander 
und  von  Null  verschieden  sind,  können  durch  eine  lineare  homogene  Rela- 
tion mit  constanteu  Coefficienten  nicht  verbunden  sein;  denn  aus  der  Gleichung 

<'iyi+^2y2  +  "  +  ^ryr  =  0 

würde,  da  dieselbe  eine  in  den  Logarithmen  identische  sein  müsste,  jedes 
der  Integrale  aber  von  einer  um  eine  Einheit  niedrigeren  Dimension  in  den 
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Grössen  ^|,  '^2»  ••)  ^n  ist  als  das  vorhergehende,  successive  folgen  OjsO, 
C2  =  0j  . . ,  Cr^O.  Daraus  ergiebt  sich  aber,  da  zwischen  mehr  als  m  In- 
Integralen  der  Differentialgleichung  B)  eine  solche  Relation  immer  besteben 
muss,  dass  r  höchstens  gleich  m  sein  kann,  y  also  als  Function  von 
^j . .  ^„  höchstens  vom  m^^  Grade  ist.  Satz  11  Iflsst  sich  demnach  jetzt 
folgendermassen  aussprechen : 

IIa.  Der  Differentialgleichung  A)  kann  durch  ein  Inte- 
gral von  der  Form  1)  jedenfalls  nur  dann  genügt  werden,  wenn 
dasselbe  eine  ganze  rationale  Function  sämmtlicher  in  ihm 
enthaltenen  Logarithmen  ist.  Die  Dimension  dieser  Function 
darf  die  Ordnungszahl  der  Differentialgleichung  keinenfalls 
überschreiten.* 

Im  Folgenden  soll  nun  speciell  die  Form  derjenigen  logarithmischen 
Integrale  der  Differentialgleichung  A),  welche  von  der  höchsten  möglichen, 
also  von  der  m^  Dimension  in  den  Logarithmen  sind,  noch  genauer  fest- 
gestellt werden. 


*  Es  sei  beiläufig  bemerkt,  dass  die  bewiesenen  Sätze  sämmtlich  ihre  Giltig- 
keit  behalten,  wenn  das  Integral  y  der  Differentialgleichung  A)  ausaer  den  Loga- 
rithmen ^1,  ..,  ^11  auch  noch  eine  Anzahl  algebraisch  von  diesen  und  vonein- 
ander unabhängiger  AbeTscher  integrale  entiiält,  deren  Grenzen  algebraische 
Functionen  von  x  sind. 

Wendet  man  dann  diese  Sätze  z.  B.  auf  die  Differentialgleichung 

an,  so  sagen  sie  aus,  da«8,  falls  die  Differentialgleichung  ein  Integral  von  der 
Form  1)  besitzt,  dieses  eine  lineare  Function  der  darin  enthaltenen  Transcendenten 

sein  muss,  deren  CoefQcienten  Integrale  der  redudrten  Differentialgleichung  -t^  =  0, 

aX 

also  constante  Grössen  sind;  sie  ergeben  somit  den  bekannten  Satz  über  den  Zu- 
sammenhang zwischen  J  qdx^  Logarithmen  und  anderen  Ab  ersehen  Integralen. 
(Vergl.  auch  die  oben  citirte  Abhandlung  des  Herrn  Eönigsberger,  S.  16.) 

Femer  sei  erwähnt,  dass  die  gefundenen  Sätze,  falls  die  vorgelegte  Differen- 
tialgleichung selbst  schon  eine  lineare  homogene  ist,  folgendermassen  zu  modi- 
ficiren  sind: 

1.  Wenn  man  ein  Integral  der  Differentialgleichung  B),  welches 
die  Foirm  1)  besitzt,  beliebig  oft  nach  den  in  ihm  enthaltenen  Loga- 
rithmen differentiirt,  so  erhält  man  immer  wieder  ein  Integral  der- 
selben Differentialgleichung. 

IIa.  Der  Differentialgleichung  B)  kann  durch  ein  Integral  von 
der  Form  1)  jedenfalls  nur  dann  genügt  werden,  wenn  dasselbe  eine 
ganze  rationale  Function  aller  in  ihm  enthaltenen  Logarithmen  ist. 
Die  Dimension  dieser  Function  darf  die  um  eine  Einheit  verminderte 
Ordnungszahl  der  Differentialgleichung  keinenfalls  überschreiten. 

III.  Wenn  ein  Integral  von  der  Form  1)  der  Differentialgleich- 
ung B)  genügt,  so  besitzt  dieselbe  stets  auch  ein  algebraisches  In- 
tegral, welches  sieb,  falls  Fm=0  ist,  auf  eine  Constante  rednciren 
kann. 
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Ist 

2)  y  =  l^(a:,  Oi,d„..,0„) 

ein  Integral  der  Differentialgleichung  A),  das  —  als  Function  der  alge- 
braisch voneinander  unabhängigen  Logarithmen  betrachtet  —  den  m^*°  Grad 
wirklich  erreicht  ^  so  muss  mindestens  einer  dieser  Logarithmen  selbst  diesen 
Grad  erreichen.  Um  dies  zu  zeigen ,  nehmen  wir  an ,  es  sei  0^  +  0^  + ••  +  an 
=  m  und  ^0  ^,**  O,** . .  ^n"*  eines  derjenigen  Glieder  in*^  Dimension  von  y, 
welche  die  höchste  Potenz  von  ^^  enthalten.  Die  Integrale  der  Differential- 
gleichung B) 

können  dann  durch  eine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  nicht  verbunden  sein,  sie  bilden  also  ein  Fundamentalsystem,  und 
es  müssen  sich  mithin  durch  sie  die  Integrale 

^  =  «1*0  V  •  •  ^i*''"*  •  •  ^»••+  •  • 
'  (f  =  2,3,  ..,f»), 

die  ebenfalls  dieser  Differentialgleichung  genügen,  linear  und  homogen  dar- 
stellen lassen. 

Nun  ist  aber  die  höchste  Potenz  von  dj ,  welche  in  den  Gliedern  höch- 
ster Dimension  der  Integrale  3)  auftritt,  die  («i  — 1)**;  da  %  nicht  gleich 
Null  ist,  so  ist  demnach  eine  solche'  Darstellung  nur  möglich,  wenn 
a,  =  «,  =  ...  =  «.  =  0,  also  ^^^^ 

ist;  y  enthftlt  somit  nothwendig  das  Glied  %^i"^  d.h.: 

Wenn  die  Differentialgleichung  A)   ein   Integral   von   der 

Form  2)  besitzt,  so  muss  mindestens  einer  der  darin  enthalte- 

Den  Logarithmen  im  m^^^  Grade  auftreten. 

Sei    d^   dieser   Logarithmus,    also  ^  =  i^o'^i"'  +  **}   ^^^'^    bilden   die 

Integrale 

ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  der  Differentialgleichung  B)  und  ent- 
halten bis  auf  das  letzte  alle  den  Logarithmus  d|,  wfthrend 

eine  algebraische   Function  von  x  oder  eine  von  Null  verschiedene  Con- 

dy 
stante  ist.     Durch  dieses  Fundamentalsystem  müssen  sich  die  Integrale  ^-£- 

(v  =  2,  3, ..,  n)  der  Differentialgleichung  B)  linear  und  homogen  ausdrücken 
lassen;  es  müssen  also  die  Gleichungen  bestehen: 

(v  =  2,3,..,n), 
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V 

in  welchen  die  Ci  constante  GrOssen  bedeuten.     Führen  wir  jetzt  fOr  ^^  die 
neue  Variable  17  ein  durch  die  Gleichung 

und  bezeichnen  y  als  Function  von  x^  1},  ^2*'^«  YorlSufig  mit  y,  so  ist 
ojQfenbar  identisch 

d^^d^        dy  ^dy    dfj       dy  ^^dy      dy  ^ 

es  gehen   somit  die  Gleichungen  5)  unter  Berücksichtigung  dieser  beiden 
Gleichungen  über  in 

(v  =  2,  3,  ..,«), 
und  es  treten  die  Integrale  _ 

an  die  Stelle  des  Fundamentalsystems  4). 

Um  die  weiteren  Ableitungen  von  y^  wofür  wir  von  jetzt  ab  wieder  |f 
schreiben  wollen,  nach  %<9  durch  die  Integrale  6)  auszudrücken,  setzen  wir 
-y         «1  ^^^^*      A^yC«) 

•)  ^  2  1 1  I      TT  ^0  ^1  •  •  ^  — ^'■ 


-^Ao!iLi!..Ar! 


dann  gilt  für  die  so  definirte  Grösse  die  Gleichung 

V   y(a)      V  1^<")  V    y(<»      y(a+l) 

mit  deren  Hilfe  man  durch  den  Schluss  von  o  auf  o-|-l  beweist,  dass 


m— 20Ey 


a«»y    _     <7     •*    ^^a*«H-r,y 


(v  =  2,3,  ..,  w) 
ist.     Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  wenn  man 

setzt, 

(«j  +  «8H 1- «»  =  «). 

Sind  alle  a«  ausser  a»  gleich  Null,  so  moss;   wenn   diese  Oleiehnng 
GUtigkeit  behalten  soll,  ^         ^,0,      ^j«,,    ^,,, 

in  gr     Übergehen;  wir  müssen  deshalb  festsetzen,  dass  gt    gleich  Eins  oder 
gleich  Null  sein  soll,  je  nachdem  t  gleich  oder  grösser  als  Null  ist 
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Aus  Gleichung  10),  in  welcher  die  Ghrössen  a^.  .a^  nur  der  Bedingung 
^t  +  os+^'  +  On'^s  unterworfen  sind,  folgt,  wenn  man  in  ihr  s  gleich  der 

grössten  in    ^  steckenden  ganzen  Zahl  h  (^"^  l'o  l)  setzt,  sie  dann  nach 

irgend  einem  der  Logarithmen  d,  • .  ^a  differentiirt  und  die  Gleichungen 
5a)  berücksichtigt,  dass  jede  Ableitung  von  y  nach  beliebigen  dieser  Grössen, 
deren  Ordnungszahl  grösser  als  h  ist,  identisch  yerschwindet  Es  kann 
somit  y  selbst,  nachdem  die  neue  Variable  $1  eingeführt  ist,  in 
den  Logarithmen  ^2»  ^s'  **>  ^"  höchstens  von  der  h^^^  Dimen- 
sion sein.  —  Auch  sei  gleich  hier  bemerkt,  dass  sich  aus  Gleichung  9) 
durch  Benützung  Ton  Gleichung  8)  die  für  das  Folgende  wichtige  Relation 
ergiebt:  --^  » 

(v  =  2,3,  ..,w). 
Wir  entwickeln  jetzt  y  nach  Potenzen  von  ^^^  ^3,  . .,  ^„  und  deuten 
durch  das  Zeichen  {f)^  an,  dass  in  dem  Ausdrucke  f  ^2  =  ^3  =•••&=: ^,1 
=  0  gesetzt  werden  soll,  dann  wird 

k  y=(y)o 

und  geht  unter  Berücksichtigung  von  Gleichung  10)  über  in 
12)  y  =  (y)o 

Wenn  man  nun  (y)^,  welche  Grösse  eine  ganze  rationale  Function  m**^ 
Grades  Ton  1;  allein  ist,  deren  Coefücienten  algebraische  Functionen  Ton  x 
sind,  mit  0  bezeichnet,  also  setzt 

13)  (y)o=*o^"  +  *ii?"-'  +  -  +  *«=^i 

and  wenn  man  ausserdem  noch,  was  erlaubt  ist,  in  Gleichung  12)  die  beiden 
letzten  Summeuzeichen  miteinander  vertauscht  und  dann 

setzt,  so  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  an: 


«)       '=-^|r|>^-- 


Der  Ausdruck  »^')  enthält  die  n  — 1  Logarithmen  ^s»  ^3,  .  • ,  ^n  in 
wenig  übersichtlicher  Form;  es  Iftsst  sich  aber  zeigen,  dass  er  sich  stets 
darstellen  Iftsst  als  ganze  rationale  Function  von  m  —  1  neuen  Logarithmen» 
die  sich  auf  sehr  einfache  Weise  aus  '^3,  ^^^  ..,  d«  zusammensetzen  und 
deren  Ableitungen  ebenfalls  algebraische  Functionen  von  x  sind.  ^  , 
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Setzt  man  nämlich 
16)  tfM  =  ^M^i  +  ^M^s+''--  +  ^A*^«       (f*  =  0,  l,..,»-2) 

und  definirt  die  Orösse  tr^"^  durch  die  Gleichung 


(2''^=^''  2''^^')^ 


so  kann  man  beweisen,  dass  Xr^*)  mit  dem  durch  Gleichung  14)  definirten 
nr^*)  identisch  ist.     Wie  man  sich  direct  überzeugt,  gilt  die  Gleichang 

18)  Tr<'>  =  «r<'> 

bei  beliebigen  Werthen  von  r  für  5=1;  man  hat  deshalb  nur  zu  zeigen, 
dass  dieselbe  —  ihre  Giltigkeit  für  den  Index  8  vorausgesetzt  —  auch  f&i 
den  Index  s  +  l  richtig  bleibt. 

Seiner  Definition  gemäss  besteht  für  Tr^*'*''^  die  Gleichung 

T^('+i)  =  tfoTr<*>+  a^T(;l^  +..+  0rTo<'>  =  VO/.  V>, 

also  ist,  da  Gleichung  18)  für  den  Index  s  als  bewiesen  angenommen  wird, 

Setzt  man  hierin  für  tt^^'^  aus  Gleichung  14)  seinen  Werth  und  vertauscht, 
was  erlaubt  ist,  die  beiden  vorkommenden  Summenzeichen  miteinander, 
so  wird 

oder  unter  Berücksichtigung  von  Gleichung  16) 

Wenn  man  jetzt  ap  durch  cr^  —  l  ersetzt,  so  erhält  man 
«.+..:fS=.+i«»!«s'-««l  M^r^ 

es    wird   also   unter   Berdcksichtigung   der   Gleichungen  11)   und   14),   da 
ist: 


V«,  =  5+l  ia 
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die  allgemeine  Oiltigkeit  der  Gleichung  18)  ist  somit  erwiesen,  und  p  erhält 
nach  Gleichung  15)  jetzt  die  Form 


h      1   m~2f  ^2g 


0)  »  =  «+>.'n  >.'-"'£^- 


Da  die  Grössen  17,  tfo,  a^,  ..,  dm— 2  als  lineare  homogene  Functionen 
der  mit  constanten  Coefficienten  versehenen  Logarithmen  ^^,  ^2^  ••)  ^n 
selbst  .wieder  Logarithmen  sind ,  welche  algebraische  Functionen  von  x  als 
Ableitungen  besitzen,  so  haben  wir  mithin  folgenden  Satz  bewiesen: 

IV.  Wenn  die  Differentialgleichung  A)  ein  Integral  von  der 
Form  2)  besitzt,  in  welchem  die  Logarithmen  in  irgendwelcher 
Anzahl  n  auftreten,  so  muss  sich  dieses  immer  auf  die  Form  C) 
bringen  lassen,  —  eine  Form,  welche  höchstens  m  Logarith- 
men, deren  Ableitungen  algebraische  Functionen  von  x  sind, 
darunter  nur  einen  einzigen  17  im  m^^^  Grade  enth&lt,  während 
sie  in  allen  flbrigen  Logarithmen  (Tq,  a^^  ..,  tfm.2  höchstens  von 

t  Ulkten 
^1        Dimension  ist. 

Die  in  dem  umgeformten  Integral  auftretenden  Logarithmen  (Tq,  (T|,  . .,  iTm-s 
können  durch  algebraische  Gleichungen  miteinander  verbunden  sein,  der 
Logarithmus  17  dagegen  kann  mit  ihnen  niemals  in  algebraischem  Zusam- 
menhang stehen,  da  eine  algebraische  Gleichung,  welche  17  enthielte,  in  ^^ 
nicht  identisch  sein  könnte,  also  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  d'^ 
und  den  übrigen  ursprünglich  gegebenen  Logarithmen  ^s,  ^g,  ..,  &n  gegen 
Voraussetzung  ergäbe. 

Es  lässt  sich  aber  auch  die  ümkehrung  des  letzten  Satzes  beweisen, 

also   zeigen,   dass  jeder  Ausdruck  von  der  Form  C),    in  welchem  17,  (Tq, 

a^,  ..,  00,-2  beliebige  Logarithmen  bedeuten,  deren  Ableitungen  algebraische 

Functionen  von  x  sind  und  von  denen  der  erste  von  den  übrigen  algebraisch 

tmabhftngig  ist,  einer  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung  m^' 

Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten  genügt. 

a^i +/».+  . .+^mv 
Um  diesen  Beweis  zu  führen,  soll  zunächst  die  Ableitung ^ 

V^<»A-^<^£-2 

durch  eine  Ableitung  von  y  nach  17  allein  ausgedrückt  werden.    Da  sich  aus 

Gleichung  17)  ergiebt,  dass 

ist,  so  folgt  aus  Gleichung  G) 

und  weiter  ^  j 
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es  wird  somit  '^ 

Wir  ordnen  jetzt  den  Ausdrack  C)  für  y  nach  den  algebraischen  Func- 
tionen t(^ot  ^11  ••)  '4'm  von  x^  die  sich  auch  auf  Constante  reduciren  können 
und  von  denen  ^^  jedenfalls  nicht  gleich  Null  sein  darf,  weil  y  den  Loga- 
rithmus 17  im  m^^  Grade  enthalten  soll,  und  fahren  die  Ton  x  nicht  expli- 
cite  abhftngende  Function 

20)  »=1  L-  +  Vi2*m(«'-l)"(«-2«-r+l)T,w,-»-'l 

ein,  dann  wird 

Ans  dieser  Gleichung  erh&lt  man  durch  m- malige  Differentiation   nach  1] 
m  neue  Gleichungen,  die  wir  mit  ihr  selbst  zusammenstellen: 


21)y  =  m!if>,«+(m-l)!*,^+..  +  l!^„-,5— rr  +  tf. 


Diese  nt  +  l  Gleichungen  erlauben,  da  ihre  Determinante  gleich 
ist,  also  nicht  identisch  verschwindet,  die  Grössen 

dw    a*K7        a"»«? 

als  lineare  homogene  Functionen  von 

a^    dif        oif* 

deren  Coefficienten  algebraische  Functionen  von  x  sind,  darzustellen.  Unter 
Berücksichtigung  von  Gleichung  19)  wird  demnach  auch  jede  Ableitong  von 
der  Form  ,^  ,  ^  .     .  ^ 


a»;y»a0/«..aö|l*, 
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eine  lineare  homogene  Function  der  GhrOssen  22),  deren  Goefficienten  alge- 
braische Functionen  von  x  sind. 

Bildet  man  nun  aus  Gleichung  21)  alle  Ableitungen  von  p  nach  x  bis 
zar  m^",  indem  man  ff  als  Function  von  x^  17,  Cq,  ..,  0^—2  betrachtet,  so 
stellen  sich  dieselben,  weil  die  Function  w  die  Variable  x  nicht  explicite 
enthftlt,  dar  als  lineare  homogene  Functionen  Ton  to  und  dessen  Ableitungen 
nach  1;,  Cqj  ..,  am—7  mit  algebraischen  Coefficienten.  f€  selbst  aber  und 
alle  seine  Ableitungen  nach  diesen  Logarithmen  kann  man  nach  den  obigen 
Auseinandersetzungen  als  lineare  homogene  Functionen  der  Grössen  22)  mit 


algebraischen  Coefficienten  darstellen  und  erhftlt  somit  für  -^-j-  die  Gleichung 

ox^ 

in  welcher  sämmüiche  Grössen  q  algebraische  Functionen  von  x  sind.  Setzt 
man  Ä;=  1,  2,  ..,  m  und  berücksichtigt,  dass  — ~  =  in!i^Q  ist,  so  gelten 
demnach  die  Gleichungen 

dy  dy  d^^'^y 

dfy  dy  d'^^^y 

••••••••• •••» 

^y  dy  3™""*« 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  Pm,  ^m-i)  -m  ^o> 

addirt  sie  und  bestimmt  dann  die  m  +  l  Grössen  P^  so,    dass  in  dem  Ad- 

dy  d^^^y 

ditionsresultat  die  Coefficienten  von  y,   ^>  •->   ;r-— — r  verschwinden,    so 

ergeben  sich  ftir  dieselben  m  lineare  homogene  Gleichungen  mit  algebraischen 
Coefficienten,  die  immer  auflösbar  sind,  weil  die  Anzahl  der  unbekannten 
um  eine  Einheit  grösser  ist  als  diejenige  der  Gleichungen.  Man  erhält 
demnach  I  wenn  man 

setzt,  für  y  die  lineare  Differentialgleichung 

in  welcher  P^,  P^,  ..,  Pm,  9  algebraische  Functionen  von  x  sind  und  Pq 
und  g  nicht  identisch  gleich  Null  sein  können,  weil  97  von  den  übrigen 
Logarithmen  algebraisch  unabhängig  ist  Es  ist  somit  der  Satz  bewiesen: 
V.  Jeder  Ausdruck  von  der  Form  C),  in  welchem  1/,  tf^, 
ffj,  ..,  ^^m— 2  Logarithmen  bedeuten,  deren  Ableitungen  alge- 
braische Functionen  von   x  sind  und  von   denen  der  erste  in  , 
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keinem  algebraischen  Zusammenhang  mit  den  übrigen  steht, 
genügt  einer  algebraischen  linearen  nicht  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung m**'  Ordnung. 

Von  den  Logarithmen  a^^  a^^  .  ,  tfm-2  dürfen  auch  beliebig  viele  gleich 
Null  sein,  ohne  dass  der  ausg^prochene  Satz  seine  Oiltigkeit  Terliert  oder 
sein  Beweis  Modificationen  verlangt 

Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dass  aus  lY  und  V  sich  durch  Spe- 
cialisirung  der  folgende  Satz  ergiebt: 

Eine  Form  m*^^  Grades  von  algebraisch  voneinander  un- 
abhängigen Logarithmen,  deren  Ableitungen  und  deren  Coeffi- 
cienten  algebraische  Functionen  von  »  sind,  wird  nur  dann 
und  immer  dann  einer  algebraischen  linearen  nicht  homogenen 
Differentialgleichung  m*^'  Ordnung  genügen,  wenn  sie  über- 
geführt werden  kann  in  das  Product  aus  einer  algebraischen 
Function  von  x  oder  einer  Constanten  in  die  m^^  Potenz  eines 
einzigen  Logarithmus,  dessen  Ableitung  eine  algebraische 
Function  von  x  ist. 
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XVn.  Zur  synthetüchen  Erzeugung  der  Cremona'schen  Transformation 

vierter  Ordnung. 

(Hierzu  Taf.  III  Fig.  9.) 

In  dem  Anfsatze:  ^üeber  eine  synthetische  Erzeugung  der  Gremona- 
schen  Transformationen  dritter  und  vierter  Ordnung'^,  Heft  5,  Jahrg.  1887 
dieser  Zeitschrift,  habe  ich  bemerkt,  dass  von  der  Transformation  vierten 
Grades  blos  der  Fall  mit  drei  Doppelpunkten  und  drei  einfachen  Punkten 
sich  erzeugen  Iftsst,  wenigstens  unter  Benütziing  der  dort  angewandten  geo- 
metrischen Gebilde,  dass  dagegen  der  andere  Fall,  wo  die  einer  Oeraden 
entsprechende  Gurve  vierter  Ordnung  einen  festen  Punkt  zum  dreifachen 
Punkt  und  sechs  andere  als  einfache  Punkte  enthält ,  durch  das  dort  benutzte 
Siiahlsystem  nicht  zu  erhalten  sei. 

In  der  That  muss  man  auch,  um  diesen  Fall  rein  geometrisch  abzu- 
leiten, die  andere  Art  von  Strahlsystemen  erster  Ordnung  benutzen,  die  es 
noch  giebt.  Kummer  hat  ja*  gezeigt,  dass  die  Strahlsysteme  erster  Ord- 
nung entweder  bestehen  aus  dem  System  der  Secante  einer  Baumcurve  dritter 
Ordnung  oder  aus  der  Gesammtheit  aller  Geraden,  die  gleichzeitig  einer  Baum- 
curve n^"  Ordnung  und  einer  diese  in  (n— 1)  Punkten  treffenden  Geraden 
begegnen.  Die  n  —  1  Strahlbündel  in  diesen  Schnittpunkten  bleiben  hierbei 
als  abgelöste  Strahlsysteme  ausser  Betracht.  Es  ist  dann  klar,  daas  durch 
einen  Punkt  des  Baumes  im  Allgemeinen  nur  ein  einziger  Strahl  geht, 
indem  ja  die  durch  den  Punkt  und  die  Gerade  gehende  Ebene  die  Baum- 
curve nur  noch  in  einem  hier  in  Betracht  kommenden  Punkte  schneidet. 

I. 

Es  ist  daraus  sofort  zu  ersehen,  wie  sich  die  in  Frage  stehende  Gre- 
mona'sche  Beziehung  zwei  Ebenen  herstellen  Iftsst.  Nehmen  wir  eine  Baum- 
cuve  dritter  Ordnung  Ifi  und  eine  ihrer  Secanten  G  als  Brenncurven  und 
schneiden  dieses  Strahlsystem  mit  zwei  Ebenen  a  und  ß.  Die  Schnittpunkte 
dieser  Ebenen  mit  G  und  R^  seien  bezüglich  ^,  Ä\^  Ä\^  Ä"^  und  .83, 
F,,  JB"j,  B"\\  femer  sei  8  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  (Fig.  9). 
Dann  entspricht  jedem  Punkte  der  neuen  Ebene  ein  Punkt  der  andern. 
Eine  Ausnahme  machen  zunächst  die  obigen  acht  Punkte.  Von  dem  Punkte 
A^  aus  z.  B.  projicirt  sich  die  Gurve  dritter  Ordnung  durch  einen  Kegel 

*  Abhandlungen  der  Akademie  der  WisBenBchaften  zu  Berlin,  1866. 
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dritter  Ordnung  and  jede  seiner  Erzengenden  ist,  da  sie  ja  auch  Q  m  A^ 
schneidet,  ein  Strahl  des  Strahlsystems.  Der  genannte  Kegel  hat  dieG^zor 
Doppelerzeagenden.  Dem  Punkte  Ä^  entspricht  also  in  ß  eine  Curve  dritter 
Ordnung  mit  B^  als  Doppelpunkt,  die  auch  durch  JB'j,  S^\j  B^'\  iSoft, 
und  ähnlich  verhält  es  sich  mit  dem  Punkte  B^, 

Nimmt  man  femer  etwa  den  Punkt  Ä\,  so  geh5rt  jede  Gerade  durch 
Ä\,  welche  G  schneidet,  zu  unserem  Strahlsystem.  Alle  diese  Strahlen 
schneiden  ß  in  einer  Geraden,  die  auch  durch  den  Punkt  jBj^  geht,  in  wel- 
chem A\J^  die  8  trifft,  und  durch  B^.  Dies  ist  also  eine  der  Haupt- 
linien, die  dem  singulären  Punkte  A^  entspricht;  ehenso  erhält  man  noch 
zwei  andere,  nämlich  B^^B^  und  B^B^^  wenn  B^  und  B^  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  A^Ä\  und  A^Ä'\  mit  8  sind.  In  gleicher  Weise 
erhält  man  in  a  drei  Gerade  durch  A^,  welche  bezüglich  den  Punkten  ^i, 
B'\^  J9"\  entsprechen. 

II. 

Die  Punkte  J?,^  B^^  B^^  und  A^,  A^^^  -4.,*,  welch'  letztere  in  ganz 
ähnlicher  Weise  durch  die  Schnitte  der  Linien  B\B^,  B^\B^^  B^'\B^  mit 
8  erhalten  werden ,  sind  aber  selbst  wieder  singulare  Punkte  der  Ebenen  ^ 
und  OL,  Denn  dem  Punkte  B^  gehört  die  einzige  Secante  B^  Ä^  A^  zu  und 
diese  liegt  in  der  Ebene  a,  liefert  also  keinen  bestimmten  Schnittpunkt,  so 
dass  also  dem  Punkte  B^^  die  sämmtlichen  Punkte  von  A!^  A^  entsprechen. 
In  gleicher  Weise  sind  B^y  5,*,  Ay^^  A^^  A^  Hauptpunkte  der  Transfor- 
mation,  denen  (aus  der  Figur  leicht  zu  entnehmende)  Gerade  entsprechen. 

Man  zeigt  ferner  leicht,  dass  alle  Strahlen  des  Systems,  die  einer  Ge- 
raden begegnen,  eine  Begelfläche  vierter  Ordnung  bilden,  und  damit  ist 
dann  erwiesen,  dass  einer  beliebigen  Geraden  in  et  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung in  ß  entspricht,  die  B^  zum  dreifachen  Punkt  hat  und  durch  ^p 
Bf\y  B"\,  Bi\  B^\  5,«  einfach  hindurchläuft.  Für  eine  Gerade  in  ^ 
spielen  -äg,  A\y  A'\,  Ä*\y  jB,V  jB,^,  J?,*  die  entsprechende  Bolle.  Damit 
ist  der  Charakter  der  Transformation  als  einer  Cremona'schen  vierter 
Ordnung  nachgewiesen.  Nimmt  man  allgemein  eine  Curve  (n  — I)**'  Ord- 
nung und  eine  Gerade,  welche  dieser  in  n  — 2  Punkten  begegnet,  so  eilifilt 
man  eine  ähnliche  Cremona- Transformation  n^^  Ordnung.* 

III. 
Den  Umstand ,  dass  einer  Curve  n**'  Ordnung  in  einer  der  beiden  Ebenen 
eine  Curve  4n^^'  Ordnung  in  der  andern  entspricht,  kann  man  geometrisch 
in  folgender  Weise  zum  Ausdruck  bringen: 

.  ^Hat  man  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  und  eine  ihrer  Sdcanten, 
so  bilden  alle  Strahlen,  welche  diesen  beiden  Linien  begegnen  und  über- 
dies eine  ebene  Curve  (7"  schneiden ,  eine  Begelfläche  von  der  Ordnung  in^ 

*  Es  ist  dies  der  schon  von  DeJonquidres  studirte  Typus.  Compi  rend.  1S59. 
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welche  die  Secante  zur  (3 n) -fachen  Erzengenden,  die  Banmcnrve  selbst  znr 
fi-ÜMhen  Cnrve  und  die  in  der  Ebene  der  0"  liegenden  Strahlen  des  Systems 
ZQ  n- fachen  Erzeugenden  haf 

Was  femer  den  Orad  der  Allgemeinheit  der  vorigen  Transformation 
Yierier  Ordnung  betrifft,  so  ist  dieselbe  aus  zwei  Gründen  eine  specielle 
oder  wenigstens  nicht  die  allgemeinste. 

Fflr's  Erste  liegen  nämlich  drei  von  den  sechs  festen  einfachen  Punkten 
Cure  vierter  Ordnung  immer  in  einer  Geraden,  nämlich  auf  £^,  so  dass  der 
also  im  Ganzen  sechs  der  singulären  Punkte  auf  einer  Geraden  liegen. 

Femer  ist  diese  Gerade  S  überdies  eine  sich  selbst  entsprechende  Ge- 
rade der  Transformation,  d.  h.  jeder  Punkt  derselben  fUllt  mit  dem  ihm 
entsprechenden  zusammen.  Die  gleiche  specielle  Eigenschaft  haben  überdies 
auch  die  Steiner'sche  sogenannte  schiefe  Projection  und  die  anderen  in 
dem  citirten  Artikel  erzeugten  Transformationen  dritten  und  vierten  Grades, 
und  es  Ifisst  sich  dieselbe  bei  einer  directen  stereometrischen  Erzeugung 
durch  Strahlsysteme  nicht  vermeiden. 

München,  13.  Januar  1888.  Karl  Dobhlemann, 

gepr.  LehramtsoandldAt. 

XVnL  Herleitnng  der  Kittelpunktsooordinaten  und  des  Halbmessers 
eines  Kreises  aus  seiner  Oleiohung  in  trimetrischen  Punktooordinaten. 

Die  Gleichung  eines  jeden  Kreises  kann  man  bekanntlich  auf  die  Form 

+  flKjÄj  sina  +  »3  »,  sinß  +  x^  x^  siny  =  0, 
wo  ff,  /3,  y  die  Winkel  des  Fundamen taldreiecks  und  aj,  Og,  o^  die  den 
Kreis  bestimmenden  Parameter  sind  (vergL  Salmon,  Anal.  Geom.  d.  Kegel- 
scbnitte,  Art.  160,  wo  jedoch  der  zweite  Hauptposten  auf  der  linken  Seite 
noch  den  Factor  Je  hat,  den  wir  in  den  a  haben  aufgehen  lassen).  Die  Länge 
H  der  von  dem  Punkte,  dessen  senkrechte  Entfernungen  von  den  Dreiecks- 
seiten gleich  x\y  x\,  x\  sind,  auf  die  gerade  Linie  £,»1  +  12^52  +  58^8  =  0 
gefällten  Senkrechten  ist  (a.  a.  0.  Art. 61)  gegeben  durch  die  Gleichung: 
9^        (?*(Si*  +  S,'  +  V-2S,S3C0sa-2j3Si(»5|5-2jjf,(»sy) 

welche  man  als  die  Gleichung  eines  Kreises  in  Liniencoordinaten  betrachten 
^1  dessen   Badius  gleich  q  und  dessen  Mittelpunktscoordinaten  gleich 
'V  ^'»t  ^'s  8ind;  seine  Gleichung  in  Punktcoordinaten  ist  daher: 
«,*— ^*         x\x\  —  Q^ca8y    x\x\  —  Q^cosß    «, 


x\  x\  —  Q^  eosy        x'^  —  p*  x\  x^  —  Q^cosa  x^ 

x^Xj^  —  Q^easß  x\x\-Q^co8a         a?V  — ^*  ^9 

«,                       »2                         x^  0 
oder  entwiokelt: 


=  0 
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Q*{x^  sina  +  x^  sinß  +  x^  siny)^ 

=  (a?2 «'s  - «8« s)*  +  («s «'i  - «1  «'s)*  +  («I «'s  - «2 «i)* 
3)  —  2{x^x\  —  «i^'s)  («1« 8  —  «2«'i)  co^tt 

—  2(a?iip'2  -  «?«'i)(«a«'3  —  «3«a)  ^^ß 

-  2(a;2«'8  —  ^3«'»)  («s«'i  —  «i^s)  «>«y- 

Soll  1)  mit  3)  identisch  sein,  so  müssen,  wie  man  durch  Yergleich- 
ung  der  Coefficienten  gleicher  Potenzen  und  Producte  der  o;  findet,  folgende 
Relationen  bestehen: 

a,  sina  =  k  | g^sin^a  —  {x\*  +  x^  +  2x\  x\  C05o)  j , 

a,  smß  =  A,  1^*^»*«  —  (»3*  +  x\^  +  2x\x\  cosß) J , 

a^siny  =>X  \Q^sm^y  —  {x\^  +  x'^  +  2a?',  x^  cosy)t , 

Ogm/  +  (i^9mß'^sma 

4)    =  2A  {^*»m/5  «my  +  x\x\  +  aj'iC—  «\  co8ol  +  x\  cosß  +  x'g  cosy)\y 

€^  sina  +  a,  smy  +  sinß 

=  2A  j^*«iny  wn«  +  «'3 a?\  +  x\(x\  cosa  —  a?', cosß  +  x\  cosy)\, 

aj  si/nß  +  Oj  «inor  +  siwy 
=  2  a,  |^*5t«a  «tn/3  +  a;',a?'j  +  aj'jCic'i  cosa  +  x\  cosß  —  a^'j  cosy)\y 
aus  denen  wir  zunächst  k  bestimmen  wollen.  Man  sieht  sofort,  dass  die 
Summe  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Gleichung  gleich  ist  der  Summe  der 
vierten,  fünften  und  sechsten  Gleichung,  wenn  man  letztere  vorher  der  Reihe 
nach  mit  cosa^  eosß^  cosy  multiplicirt  hat ,  vermindert  um  2  sina  sinß  my^ 
dass  man  daher,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  svnß8inycosa-\'8vny8inaOi>s^ 
+  sina  sinß  cosy  =  1  + cosa  cosß  cosy  ist,  erhält: 

k  {2^*(1  +  cosa  cosß  cosy)  +  x\ oi^  cosa  +  x\  x\  cosß  +  x\  x\  cosy\ 
+  2sinasinßsiny 
t=^2 k\Q^{l+  cosa  cos ß cosy)  +  x\x\  cosa  +  x\x\  cosß  +  x\x\  COSy 
+  x\  cosa{-'  x\  cosa  +  x\  cosß  +  x\  cosy) 
+  x\  cosß{x\  cosa--  x\  cosß  +  x\  cosy) 
Dies  giebt:  +  ii^\ cos y  (^x\  cos a  +  x\  cosß- x\ cos y)\. 

l  \x'^  «m*a  +  x^  sin^ß  +  x\^  svn^y  +  2a?'2  x\  sinß  siny  +  2x\x\  siny  sina 

'^2x\x^svnasinß\  =^  sina  sinß  siny 
oder,  wenn  man  bemerkt,  dass 

5)  x\  sina  +  x\  sinß  +  x\  sifny  =  2rmkasvnß  m^y 

ist,   wo  r  den  Halbmesser  des  um  das  Fundamentaldreieck  beschriebenen 
Kreises  bezeichnet,  . 

A^rsvnasfmßsvny 
Es  kommt  jetzt  darauf  an,   aus  den  Gleichungen  4)   eine  andere  zu 
bilden,  die  kein  ^   und  nur  ein  x   enthält.      Dies  erreicht  man,  wenn  die 
Summe  der  mit  cosß  multiplicirten  fünften  und  mit  cosy  multiplicirten  sechs- 
ten von  der  doppelten   ersten  abgezogen  wird;  denn  man  bekommt  dann: 
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2a^ sina  —  a,  sina  —  a^sinacosy  --a^smcc  cosß  —  sinß cosß  —  siny  cosy 

^2l\Q^sin*a-Q*8mysmcc€08ß—Q*9inasinß(X>8y-{x\^  +  x\*  +  2x\x\cos^^ 

—  x'^x\  cosß  —  x\ x\  cosy  —  X2  cosß{x\  cosa  —  x\  cosß  +  x\  cosy) 

—  x\  cosy{x\cosa  +  x\cosß^  x\  cosy)  j 
oder 

(ttj  —  a^oosy  —  (i^cosß)  sina  —  sina  cosi.ß'-y) 

=  2il  {—  aj'g*  ^*i^  ■"  ^s*  ^*y  ""  2»  2«  3  wnjS  «iny  —  «'g  a;\  «ny  ma 

=  5-  {»,  5ino  — 2rma^|?5iiiyi, 

folglich 

7)  x\  =  r  (a^  —  Os  cosy  —  ag  0Mj3  +  eosu) 

und  ebenso  ^         ,  .        />x 

x^=^r{a^--€k^C08€i  —  a^  cosy  +  cosß), 

x\  =  r(a^  —  a^cosß  —  Ogcosa+co^y), 
wodarch  der  erste  Theil  unserer  Aufgabe  gelOst  ist,  die  Mittelpunktscoordi- 
naten  durch  a^,  o^,  %  auszudrücken. 

Um  einen  einÜEUshen  Ausdruck  für  uf  zu  erlangen ,  multiplioire  man  die 
ftlnfte  der  Gleichungen  4)  mit  x\,  die  sechste  mit  x\,  die  erste  mit  2x\ 
und  addire,  so  erhält  man: 
a^{x\8ina'¥x\smß'¥x\smy)'^{c^x\'^a^x\'^a^x'^svna'^'x\8m 

=3  2X^^  {Xy^smti  +  x^  sinß  +  n^'g  siny)  sina 
oder  wegen  5)  und  6): 

ai/Af^sinasinß8iny'\-r(aiX\'\-aiX\-\'a^x\)sina+rx\siny'^rx\8inßssQ^sina. 
Aehnlich  kann  man  noch  bilden: 

ai.2r^sinasinß8iny+r(aix\'^aiX\+a^sif^sinß-¥rx\sina+rx\siny  =  Q^sinßy 
a^,2r^sinasinßsiny-\-r(aix\-^aiX\+aiX\)siny-¥rx\sinß+rx\sina  —  Q^8my. 
Multiplicirt  man  die  drei  lotsten  Oleichungen  der  Reihe  nach  mit  cosa, 
cosß,  cosy,  so  giebt  die  Addition  derselben,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
8inacosa  +  sinßcosß  +  sinycosy=2sinasinßsiny  ist,  nach  Weglassung 
des  Factors  2 sina  sinß  siny: 

8)  Q^=^f^n+aiCOsa  +  a^co8ß  +  a^co8y  +  j{aiX\  +  a^x\  +  a^sif^)y 

SetKt  man  in  diesen  Ausdruck  fttr  x\,  9!^,  9!^  ihre  Werthe  aus  7)  ein,  so 
erhüt  derselbe  die  Form: 

g  V      e*  =  ^{l  +  2(aieo««  +  a,cas/3  +  a8«wy)  +  öi*  +  V  +  V 
—  2a^a^  cosa  —  208«!  cosß  —  2a,  a^  cosy\ , 

womit  auch  der  zweite  Theil  unserer  Aufgabe  erledigt  ist.  Von  den  beiden 
letzten  Oleichungen  kann  man  je  nach  den  umständen  die  eine  oder  die 
andere  mit  grösserem  Yortbeil  benutzen.  Die  Gleichung  8  a)  dient  übrigens 
auch  zur  Determination  der  a;  denn  wenn  man  dieselben  willkürlich  so 
wfthlt,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  negativ  wird ,  so  ist  ^  imaginär, 
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also  bezeichnet  mit  diesen  Werthen  der  a  die  Gleichung  1)  einen  imaginftren 
Kreis,  obschon  die  aus  Gleichung  7)  gebildeten  Werthe  der  Mittelpunkts- 
coordinaten  reell  sind.  Macht  man  z.  B.  a|  =3  o,  =  a^  =  —  1,  so  erhält  man 
aus  7)  x\  =a  X2  =  «8  =  *■(""  ^  +  ^*"  +  ^^ß  +  ^^y)>  ^0  einen  Werth,  den 
der  Halbmesser  des  Inkreises  besitzt,  und  man  könnte  glauben,  damit  die 
Gleichung  dieses  Kreises  gefunden  zu  haben;  die  Gleichung  8a)  aber  giebt 
in  diesem  Falle: 

^«  =  r*  { 1  —  oosa  —  C05/3  —  C05y  —  3(— 1  +  C05a  +  cosjS  +  OMy)l 
=  —  4r*(—  1  +  cosa  +  cosß  +  C08y) 

oder,  wenn  9%  den  Radius  des  Inkreises  bezeichnet: 

(!»  =  -.  4r3t, 
woraus  herrorgeht,  dass  diese  Werthe  der  a  unbrauchbar  sind. 

Aus    den  Gleichungen   7)    folgt,   dass   zwei  Kreise   concentrisch 
sind,  wenn  folgende  Bedingungen  stattfinden: 

(Ol  —  a\)  —  (og  -  a\)  cosy  —  {a^—a\)  cosß^O, 

—  (a^  —  a\)  cosy  +  (o,  —  a\)  -  (Oa— «a) «««  =  0, 

—  (ai  - a\)  cosfi-ia^  —  a\) co8a  +  (03 -a',)  =  0, 

welche  erfüllt  werden  durch  die  Proportionen: 

9)  (aj  — a'J:(a8— a,):(a8  — a3)  =  ma:Äm/5:»ny,* 
wofür  man  auch  setzen  kann: 

Ist  daher  die  Gleichung  eines  Kreises  8^=0,  so  ist,  wie  hieraus  und  ans 
Gleichung  1)  hervorgeht,  die  Gleichung  eines  mit  ihm  concentrischen  Kreises : 

8  +  p{x^sma  +  x^  sinß  +  »3  siny)*  =  0, 

d.  h.  die  zwei  Kreise  berühren  sich  in  den  beiden  unendlich  fernen  imagi- 
nären Kreispunkten.  Ist  für  zwei  concentrische  Kreise  der  Werth  von  p 
bekannt,  so  erhält  man  aus  Gleichung  8): 

Q^-Q'^ssr^lp{ginacosa+8inßcosß+smYCOsy)+-{x\sina+x\sinß'^^^ 
oder 

10)  Q^  —  q'^  =  4r*jp  sinasinßainy. 

Beispiel.     Die  Gleichungen  des  Brocard'schen  und  Tucker^sohen 
Kreises  sind  in  der  Normalform: 

(ä,  sinß  siny  +  x^  siny  sina  +  x^  sina  sinß) (Xi  sma  +  x^  sinß  +  x^  siiny) 
—  {m?a  +  sin^ß  +  sin*y)  («^«g  «na  +  x^x^  sinß  +  x^x^  siny)  =  0 
und 


*  Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Chordale 
zweier  concentrischer  Kreise  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zasammenfallen, 
also  (ai-a'|)«i  +  (ai-«'f)«i  +  (af-a'i)«^  =  0  mit  «i «mtt 4- «^ sm/i  +  d^ stiiy  =  0 
identisch  sein  muss. 
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|»i  sinß  Hny  {sin^ß  +  m*y)  +  a;,  «ny  «tna  (sw*y  +  sin^a) 
+  fljg  sinasinß{8in^a  +  sin^ß)  \{Xj^sina  +  x^  sinß  +  x^  siny) 
—  {sin^a  +  8in^ß  +  sin^y)^  {x^x^8ina  +  x^x^  sinß  +  «lÄg  my)  =  O5 

daher  ist: 

sinßsmy 


a,  =  — 


-r-   etc.   und   a j  =  —  -;-r~ — ,     .  o^  , — r-ä-^  etc. 
►»'  y  *  («n*  o  +  sifir  ß  +  «n^  y)* 


oder 

ö  1  =  a,  +  7—7-0 — ; — .  9/>  , — .  g  .a  etc. , 

so  dass  die  Bedingung  9)  erfüllt  ist,  was  beweist,  dass  beide  Kreise  con- 
centrisch  sind;  p  ist  hier  gleich  —  t-t-s — ."  .  »^  .  1^  »  .n*  Die  erste  Mit- 
telpunktscoordinate  des  Brocard'schen  Kreises  ist  nach  7): 


,       (  ,  —9inß8my  +  svnysvnaco8y'\'8inasinßco8ß\ 

*       l  8iira'\^8%n^ß  +  sm^y  \ 


_  oosa 9m* €1-- sinß smy-^- sinß {co8asmß'\'Smacosß)  +  8m 

swi?  a  +  sin^ß  +  sin^y 
_     C03asin^a'\-smß8my 
sm*a'^9vn^ß'\-9m^y 

oder,  wenn  man  mit  d  den  Brocard'schen  Winkel  bezeichnet ,  fOr  welchen 

8m*a8m^=^8mß8mysm{a'-d) 
und 

«w*a  4-  Bvifi?ß  +  »m*y  e=  2  ^a  smß  smy  cotg9 
ist, 

,  C08€tsm{a  —  d)']r9m^        cosia  —  Q) 

x\  und  a;'s  sind  ähnlich  gebildet    Femer  ist  nach  8): 

2— .     fi      sinß  siny  cosa  + siny  sinacosß  +  sincc  sinß  C08y 
^""1  sm'a +sin^ß  +  sin^y 

sinß  siny  ca8{a'-&)  + siny  sinacosiß- 9) +  sina  sinß  cosjy"^)] 
""  2cos^{sin*a+sin^ß  +  8in^y)  ] 

oder,    wenn   man    bedenkt,    dass    der    Zähler   des    ersten   Bruches    gleich 
l-^-eosa  cos ßco8y  =  sina  sinß  siny  cotg^  ist, 

oder,  weil  eotga  +  eotgß  +  eotgy^cotg^  ist, 

Für    den  Badius   des  Tucker'schen   Kreises    findet    man  nach  For- 
mal 10): 
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Durch  die  Gleichung  8)  und  zwei  der  Oleichungen  7)  wird  nach  be- 
kannten Methoden  die  Aufgabe  gelöst,  aus  den  Mittelpunktscoordinaten  und 
dem  Badius  eines  Kreises  seine  Gleichung  in  Punktcoordinaten  in  der  Nor- 
malform zu  finden.  Man  kann  jedoch  das  Besultat  auch  unmittelbar  aus 
den  drei  ersten  der  Gleichungen  4)  ablesen,  wenn  man  darin  den  Werth 
von  X  aus  6)  substituirt,  n&mlich: 

11)  a  =^*  ^^^^^  "^  ^^'*^  "*"  ^  ^'  "*"  ^  ^'^  ^^  ^^^  ^  otc, 

*  4  r*  *f n*  a  sin  ß  sin  y 

Beispiel.  Für  einen  Kreis  sei  x\  ^  r {sin^ tt  sin ß  sin y  ^co^ neos ßoosy) 
u.  s.  w.  und  ^*  =  r*(stn*a5ifi*/?«n*y  +  cos*aco5*/3co5*y).  Wenn  man  die 
Relation  l^-co^a  —  co^ß  —  oos^y  —  2  cosa  oosß  cosy  =^0  beachtet,  findet  man 
nach  leichter  Rechnung:  0^=^—  sinß sinycos^oc  etc. 

Verwandt  mit  dieser  Aufgabe  ist  die  andere  >  aus  den  üoordinaten  der 
Endpunkte  eines  Durchmessers  die  Gleichung  des  Kreises  zu  finden.  Sind 
nämlich  Xi>  Ts*  Tg,  Vi«  9s >  ^a  die  absoluten  Coordinaten  dieser  Endpunkte 
(ihre  senkrechten  Entfernungen  von  den  Dreiecksseiten),  so  ist 

4^««>i«a  =  (x,-i^,)*  +  (r8-t?8)*  +  2(T8-y(r3-y«w?a 
und 

Dadurch  gehen  die  Gleichungen  11)  über  in: 

^  *  4r*  sin^  a  sin  ß  sin  y 

Beispiel.     Man  soll  die  Gleichung  des  Kreises  finden,  der  über  der 
Strecke  zwischen  Schwerpunkt  und  Höhenschnittpunkt  beschrieben  ist.    Man 
hat  hier 
Xj  =  |f  Ätwy«>ia,   \^^=^\rsmasinß,   ^j,  =  2r  cosy  cosa,   >^^^2r  cosacosß^ 

itf^sinacasaisinaoosa  +  sinßcasß  +  siny  cosy)  « 

*  ^r'  sin^a  stnßstny  • 

daher  ist  die  Gleichung  des  Kreises: 

2{Xi  cosa  +  «2  cosß  +  «5  cosy){Xi  *«'*«  +  «2  s*^ß  +  «b  ^^y) 
—  ^{x^X^sina  +  XQXi  sinß  +  XiX2Siny)  =0. 
Die  von  uns  entwickelten  Formeln  genügen  endlich  yoUstftndig,  um 
ohne  Zuziehung  geometrischer  Betrachtungen,  wie  dies  bei  Salmon  a.  a.  0. 
Art.  164  geschieht ,  die  Potenz  eines  beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf  einen 
Kreis  aus  seiner  Gleichung  allein  herzuleiten.  Ist  nämlich  e  die  Entfernung 
des  Punktes  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  und  sind  ^i»  Xs,  t^  seine  abso- 
luten Coordinaten,  so  geht  in  der  Gleichung  3)  p  in  e  über,   sobald  man 

Djgitized  by  VJ^^^V  IV^ 


Sleinere  Mittheüungen.  251 

statt  0?!»  os^f  x^  bezüglich  ri,  T21  Ts  setzt,  während  die  x'  Qnyerftndert 
bleiben.  Addirt  man  daher  die  Gleichungen  4),  nachdem  man  sie  vorher 
derBeihe  nach  mit  ri*,  ^2*»  ^s^y  hhi  T^sh^  hh  multiplicirt  hat,  so  erhält 
man  rechts: 

X  {^(Ji  sinn  +  X2  sinß  +  y,  siny)*  —  e*(T,  sina  +  r,  sinß  +  x^  siny)^] 
oder  wegen  der  Gleichungen  5)  und  6): 

(q^  —  (?)  sin  a  sin  ß  sin  y. 
Links  erscheint  aber  das  Besultat  der  Substitution  von  X^Tty  x^  statt  x^^x^^x^ 
in  die  Gleichung  1),  das  wir  kurzweg  mit  8^  bezeichnen  wollen.     Daher 
ist  die  Potenz  des  Punktes  Tu  T2>  X3  iii  Bezug  auf  den  Kreis  oder 

13)  e»-^«  = : ^V^» 

'  ^  smastußstny 

d.  h.  in  Worten: 

Die  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kreis  wird  ge- 
funden, wenn  man  die  absoluten  Coordinaten  desselben  in  die 
Normalform  der  Kreisgleichung  substituirt  und  das  Besultat 
durch  ^  sina  sinß  siny  dividirt. 

Beispiel.   Man  soll  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  des  Feuerbach- 

Bchen  Kreises  und  des  Inkreises  finden.     Wenn  91  den  Badius  des  letzteren 

bezeichnet,  so  ist  ^i  =  r^  «=  Ts  =  91  zu  nehmen;  ferner  ist  hier: 

ai  =  — ^co5«,     a2  =  — ^co^jJ,    03  =  — i^o^y» 

also  nach  Gleichung  8  a): 

^«  =  r« |1  -  [eos^a  +  cos^ ß  +  cos* y)  +  i {cos* a  +  cos* ß  +  cosi* y-6cosa  cos ß  cos y)] 

==  r*{l-  f  (co5«a  +  co^ß  +  cos*y  +  2  cosacosß  cosy)\  =  r*(l- 1)  =  \f^. 

Daher  ist  hier  ,  ^      i   «n  .        -  o   - 

{er  —  Jr*)  stn  astnß  stny 

=  ^ 9i*  {eosct  +  cosß  +  cosy)  {sina  +  sinß  +  siny)  —  üi*  {sina  +  sinß  +  siny) 
oder,  weil  yt  =  r{cos  a  + cos ß  + cosy)  und  fSt{sina  +  sinß  +  siny)=:2rsina 

sinß  siny  ist: 

e«-ir  =  8l(ai-r), 

also 

e*«=i(4SR«-4SRr  +  r«)  =  :Kr-23i)«,  d.  h.  ««^r-ai. 

Bensheim,  im  März  1888.  Dr.  Stoll, 

GymiiMUllehztr. 


XIX.  Zur  EinfUiniAg  in  die  Theorie  der  dielektrischen  Polarisation. 

Befinden  sich  in  einem  dielektrischen  Medium  elektrische  Massen,  dann 
ist,  wie  bekannt,  die  Potentialfunction  durch  die  Summe  zweier  Grössen 
bestimmt,  von  denen  die  eine  die  Potentialfunction  der  gegebenen  elek- 
trischen Massen,  die  andere  die  Potentialfunction  der  durch  die  Polarisation 
geweckten  Elektricitäten  ist.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Bildung 
des  Ausdruckes  fttr  die  letztere  Grösse.     Man  berechnet  sie  gewöhnlich  in  ^ 
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derselben  Weise,  wie  die  Potentialfunction  der  gegebenen  elektrischen  Massen, 
indem  man  von  der  elektrischen  Dichtigkeit  in  den  einzelnen  Punk- 
ten des  polarisirten  Baumes  aasgeht,  aber  dieser  Weg  ist  gewiss  nicht 
immer  der  beste.  Wohl  ist  in  den  meisten  Fällen,  namentlich  dann,  wenn 
das  Medium  krystallinisch  ist,  die  Einführung  der  Dichtigkeit  nicht  zu  um- 
gehen, aber  sie  ist  in  vielen  Fällen,  insbesondere  bei  isotropen  Substanzen 
sowohl  einer  einfachen  Entwickelung  der  Potentialfunction,  als  auch  einer 
klaren  Anschauung  über  die  Wirkungsweise  der  durch  die  Polarisation  ge- 
weckten Elektricitäten  hinderlich.  Hier  empfiehlt  sich  ein  anderer  Vorgang 
und  dieser  besteht  darin,  dass  man  jene  elektrischen  Massenschichten  be- 
trachtet, welche  zwischen  je  zwei  Niveauflächen  durch  die  daselbst  wirken- 
den elektromotorischen  Kräfte  hervorgerufen  werden  und  als  Belegungen 
auf  der  inneren  Seite  der  äusseren  und  äusseren  Seite  der  inneren  Fläche 
erscheinen. 

I. 

Betrachten  wir  zunächst  ein  isotropes  Dielektricum  unter  dem  Einflüsse 
eines  elektrischen  Massenpunktes.  Die  Niveauflächen  desselben  sind  concen- 
trische  Kugelflächen  mit  dem  elektrischen  Punkte  als  Mittelpunkt  und  es 
sind  femer  auch  die  zwischen  je  zwei  unendlich  nahen  Niveauflächen  durch 
Scheidung  hervorgerufenen  Massenschichten  —  wir  wollen  sie  Niveauschich- 
ten nennen  —  Kugelschichten  von  gleichförmiger  Dichtigkeit,  welche  eben- 
falls den  Massenpunkt  zum  Mittelpunkt  haben.  Solche  Kugelschichten 
wirken  bekanntlich  nach  aussen  so,  als  wenn  ihre  gesammte  Masse  im 
Mittelpunkte  vereinigt  wäre,  während  die  Kraftwirkung  im  Innern  überall 
gleich  Null  ist.  Betrachten  wir  also  den  Scheidungsvorgang  zwischen  zwei 
unendlich  nahen  Niveauflächen ,  so  können  wir  sowohl  von  den  äusseren, 
als  auch  von  den  inneren  Niveauschichten  absehen  und  brauchen  demnach 
blos  den  elektrischen  Punkt  und  die  beiden  zwischen  den  Niveauflächen 
gelegenen,  durch  die  Polarisation  getrennten  Niveauflächen  oder  vielmehr, 
da  auch  von  diesen  Schichten  die  äussere  in  allen  inneren  Punkten ,  mögen 
dieselben  ihr  auch  noch  so  nahe  liegen,  keine  Kraft  ausübt,  ausser  dem 
elektrischen  Punkte  nur  noch  die  innere  Niveauschichte  zu  berOcksichtigen. 

Ist  {+e)  die  Elektricitätsmenge  in  dem  elektrischen  Punkte,  (— ^)  die 
auf  der  Flächeneinheit  der  inneren  Schichte  gelegene  Elektricitätsmenge, 
und  r  der  Badius  dieser  Schichte,  so  ist  die  Kraft  zwischen  den  beiden 
betrachteten  Niveauflächen 

1)  ^ jj-    oder   --4«-^. 

Die  Menge  (+  ^)  setzen  wir  nun  dieser  Kraft  proportional  und  nennen  den 
Proportionalitätsfactor  die  elektrische  Polarisationsconstante.    Wir  erhalten  so 

oder 
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2)  &:  *^ 


and  mithin  für  die  Kraft  zufolge  Gleichung  1) 

^^  r«(l  +  4«*)' 

Es  wird  also  durch  die  Polarisation  in  allen  Punkten  des 
Baumes  die  Kraft  und  somit  auch  die  Potentialfunction  in 
dem  Verhältniss  l:(l  +  4nB)  kleiner. 

Bei  einer  Leydener  Flasche,  welche  aus  zwei  concentrischen  Kugel- 
flSchen  besteht,  existiren  dieselben  Verhftltnisse ;  die  Niveauschichten  sind 
concentrische  Kugelschichten ,  deren  Wirkung  auf  die  Süssere  Belegung  gleich 
Null  ist.  Ist  also  (+  e)  die  ElektricitSttimenge  auf  der  inneren  Belegung  und 
ist  die  Süssere  zur  Erde  abgeleitet,  dann  ist  (— e)  die  Elektricit&tsmenge 
auf  der  Süsseren  Belegung,  mag  das  Dielektricum  zwischen  den  beiden 
Belegungen  wie  beschaffen  immer  sein.  Es  wird  femer  auch  die  Kraft 
überall  gerade  so  wie  frtther  (l  +  47i;s)-mal  kleiner  sein,  als  wenn  keine 
Polarisation  vorhanden  wSre,  und  da  die  Kraffc  nichts  Anderes,  als  das 
Gefälle  der  Potentialfunction  ist,  so  werden  wir,  wenn  wir  von  der  Susse- 
ren Belegung  als  dem  Orte  nullgleichen  Potentials  zur  inneren  Belegung 
übergehen,  auf  dieser  einen  Werth  der  Potentialfunction  antreffen,  welcher 
(l  +  47sc)-mal  kleiner  ist,  als  wenn  keine  Polarisation  vorhanden  wSre, 
d.h.  den  Werth  e(b-^ä) 

wo  a  und  h  den  Radius  der  inneren  bezw.  Susseren  FlSchenbelegung  bedeuten. 

Ist  Bq  die  Polarisationsconstante  für  Luft  und  i  jene  für  eine  andere 

dielektrische  Substanz,   so  giebt  das  VerhSltniss  der  CapacitSten,   nSmlich 

\+4nB 

die  DielektrioitStsconstante  derletzteren  Substanz  nach  Faradaj's  Definition. 

II. 

Wir  betrachten  jetzt  einen  positiv  elektrisch  geladenen  Leiter  von  be- 
liebiger Gestalt  Wir  nennen  die  Potentialfunction,  welche  von  dieser  Ladung 
und  den  im  Dielektricum  geschiedenen  ElektricitStsmengen  herrührt,  27  und 
fassen  wieder  zwei  unendlich  nahe  NiveauflSchen  ^^  und  ^^  ins  Auge,  von 
denen  N^  die  innere  FlSche  sein  mag.  Sind  dSi  und  ds^  zwei  Elemente 
auf  diesen  FlSchen,  durch  deren  Randcnrven  dieselben  Kraftlinien  verlaufen, 
und  —  dmj,  +dm|  die  durch  Scheidung  hervorgerufenen  Belegungen,  dann 
können  wir  Shnlich  wie  oben  ^ 

4)  +rfwi  =  «g^d«j 

setzen,  wo  n  die  Richtung  der  nach  aussen  gezogenen  Normale  bezeichnet. 
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Die  Potentialfnnction  in  einem  Punkte  Ä,  herrührend  yon  der  anf  der 
inneren  Seite  Ton  N^  gelegenen  Niyeauschichte ,  ist 


-/^ 


und   die  Potentialfunction ,   herrührend  von  der  auf  der  äusseren  Seite  yon 
N^  gelegenen  Niyeanschichte,         ^  , 

Jr  +  d/ 

mithin  die  Potentialfunction  beider  Schichten  in  Ä  gleich 


5)  -/'^ 


-/ 


Was  die  Bichtung  der  Strecke  r  anbelangt,  so  ist  dieselbe  als  vom 
Punkte  Ä  auslaufend  anzusehen«  Die  Grösse  dr  bezieht  sich  auf  die  zu- 
gehörigen Elemente  d5, ,  ds^^  welche  voneinander  den  Abstand  dn  haben, 
und  kann  daher  auch  durch 

6)  dr=>8ncos{njr) 
ausgedrückt  werden. 

Substituiren  wir  die  Beziehungen  4)  und  6)  in  den  Ausdruck  6)  und 

OTT 

bedenken  wir,  dass  ^6n  =  ÄJT=  il|  — JT^,  d.i.  die  Potentialdifferenz  der 

beiden  Niveauflilchen  N^  N^^  für  alle  Elemente  des  Integrals  denselben 
Werth  hat,  so  erhalten  wir  für  die  Potentialfunction  der  beiden  Niveau- 
schichten in  dem  Punkte  Ä  den  Ausdruck 

7)  _,(Ji,_J7,)/'^V?^). 

Wir  haben  hier  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlich 
der  Punkt  Ä  in  Bezug  auf  ^| ,  N^  ein  äusserer  oder  ein  innerer  Punkt  ist. 
Beide  Flächen  JV^,  N^  sind  geschlossene  Flächen,  weil  eine  Niveaufiäche, 
auf  welcher  die  Potentialfunction  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat, 
nicht  ins  unendliche  gehen  kann.  Ist  also  Ä  ein  äusserer  Punkt,  dann 
ist*  das  Integral  7)  gleich  Null;  ist  dagegen  A  ein  innerer  Punkt,  so  ist 
das  Integral  gleich  4kn,  Mit  anderen  Worten:  Die  Potentialfunction 
der  betrachteten  Niveauschichten  ist  in  allen  äusseren  Punk- 
ten gleich  Null,  dagegen  in  allen  inneren  Punkten 

Selbstverständlich  gilt  dieser  Satz  immer,  mag  der  Punkt  Ä  den  Flächen 
^1,  N^  auch  noch  so  nahe  rücken.  Punkte  der  Fläche  N^  sind  äussere 
Punkte  y  Punkte  der  Fläche  N^  innere  Punkte. 

Der  soeben  ausgesprochene  Satz  führt  unmittelbar  zu  der  Folgerung, 
dass  die  Potentialfunction  27  in  irgend  einem  Punkte  Ä  des  Baumes  sich 
aus  der  Potentialfunction  F,  welche  von  der  Ladung  des  Leiters  herrührt, 

*  Nach  einem  Satze  von  Gauss. 

Digitized  byCjOOQlC 


Kleinere  Mitiheilungen.  255 

and  ans  jener  Potentialfanction  znsammenBetzt,  welche  von  den  den 
Punkt  Ä  einschliessenden  NiTeaaschichten  herrührt,  oder  dass 

iI«=F-4«t2;(iT,-JT,) 
ist,  wobei  diese  Summe  sich  auf  alle  jene  Niveanflfiohen  bezieht,  welche 
zwischen  der  Niyeanflftche  27  =  0  und  der  durch  den  Punkt  Ä  gehenden 
Niveaufiftche  (77)  liegen.     Da  nun  aber  diese  Summe  gleich  il  ist,  so  ist 

n=F-4««JI 

oder 

8)  il=y-^. 

Die  Polarisation  macht  also  in  allen  Punkten  des  Baumes  die 
Potentialfunction  und  somit  auch  die  Kraft  (l  +  49rff)-mal 
kleiner. 

Natürlich  gilt  dies  auch  für  den  Leiter  selbst;  es  wird  demnach 
die  Capacit&t  desselben  (l  +  49se)-mal  grösser. 

Das  soeben  gewonnene  Resultat  gilt,  wie  leicht  einzusehen,  auch  dann, 
wenn  wir  es  nicht  mit  einem ,  sondern  mit  mehreren  r&umlich  voneinander 
getrennten  elektrisch  geladenen  Leitern  zu  thun  haben.  Da  die  Polarisation 
die  Potentialfunction  in  allen  Punkten  des  Baumes  in  demselben  constanten 
Verhftltniss  Sndert,  so  hat  sie  auf  den  Verlauf  der  NiveauflSchen 
nicht  den  geringsten  Einfluss. 

Prag.  Dr.  0.  Tümlirz. 


XX.  Einflutt  der  Yersenknng  yon  Maastttftben  in  eine  Flftttigkeit 
auf  die  scheinbare  Länge  derselben. 

Angesichts  der  gi-ossen  Schwierigkeit,  welche  die  genaue  Bestimmung 
der  Temperatur  eines  in  freier  Luft  liegenden  Maassstabes  darbietet,  wer- 
den gegenw&rtig  bei  genauen  Maassvergleichungen  die  Stfibe  in  vielen  FSllen 
in  eine  Flüssigkeit  versenkt.  Aus  den  Publicationen  derartiger  Arbeiten  ist 
aber  nicht  zu  ersehen ,  dass  man  hierbei  auf  die  Veränderung  Rücksicht 
genommen  hStte,  welche  die  scheinbare  LSnge  eines  Stabes  durch  Einsenkung 
in  eine  Flüssigkeit  erleidet,  obwohl  in  vielen  FSUen  diese  Veränderung 
erheblich  grösser  sein  kann,  als  die  zu  erzielende  Genauigkeit  der  Lftngen- 
messung. 

Liegt  ein  Stab  von  der  Länge  a,  dem  Querschnitte  Q  und  dem  abso- 
luten (Gewichte  iv,  auf  zwei  im  Abstände  2&  =  2j3a  liegenden  Punkten  auf 
und  bezeichnet  man  mit 
T  das  Trägheitsmoment  seines  Querschnittes ,  bezogen  auf  die  neutrale  Axe, 
E  den  Elasticitätscoefflcienten  des  Materials,  aus  welchem  der  Stab  ver- 
fertigt ist^ 
wi  den  Auftrieb  des  Stabes  in  Luft, 
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Wf  den  Auftrieb  des  Stabes  in  der  Flüssigkeit, 
o  die  Ausdehnimg  des  Stabes  durch  einen  Zug  gleich  ir, 
so  ist 

""^ 
und  wenn 

«O   w  —  iOi  aO   w-'iVf  . 

gesetzt  wird,  bis  auf  Glieder  dritter  Ordnung,  die  Gleichung  der  neutralen 
Faser,  bezogen  auf  durch  das  Centrum  des  Stabes  gelegte  Coordinaten, 

^.  =  -S(24^-4^*-6)+i(4/»-l)l«-Äs* 
in  dem  Theile  zwischen  den  Auflagepunkten,  und 

in  dem  Theile  ausserhalb  der  Auflagepunkte. 

Die  horizontale  Projection  des  Stabtheiles,  welcher  zwischen  zwei  bei 
—  X  und  +^  ini  verticalen  Abstände  H  von  der  neutralen  Axe  gezogenen 
Strichen  liegt,  ist  kürzer  als  der  entsprechende  Theil  der  neutralen  Faser  um 


1) 


— "i/(?i)"«+i/(i)'« 


und  die  Striche  werden  ausserdem  infolge  der  Biegung  um  den  Betrag 

Toneinander  entfernt. 

Die  Differenz  e  — (^^r  — 2  a?)  der  Aenderungen  e  und  5«— 2a;  giebl  die 
totale  Aenderung  der  scheinbaren  Länge  des  Stabes  infolge  der  Biegung,  und 
diese  Grösse  kann  erheblich  verschieden  ausfallen ,  je  nachdem  deren  Werth 
mit  (11  oder  n^  berechnet  wird. 

So  hat  man  z.  B.  für  den  Stab  H  der  k.  k.  Normal -Aichungsconunis- 
siou  in  Wien,  der  in  den  j,Travaux  et  M6moires  du  Bureau  international 
des  Poids  et  Mesures^  (Tome  II  et  IV)  mit  Hj  bezeichnet  ist, 

a  =  1028,3 mm,    0  =  219,44 mm«,    T=  1977,88  mm*,    6  =  256,6 mm, 

0?=  500,0mm,   H=     5,20  mm,     «7=       1,927  kg, 

ferner  E=927l^,  und  i(?i  =  0,000,   w^r  =  0,225  kg  für  Wasser  mittlerer 

Temperatur  anzunehmen.     Hiermit  ergiebt  sich: 

6  — (5,  — 2a?)  in  Luft  =  6,018 ji ,    c  — (5x--2a?)  in  Wasser  =  5,321  fi ; 

die  Differenz  dieser  beiden  Werthe  erreicht  0,7fi  und  übersteigt  daher  etfra 

14  mal  die  Genauigkeitsgrenze  moderner  Metenrergleichungen. 

Wien.  W.  Marbk. 

(AuB  d.  Sitzungsber.  d.  Wiener  Akad.) 
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XV. 
Die  Axonometrie  als  OrthogonalprojectioiL'*' 

Von 

Dr.  A.  Weiler 

In  Zariob. 


r 
ffiensa  Taf.  IV,  V  u.  VI  Rg.  1— Bl. 


Die  Auffassung  der  Axonometxie  als  Orthogonalprojeciion  liefert  die 
natürlichen  Messungsmethoden  für  Strecken  und  Winkel,  auch  giebt  sie 
genauen  Aufschluss  über  die  sichtbaren  und  unsichtbaren  Theile  der  Bilder. 
Die  Constructionen  der  Senkrechten  lassen  sich  mit  elementaren  Hilfismitteln 
in  übersichtlicher  und  einheitlicher  Weise  durchführen. 

1.  Ein  Object  im  Baume  werde  auf  drei  rechtwinklige  Ebenen,  die 
durch  den  Scheitel  (Ursprung)  0  gehen,  projicirt  Jene  Ebenen  schneiden 
sich  in  den  drei  Axen  x^  y^  0  aus  0  und  es  werden  die  drei  Projectionen 
auf  xy^  xe  und  y0  bezüglich  als  Ornnd-,  Auf-  und  Seitenriss  bezeichnet 
und  durch  obere  Indices  ',  ", '"  oder  untere  j,  j»  $  unterschieden.  Hierauf 
projicire  man-  das  Object  und  die  drei  Bisse  auf  eine  Bildebene  P  (die 
Zeichnungsfläche  oder  eine  mit  ihr  parallele  Ebene),  so  entstehen  das  axo- 
nometrische  Bild  und  die  axonometrischen  Bisse. 

Alle  Constructionen  muss  man  mit  Hilfe  von  zweien  dieser  Bilder  aus- 
führen können  und  unter  denselben  soll  das  axonometrische  Bild  selbst  Tor- 
kommen.  Man  wird  also  bei  den  auszuführenden  Constructio- 
nen sich  des  axonometrischen  Bildes  und  eines  axonometri- 
schen Risses  bedienen.  In  der  Folge  ist  der  Einfachheit  in  der  Dar- 
stellung wegen  stets  der  Qi*undriss  gebraucht  worden.  Aber  es  sind  die 
Besultate  derart,  dass  die  directe  üebertragung  auf  alle  übrigen  möglichen 
Fälle  geschehen  kann.  —  Selbstverständlich  werden  bei  Ebenen  die  Bilder 
aller  drei  Spuren  im  Wesentlichen  gleichmässig  benutzt. 

Bezüglich  der  eingefdhrten  Bezeichnung  muss  im  Voraus  heryorgehoben 
werden,  dass  Ä,  B^  ...  ebensowohl  Punkte  des  Baumes,  als  auch  deren 
axonometrische  Bilder   bezeichnen;  Ä\  J?*,  •  • .    können  ebensowohl  deren 


*  Eine  kurze  Ankündigung  dieses  Anfsatzes  ist  im  Januar  1888  in  der  Züricher 
VierteljahrsBchrift  erschienen  (Seite  8  des  Umschlages  fBr  das  2.  und  3.  Heft  des 
32.  Jahrganges). 
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Onindrisse ,  als  anch  die  axonometrischen  Bilder  der  Grundrisse  sein.  Pankt 
■and  Gerade  werden  hier  und  da  als  Punkt  P,  P'  oder  Gerade  ^,  /  bezeichnet, 
weil  nach  dem  Vorigen  für  die  Fixirung  eines  solchen  Elementes  die  Angabe 
dieser  beiden  Bilder  vorgeschrieben  ist.  —  Es  erweist  sich  weiterhin  als 
nützlich,  die  Projection  des  Scheitels  0  des  Axenkreuzes  auf  die  Bildebene 
mit  N  (Normalenfusspunkt)  zu  bezeichnen. 

2«  An  einem  darzustellenden  technischen  Objecte  werden  in  der  Begel 
mehrere  rechtwinklige  Ecken  vorkommen,  deren  Kanten  Hauptrichtungen 
Xj  y,  g  sind.  Auf  P  projicirt,  geben  sie  parallele  Systeme  N.x^y^  0.  Das 
einmal  verzeichnete  Bild  eines  Axenkreuzes  wird  nach  Bedürfniss  parallel 
mit  sich  selbst  verschoben. 

Aber  auch  die  Bildebene  P  wird  als  nicht  festliegend  behandelt.  Ihre 
Parallelverschiebung  ändert  die  axonometrischen  Bilder  nicht.  Parallele  Ebenen 
P,  Pj,  P,,  ...  schneiden  aus  demselben  Axenkreuze  O.Xyp^e  Spurendrei- 
ecke mit  parallelen  Seiten  heraus,  die  sich  als  ebensolche  projiciren.  Es 
gilt  dies  auch  fCLr  die  durch  0  gelegte  Bildebene  P^. 

In  Fig.  1  sind  X^Y^Z^y  X^Y^Z^,  ...  die  Ecken  der  Spurendreiecke 
der  Bildebenen  Pj,  P,,  ...;  PiP%Pzy  PiP%Pzy  •••  i^^re  Seiten.  Diese 
Dreiecke  sind  ähnlich  und  in  perspectiver  Lage.  Sie  haben  insgesammt 
N.Xfyjg  zu  Höhen.* 

Die  ersten  Spuren  jpj®  (durch  0)  pj* pj* .. .  sind  auf  z  senkrecht,  die 
zweiten  JJj^ft^Pj*...  auf  y  und  die  dritten  Ps^P^^Ps^ »•'  auf  x.  Die  Ebene 
Po  ist  vor  allen  übrigen  Ebenen  P  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sich  ihr 
Spurendreieck  auf  den  Punkt  N  reducirt. 

Man  beachte ,  dass  die  Seiten  p^^Pi^ . . .  mit  ihren  Grundrissen  zusam- 
menfallen, dass  die  p,  ihre  Grundrisse  in  x^  die  Pg  die  ihrigen  in  ^  haben. 
Dadurch  kann  man  zu  einer  Geraden  g,  die  in  einer  Bildebene  liegt,  leicht 
den  Gruudriss  g'  verzeichnen  und  umgekehrt,  siehe  Fig.  2.  Daselbst  sind  die 
Spurpunkte  der  Geraden  g  (in  xy,  xz^  yz)  mit  ffj,  ffg,  G^  bezeichnet,  wie 
in  Zukunft  im  Allgemeinen  für  jede  Gerade  geschehen  soll.  —  Wird  g  (in 
P)  parallel  mit  J9^,  p^^  j>3,  so  wird  bezüglich  g'  parallel  zu  p^,  rc,  y  und 
umgekehrt,  vergl.  die  Geraden  1,  2,  3  dieser  Figur  (welche  später  in  der- 
selben Bezeichnung  und  Bedeutung  wiederkehren).  —  Dieselbe  Figur  zeigt 
auch,  wie  man  die  durch  einen  Punkt  Ä^  Ä  gehende  Bildebene  P  construirt: 
man  legt  am  einfachsten  durch  A^  Ä  die  auf  z  senkrechte  Gerade  1,  1', 
bestimmt  deren  zweite  oder  dritte  Spur  und  erhält  |>2i  senkrecht  zu  y,  durch 
die  zweite  Spur  oder  P3,  senkrecht  zu  o;,  durch  die  dritte  Spur  (darauf  die 
übrigen  Spuren  durch  Benutzung  der  Axenschnitte). 


*  Der  gemeinsame  Höhenschnittpunkt  ^  liegt  im  Innern  disBCr  Dreiecke ;  die 
rechten  Winkel  XOY  etc.  projiciren  sich  als  stumpfe  Winkel  XNY  efcc.,  weil  sie 
durch  die  Falllinien  ihrer  Ebenen  getheilt  werden. 
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8.  Die  Abstände  der  Ebenen  Pj,  Pj,  ...  von  P^  und  ihre  Ab- 
stände unter  sich  werden  in  folgender  Weise  bestimmt  (Fig.  1): 

Man  denkt  sich  der  Reihe  nach  diese  Ebenen  als  mit  der  Zeichnungs- 
ebene zusammenüedlend,  zunächst  also  P|,  die  Ebene  der  drei  Punkte  Xj7|Z|. 
In  N  errichtet  man  eine  projicirende  Linie  und  wählt  auf  ihr  den  Punkt  0 
so,  dass  das  Trieder  O.X^,  Tj,  Z^  orthogonal  ist  Dann  ist  aber  auch 
Z^OU^  ein  rechter  Winkel  (027|  ist  die  Falllinie  der  Ebene  xy).  Dieses 
Dreieck  Z^OU^  wird  um  seine  Spur  Z,  U^  in  die  Zeichnungsfläche  umgelegt, 
0  gelangt  hierbei  nach  D^  und  es  ist  ND^  die  Entfernung  der  Bildebene 
P,  von  0,  also  auch  von  P^. 

um  allgemein  die  Entfernung  der  Ebenen  P,  P^  zu  erhalte^,  hat  man 
über  der  in  g  liegenden  Höhe  ZU  des  Spurendreiecks  von  P  einen  Halb- 
kreis ZQ  beschreiben  und  damit  p^  zu  schneiden.  Der  Schnittpunkt  D  hat 
von  N  die  gesuchte  Entfernung,  er  soll  fortan  der  Distanzpunkt  der 
Bildebene  P  genannt  werden.  Für  P^  ^It  Dq  nach  N.  —  Der  Abstand 
zwischen  den  Bildebenen  Pj,  P^  ist  die  algebraische  Differenz 
der  Distanzen  ND^^  ND^ 

Ueber  die  Distanzpunkte  D  will  ich  noch  folgende  Bemerkungen  bei- 
fügen. Würde  über  ZU  als  Diameter  der  ganze  Kreis  verzeichnet,  so 
würden  auf  p^  zwei  zu  N  symmetrische  Punkte  D  auftreten,  was  seine 
naturgemässe  Erklärung  darin  findet,  dass  der  Punkt  0  stets  um  die  Distanz 
ND  vor  oder  hinter  N  liegend  gedacht  werden  kann.  Im  Zusammenhange 
damit  lässt  sich  denn  auch  jedes  axonometrische  Bild  doppelt  auffassen:  das 
Azenkreuz  und  das  Object -lassen  sich  jedesmal  in  zwei  orthogonal  sym- 
metrischen Stellungen  zu  P  denken ,  wodurch  die  sichtbare  und  die  nnsicht* 
bare  Oberflächenhälfte  vertauscht  werden  (vergl.  Nr.  18),  —  Es  ist  aber  zweck- 
mässig, jedesmal  nur  den  einen  Halbkreis  zu  verzeichnen,  wie  in  Fig.  1;  diese 
Halbkreise  haben  N  zum  äusseren,  resp.  inneren,  Aehnlichkeitspunkt.  Die  Be- 
nutzung dieser  Halbkreise  bietet  nämlich  den  Vortheil,  dass  die  Linien  ZjD|, 
ZjDj,  ...  oder  U^D^,  U^J^t^  •-•  ^-  s-  ^*  J^  parallel  sind,  wodurch  die 
Maassbestimmung  eindeutig  wird.*  Hiemach  genügt  es,  für  eine  einzige 
Ebene  P  den  Distanzpunkt  D  mit  Hilfe  des  Halbkreises  zn  construiren;  es 
ergeben  sich  sodann  alle  übrigen  Distanzpunkte  (eindeutig)  durch  Ziehen 
von  Parallelen.  (Fällt  etwa  Z  ausserhalb  des  Blattes ,  so  ziehe  man  aus  der 
Mitte  der  Strecke  UX  eine  Parallele  zu  />,,  der  Durchschnittspunkt  mit  b 
wird  der  Mittelpunkt  des  Halbkreises  sein.) 

In  ebenso  einfacher  Weise  Hesse  sich  die  Reihe  der  Distanzpnnkte  auf 
p^  oder  p^  construiren,  indessen  wird  hier  bei  der  ins  Auge  gefassten 
Construction  aus  axonometrischem  Grundriss  und  Bild  die  Reihe  auf  j?|^  vor- 
zuziehen sein.  —  Verbindet  man  endlich  alle  zu  P  gehörigen  Distanzpunkte 


*  (Die  Strecke  Df  7),  stimmt  nun  mit  dem  Abstände  der  Ebenen  Pj ,  P,  jeder- 
zeit direct  überein.)  ^^  j 
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durch  einen  Kreis,  so  hat  man  den  Distanzkreis  dieser  Ebene  P,  dessen 
Anwendung  für  die  Behandlung  gewisser  Probleme  nQtzlich  ist  (Nr.  16,  17). 

4.  Es  soll  dieümlegung  der  Geraden  g^  g  in  irgend  eine  Bild- 
ebene Tollzogen  werden,  speciell  bestimme  man  die  Entfernung  zweier 
Punkte  A^  B. 

In  Pig,  3  sind  durch  die  Punkte  J.,  JB  der  (Jeraden  g  die  Bildebenen 
Pj,  Pg  gelegt  worden  und  es  sind  2),,  2),  deren  Distanzpunkte.  In  A^B 
werden  diese  Distanzen  NB^^  NB^  rechtwinklig  zu  g  abgetragen,  so  ent- 
stehen die  ümlegungen  {A\^  {B\  der  beiden  Punkte  in  die  Ebene  P^. 
Ihre  Verbindungslinie  (g\  ist  die  ümlegung  der  Geraden  g  in  die  Ebene  Pq. 
Der  Ton  (g\  und  g  eingeschlossene  Winkel  ist  die  wahre  Grösse  des  Nei- 
gungswinkels ß  der  Geraden  g  mit  den  Bildebenen.  —  Hätte  man  die  Strecke 
ByB^  bei  A  gleich  A{A)^  (rechtwinklig  zu  g)  abgetragen,  so  hätte  man 
damit  die  ümlegung  der  Strecke  AB  m  die  durch  B  gehende  Bildebene 
Pj  gefunden.*  —  Die  ümlegung  der  Strecke  kann  ebenso  gut  in  die  be- 
liebige Bildebene  P  vom  Distanzpunkt  B  'ausgeführt  werden,  indem  man 
D2)i,  DD,  in  A  und  B  abträgt  und  zwar  nach  gleicher  oder  entgegen- 
gesetzter Richtung,  je  nachdem  diese  Strecken  in  jp^^  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Sinn  haben. 

In  Fig.  3  hat  weiterhin  die  Bildebene  Pg  des  ersten  Spurpunktes  Q^ 
von  g  den  Distanzpunkt  D,.  Derselbe  liegt  in  Bezug  auf  N  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  wie  D|  und  D, ,  weshalb  Q^  (&i)o  ^on  der  Länge  2f  D, 
mit  A{A)^  und  B(B)q  entgegengesetzt  parallel  abzutragen  ist.  —  Der 
Schnittpunkt  von  g  mit  (^)o  ist  der  Spurpunkt  6-^  der  Geraden  ^  in  der 
Ebene  P^.  Durch  ihn  geht  die  mit  ifi0  bezeichnete  Schnittlinie  der  horizon- 
tal-projicirenden  Ebene  m^m^  von  g,  mit  Pq. 

Fig.  4  giebt  nochmals  die  Construction  der  Distanz  zweier  Punkte  A^  B 
und  des  Winkels  j3  ihrer  Verbindungslinie  mit  den  Bildebenen.  Der  Scheitel 
des  Axenkreuzes  ist  nach  A  verlegt  worden.  Die  durch  diese  Transforma- 
tion veränderte  Lage  gewisser  Elemente  ist  durch  den  beigefügten  *  an- 
gedeutet. —  Die  ümlegung  geschieht  hier  in  die  durch  B  gehende  Bild- 
ebene, es  ist  {A)B  die  wahre  Entfernung  beider  Punkte  und  (/?)  der  Winkel 
von  g  mit  den  Bildebenen. 

6.  Eine  beliebige  Ebene  E  des  Baumes  schneidet  aus  den  drei 
Coordinatenebenen  xy^  X0^  y»  die  drei  Seiten  e^,  e,,  63  ihres  Spurendrei- 
ecks. Wird  E  mit  allen  Bildebenen  P  geschnitten,  so  entsteht  die  Schaar 
der  unter  sich  parallelen  Hauptlinien  h.  Fig.  5  giebt  die  in  Pq  liegende 
^0  =  6^  mit  ihrem  Grundrisse  H^^  (die  Spurpunkte  in  xy^  X0,  ye  sind  J?^^ 
^^,  H^^.  —  Die  zu  den  Hauptlinien  h  in  der  Ebene  selbst  und  auch  im 

*  Die  Distanz  zweier  Punkte  ist  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei> 
ecks,  dessen  eine  Kathete  das  azonometrische  Bild  der  Strecke  und  dessen  andere 
Kathete  der  Abstand  der  durch  die  beiden  Punkte  gelegten  Bildebenen  ist. 
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axonometrischen  Bilde  senkrechten  Linien  fsind  die  Falllinien  der  Ebene. 
Der  Neignngswinkel  a  einer  Falllinie  mit  den  Bildebenen  ist  zugleich  der 
Neigungswinkel  yon  E  mit  den  Ebenen  P.  unter  allen  Geraden  in  E  haben 
die  f  die  grOsste  Neigung  zu  P.  (Die  Systeme  hy  f,  ...  und  h\  A  ...  sind 
affin  mit  der  Axe  e^  und  der  Bichtung  0  der  Affinitfttsstrahlen.) 

Geraden,  die  auf  E  senkrecht  stehen,  decken  sich  im  Bilde  mit  den 
Falllinien.  Ihre  Neigungswinkel  ß  sind  das  Complement  des  genannten 
Winkels  o.  Man  könnte  somit  durch  ümlegungen  von  projicirenden  Ebenen 
Linien  construiren,  die  auf  E  senkrecht  stehen. 

Durch  Angabe  einer  Falllinie  f,  f  ist  die  Ebene  £  völlig  bestimmt. 
Durch  P  auf  f  (Fig.  6)  lege  man  die  Bildebene  ^  {PuP^yPs),  darin  wird  h 
senkrecht  zu  f  gezogen,  es  ergeben  sich  die  Spurpunkte  H^^  H^y  H^  von  h. 
Diese,  mit  den  Spurpunkten  F^^  F^^  F^  verbunden,  ergeben  sofort  die 
Sparen  e^,  e^,  e,  der  Ebene  E. 

Die  Haupt-  und  Falllinien  können  auch  ohne  Benutzung  der  Spuren 
construirt  werden.  In  Fig.  7  werden  für  das  Dreieck  ABC^  Ä'ßC' 
die  Linien  A  und  f  durch  die  Ecke  A  gelegt.  Erst  zieht  man  durch 
A  die  Geraden  1,  2,  3,  welche  in  der  durch  A  gehenden  Bildebene  P 
liegen.  Darauf  schneide  man  1,  2,  3  mit  J?C7=m,  lothe  auf  1',  2^,  3' 
herab  und  erhält  drei  Punkte  von  m'.  Dabei  ist  m  die  Hilfslinie  in  P, 
deren  Bild  mit  BC  zusammenfallt.  Zum  Schnittpunkt  "Et  von  m  mit  SC 
bestimme  B.  auf  BC^  so  sind  iiir=A,  ÄH'=^h\  womit  die  Hauptlinie 
gefunden  ist.  Endlich  ziehe  man  f  in  A  senkrecht  zu  h,  verzeichne  Fy  F' 
und  hat  ^F'=^f,  (Diese  Construction  kann  in  mehrfacher  Weise  ab- 
geändert werden.) 

Anm.  Diese  Construction  wird  oft  überflüssig.  Sind  nfimlich  a,  &  die 
Bilder  von  zwei  sich  schneidenden  Geraden,  die  beide  auf  der  Geraden  vom 
Bilde  c  senkrecht  stehen,  so  sind  die  Bilder  der  Falllinien  der  Ebene  ah 
mit  e  parallel,  die  der  Hauptlinien  auf  c  senkrecht.  —  Für  jede  zu  xy  paral- 
lele Ebene  sind  die  Hauptlinien  zu  g  senkrecht,  die  Falllinien  mit  z  parallel; 
die  Spuren  p  der  Bildebene  P  sind  die  Hauptlinien  der  Coordinatenebenen. 

6.  unter  der  TJmleguHg  einer  Ebene  E  versteht  man  die  Drehung 
derselben  um  eine  Hauptlinie  h  und  um  den  Winkel  er  oder  180^  — a,  bis 
die  Ebene  mit  der  durch  h  gehenden  Bildebene  zasammenf&llt.  Das  azo- 
nometrische  Bild  und  die  ümlegung  sind  orthogonal -affine  Figuren  mit  der 
Axe  K  Es  wird  genügen,  zu  einem  Punkte  ui  in  E  die  ümlegung  {A)  zu 
finden.  Zu  diesem  Zwecke  ziehe  durch  A  (im  Bilde)  die  Gerade  /*,  es  mag 
B  der  Fusspunkt  in  h  sein.  Macht  man  dann  B{Ä)  auf  f={f)  gleich  der 
Distanz  der  Punkte  J.,  JB  im  Baum,  so  ist  diese  ümlegung  im  Princip 
allgemein  ausgeführt. 

In  Fig.  8  ist  die  wahre  Gestalt  des  Dreiecks  ABC  ermittelt  worden. 
Vorerst  hat  man  hier  den  Scheitel  0  des  Axenkreuzes  nach  A  verlegt,  dann 
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ist  der  neue  axonometrische  Grundriss  ÄSC  mit  dem  nrsprOnglicben  con- 
gruent  und  in  paralleler  Lage.  Die  Hauptlinie  Iiq  der  Ebene  ABC,  durch  Ä, 
ist  hier  in  folgender  Weise  gefunden  worden:  Die  horizontal- projicirende 
Ebene  m^fn^fn^  von  BC  schneidet  Po  in  i»o,  daraufbin  ist  der  Schnittpunkt 
Pq  von  Wj,  mit  BC  zugleich  der  Schnitt  von  BC  mit  Pq,  also  ÄP^^^h^ 
(und  ÄP\^Jiq),  —  Zur  Ausführung  der  Umlegung  um  h^  in  Pq  ziehe 
man  CB  senkrecht  zu  Hq  ,  mache  CS  (parallel  ipit  Ä^)  gleich  ND,  wobei  D 
der  Distanzpunkt  der  durch  C  gehenden  Bildebene  ist,  und  B{C)  =  RS, 
Dann  ergiebt  sich  {B)  durch  Benutzung  der  Affinität  und  es  ist  A{B){C) 
die  gesuchte  Umlegung.  (Der  Winkel  CBS  =  a  ist  der  Winkel  der  Ebene 
ABC  mit  den  Bildebenen.)  —  Diese  Umlegung  mag  in  noch  zwei  speciel- 
len  Fällen  ausgeführt  werden. 

Fig.  9  stellt  die  Umlegung  der  Ebene  xy  in  P^  dar.  Die  Construction 
wird  dadurch  vereinfacht,  dass  man  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  XOY 
die  Hypotenuse  XY  und  auf  ihr  den  Höhenfusspunkt  U  kennt;  die  Höhe 
wird  gleich  NiU)  sein.  (Es  ist  die  durch  0  gehende  Gerade  g  mit  um 
gelegt  worden.)  —  Die  Umlegung  der  Ebene  «y  in  P  durch  XY=h,  an. 
statt  in  Pq,   ist  in   analoger  Weise  noch  ein  wenig  einfacher  auszuführen. 

Fig.  10  giebt  die  Umlegung  einer  durch  0  gehenden  Ebene  E  (Cj,  6^,63) 
in  P  (Pi ,  _pg ,  p^.  Es  gelangt  0  nach  (0)  und  es  sind  {e^) ,  (Cj)  die  Um- 
legungen der  zweiten  und  dritten  Spur. 

7.  Es  sollen  hier  und  in  der  folgenden  Nummer  constructive  Hilfs- 
mittel für  die  Darstellung  von  Linien  und  Ebenen  in  senkrechter  Lage 
hergeleitet  werden.     Ich  behandle  dieses  Problem  in  folgenden  Abstufungen: 

a)  In  einer  zu  xy  parallelen  Ebene  soll  auf  der  Geraden  g  im  Punkte  Ä 
die  Senkrechte  g^  errichtet  werden. 

Das  Axenkreuz  werde  nach  A  verlegt  (Fig.  11).  Darauf  verzeichne 
man  die  willkürliche  Bildebene  PiPi^p^yPi)  und  gehe  zu  drei  neuen  Axen 
x^i  y*,  jEf*  über,  wobei  z*  =  z^  7^=^g  sein  soll.  Es  entsteht  ein  neues 
Spurendreieck  mit  A  als  Höhenschnitt,  für  dieselbe  Bildebene,  nämlich 
Z*r*Z*.  Dasselbe  ist  durch  die  Ecken  Z*,  ^*  und  den  Höhenschnitt  i 
bestimmt  und  es  ergeben  sich  zwei  Möglichkeiten  für  die  Construction  von 
^i  =  y*:  man  ziehe  g^  senkrecht  zu  Z*X*,  oder  Z*r*  senkrecht 
zu  g. 

In  neuer  Auffassung  dieser  Figur  sind  nun  X*Z^^='k  und  T^Z*  =  l 
die  beiden  Geraden  der  Bildebene  P,  deren  axonometrische  Grundrisse  i' 
und  t  mit  g  und  ^^  zusammenfallen  (unabhängig  von  der  Verlegung  des 
Axenkreuzes).     Daher  der  Satz: 

Sind  g^  g^  zwei  senkrechte  Linien  in  einer  zu  xy  paral- 
lelen Ebene  und  sind  sie  zugleich  die  Grundrisse  g  =  1c\  g^  =  t 
der  beiden  in  irgend  einer  Bildebene  P  liegenden  Geraden  i&,  h 
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80  sind  gegenseitig  g  and  ?,  g^  and  Jo  im  axonometrischen  Bilde 
aafeinander  senkrecht. 

h)  Dieser  eben  gegebene  Satz  kann  stereometrisch  direct  erwiesen  wer- 
den. In  xy  (oder  parallel  mit  dieser  Ebene)  sollen  g  and  ^^  in  senkrechter 
Lage  sich  befinden  (Fig.  12).  Legt  man  darch  g  die  anf  xy  senkrechte 
(mit  0  parallele)  Ebene  E,  so  schneide  sie  P  in  Ä;,  wobei  h'^=^g  ist  (oder 
es  ist  Je  mit  g  parallel).  Weil  nan  g^  za  E  senkrecht  stehen  mass ,  so  ist 
in  nnserer  Orthogonalprojection ,  mit  P  als  Bildebene,  das  axonometrische 
Bild  g^  senkrecht  aaf  der  Spar  h  der  Normalebene  E.  —  Die  Vertaaschang 
von  g  und  g^  liefert  den  zweiten  Theil  des  Satzes. 

Anm.  Für  die  rfiamliche  Anschaaang  mag  es  oft  bequem  sein,  in 
derartigen  Fftllen  an  Stelle  einer  beliebigen  Bildebene  P  die  Ebene  Pq  durch 
0  einzufahren;  man  hat  sich  dann  mit  vier  Ebenen  durch  einen  Punkt  zu 
beschSftigen. 

In  Fig.  13  hat  man  in  einer  zu  xy  parallelen  Ebene  aus  dem  Punkte 
A  anf  die  Gerade  g  die  Senkrechte  g^  gefällt;  die  Bildebene  durch  A  ist 
durch  die  Geraden  1,  2,  3  gegeben  (Nr.  2);  darin  liegt  Je  mit  h'^^g. 

Fig.  14  endlich  giebt  die  Construction  der  Senkrechten  für  den  Fall, 
dass  beide,  g  und  g^^  durch  0  gehen  und  mit  Benutzung  der  Ebene  Pq 
(ziehe  k^  senkrecht  zu  g  und  finde  h'^^^gj),  —  Dass  j>/,  p,^  bezüglich  auf 
y,  X  senkrecht  stehen,  erscheint  hier  als  ein  Speoialfall  des  allgemeinen 
Satzes. 

8.  In  dieser  Nummer  sollen  aus  planimetrischen  Betrachtxmgen  Con- 
structionen  über  senkrechte  Linien  gewonnen  werden,  die  alsdann  in 
jeder  Parallelprojection  und  für  jede  Lage  der  Ebene  Anwendung  finden. 

a)  In  einer  Ebene  des  Baumes  seien  zwei  Paare  rechtwinkliger  Linien 
von  den  Richtungen  x^  y\  h^  f  verzeichnet;  man  construire  weitere  Becht- 
winkelpaare  g^  g^  am  Punkte  0  durch  Ziehen  von  Parallelen. 

Verlegt  man  (Fig.  15)  das  Paar  Xj  y  nach  dem  Punkte  0  auf  ^,  das  Paar 
h^  f  nach  P  auf  g^  und  schneidet  man  h  mit  xin  Q,  f  mit  ^  in  12,  so  ist  der 
vierte  Eckpunkt  S  des  Bechtecks  PQBS  stets  ein  Punkt  von  g^.  (Weil 
nämlich  ROQ  und  RPQ  rechte  Winkel  sind,  so  liegen  B,  0,  P,  Q  auf 
dem  Ereise  vom  Durchmesser  RQ.  Dieser  Ereis  geht  auch  durch  /S,  er  hat 
FS  zum  Durchmesser  und  es  ist  somit  OP^=gy  OS=gi  ein  Paar  senk- 
rechter Linien.)  —  Hätte  man  vorhin  h  mit  y  und  f  mit  x  geschnitten, 
dann  zu  einem  Bechteck  ergänzt,  so  hätte  man  einen  neuen  Punkt  von  ^j 
gefunden.  (Auch  dürfte  man  hier  die  Paare  x^y^  hjf  gegenseitig  ver* 
tauschen.) 

Die  directe  Anwendung  in  Axonometrie  bezieht  sich  auf  eine  der  Co- 
ordbatenebenen,  etwa  xy  (Fig.  16).  Die  Bilder  der  (im  Voraus  bekannten) 
Sechtwinkelpaare  sind  x^y;  p^  (als  h)  und  z  (als  f)\  mit  Hilfe  derselben 
ist  das  weitere  Paar  g^  g^  (in  0)  construirt  worden.    Vong^  sind,  abgesehen 
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von  JV,  die  beiden  Punkte  8  und  8^  gefunden  worden;  das  eine  Eechteck 
der  Originalebene  ist  auch  im  Bilde  ein  solches,  das  andere  projicirt  sich 
als  ein  Parallelogramm.) 

Fig.  17  giebt  die  Anwendung  dieser  Construction  von  Bechtwinkel- 
paaren  für  jede  Parallelprojection  und  für  jede  Ebene  des  Baumes 
(projicirende  Ebenen  ausgenommen).  Aus  den  Bildern  a,  ft;  c,  d  von  zwei 
Bechtwinkelpaaren*  ergeben  sich  durch  Herstellung  von  Parallelogrammen 
weitere  Bilder  ^,  g^  von  Bechtwinkelpaaren  am  Scheitel  0  (durch  P  auf  g 
ziehe  parallel  mit  a  und  schneide  c,  dann  parallel  mit  &  bis  d,  ergftnze  dies 
zu  einem  Parallelogramm  und  erhalte  als  dessen  vierte  Ecke  den  Punkt  8 
von  g^  u.  s.  f.)* 

b)  Durch  den  Punkt  0  einer  Originalebene  gehen  zwei  Bechtwinkel- 
paare  1,  1';  2,  2';  durch  Benutzung  derselben  soll  aus  0  auf  die  beliebige 
Gerade  g  der  Ebene  die  Senkrechte  g^  gefällt  werden  und  zwar  eben&lls 
durch  Ziehen  von  Parallelen. 

Es  werde  g  von  1,  T,  2,  2'  in  I,  I\  ü,  II'  geschnitten,  welche 
Punkte  in  zwei  Paare  getrennt  sind  (Fig.  18).  Legt  man  durch  I  eine 
Parallele  zu  2'  und  durch  II  die  Parallele  zu  1',  so  entsteht  ein  Schnitt- 
punkt P^y  welcher  auf  g^  liegen  muss.  Denn  im  Dreieck  Ol  II  sind  IP, 
und  IIP,  ^^^  Höhentransversalen  aus  I  und  11,  P^  somit  der  Höhenschnitt- 
punkt dieses  Dreiecks  und  es  ist  0  P,  als  dritte  Höhe  senkrecht  auf  der  Seite 
I  IL  —  Es  entstehen  in  analoger  Weise  noch  die  weiteren  Punkte  P^  P3,  P^ 
von  g^  und  für  die  Construction  hat  man  sich  etwa  an  die  Regel  zu  halten: 
Von  jedem  der  beiden  Punktepaare  w&hlt  man  einen  der  Punkte 
und  legt  durch  jeden  von  diesen  die  Parallele  zu  dem  gegen- 
überliegenden Strahle  des  andern  Punktes. 

Fig.  20  giebt  die  (theilweise)  Anwendung  für  irgend  eine  Ebene  des 
Baumes  und  für  jede  Parallelprojection.  In  der  Bildebene  sind  a,  h; 
Cyd  die  Projectionen  zweier  Bechtwinkelpaare  aus  0,  das  Bild  g  schneidet 
sie  in.  A^  By  C,  D,  wobei  Ä  unzug&nglich  ist  Deshalb  ist  man  auf  die 
Wahl  der  Punkte  B  und  C  oder  B  und  D  der  beiden  Paare  angewiesen. 
Im  üebrigen  geschieht  das  Ziehen  der  Parallelen  wie  in  der  Originalebene, 
nach  vorstehender  Begel. 

c)  Durch  ein  mit  b)  analoges  Verfahren  iSsst  sich  auch  der  Fuss- 
punkt  P  der  Senkrechten  aus  0  auf  g  finden. 

Die  nach  0  verlegten  Bechtwinkelpaare  rc,  ^;  h^  f  der  Originalebene 
schneiden  g  in  X,  T;  IT,  F  (Fig.  19).  Legt  man  durch  X  und  0 
Parallelen  zu  f  (oder  h)  und  durch  Y  und  0  Parallelen  zu  h 
(oder /^,  so  entsteht  jedesmal  einBechteck,  dessen  nicht  durch 
0  gehende  Diagonale  die  Gerade  g  im  Fusspunkte  P  schneidet. 


**  Bei  allen  diesen  Anwendungen  greifen  die  Paare  ineinander,  im  Original 
wie  im  Bilde. 
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Diese  zwei  Geraden  dnrch  P  stehen  aufeinander  senkrecht.  — 
Vertauscht  man  die  beiden  Paare  x^y\  h^f  miteinander,  so  entstehen  zwei 
neue  rechtwinklige  Linien  durch  P,  welche  in  Fig.  19  punktirt  verzeichnet 
sind.  (Die  eine  Diagonale  geht  hierbei  jedesmal  direct  durch  P,  die  andere 
in  der  Verlagerung.) 

um  die  (erstgenannte)  Construction  zu  beweisen,  lege  man  über  OX 
und  07  als  Durchmesser  Hilfskreise.  Diese  müssen  sich  in  0  und  in  P 
schneiden  und  zwar  unter  rechten  Winkeln.  Verzeichnet  man  dann  in  0 
das  beliebige  Bechtwinkelpaar  A,  /*,  mit  dessen  Strahlen  man  beide  Kreise 
achneidet,  so  werden,  wenn  man  je  den  Schnittpunkt  von  h  mit  dem  einen 
Kreise  durch  eine  Gerade  mit  dem  Schnittpunkte  von  f  mit  dem  andern 
Kreise  verbindet,  diese  beiden  Geraden  sich  im  zweiten  Schnittpunkte  P 
der  beiden  Kreise  unter  rechtem  Winkel  schneiden  (Planimetrie;  Anwendung 
der  SStze  über  Peripheriewinkel  auf  diese  Kreise). 

Fig.  21  giebt  die  Anwendung  dieser  Sätze  für  eine  beliebige  Parallel- 
pro jection.  Im  Allgemeinen  verwandeln  sich  hier,  in  Projection,  die 
Rechtecke  in  Parallelogramme.  Im  TJebrigen  sind  a,  &;  c,  d  die  Bilder 
zweier  Bechtwinkelpaare  etc.  (Nach  o),  Fig.  17,  würden  sich  in  P  mit 
Hilfe  von  g^  g^  und  der  beiden  Parallelogrammdiagonalen  leicht  weitere 
Bilder  von  Eechtwinkelpaaren  herstellen  lassen.) 

Die  folgenden  Nummern  enthalten  eine  Reihe  von  Anwendungen  der 
bisher  behandelten  Theorie  auf  die  (orthogonale)  Axonometrie.  Der  Ein- 
fachheit wegen  ist  wo  möglich  die  Ebene  Pq  an  Stelle  einer  beliebigen  Bild- 
ebene P  angewandt  worden,  was  eine  unwesentliche  Specialisirung  ist. 

9.  Durch  den  Punkt  P,   P'  zu  der  Geraden  ^,  g    die  Normalebene 

N  (»1»  ^^  ^)  ^^  l«»ö»  (^ifif-  22). 

P  liegt  in  der  Bildebene  P  (l>i ,  ft ,  Ps) ,  darin  verzeichne  man  die  Haupt- 
linie h  der  Ebene  N  als  (directe)  Senkrechte  aus  P  auf  g  (nach  Nr.  5).  Die 
Spurpunkte  J9|,  ^,  IT,  von  h  liegen  in  Pi^Pt^Vz'  Hierauf  hat  man  (im 
Baume)  in  der  Ebene  xy  die  erste  Spur  n^  durch  H^  senkrecht  zu  g'  zu 
ziehen;  im  Bilde  steht  n^  auf  der  Geraden  h  der  Ebene  P  senkrecht,  deren 
Grundriss  V  mit  g  übereinstimmt  (Nr.  7).  —  Verbindet  man  die  Schnitt- 
punkte von  »,  mit  x  und  y  bezüglich  mit  H^  und  JET,,  so  entstehen  die 
übrigen  Spuren  n,,  fi^,  welche  sich  auf  x  schneiden. 

10.  Aus  dem  Punkte  P,  P'  auf  die  beliebige  Ebene  ^(e^yC^^^  die 
Senkrechte  8  zu  fWen  (Fig.  23). 

Die  Ebene  ^i,  e,,  e,  schneidet  PqCpAPj®,  Pi)  in  ^^^  Hauptlinie  Äo  =  ^o; 
im  axonometrischen  Bilde  hat  man  s  durch  P  senkrecht  zu  e^  zu  ziehen. 
Weiterhin  legt  man  das  Bild  8  durch  P'  senkrecht  zu  To^^  wobei  A^'^sstf^. 
Damit  ist  8^  8  gefunden;  Fig.  23  enthält  zudem  den  Fusspunkt  Z,  F'  der 
Senkrechten.  * 
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11.  Den  Abstand  PB  des  Punktes  P  Yon  der  Geraden  g  zu  bestimmen 
(Fig.  24). 

Ans  P  fällt  man  auf  die  projicirende  Ebene  der  Geraden  g  die  Senk- 
rechte PQy  welche  ganz  in  der  durch  P  gelegten  Bildebene  P  liegt.  Um 
dann  aus  Q  auf  g  eine  Senkrechte  zu  f&llen ,  wird  g  (mit  ihrer  projicirenden 
Ebene)  in  P  umgelegt.  Der  Schnittpunkt  G  von  g  mit  P  bleibt  fest,  der 
Spurpunkt  Gq  von  g  in  P^  gelangt  nach  (ö^)»  wobei  öo(ö^j)  =  ^D  recht- 
winklig an  g  aufgetragen  wird.  Auf  &(&o)  =  (^)  ^^^  ^^^  ^^®  Senkrechte 
0{B)j  zu  {R)  findet  man  B  auf  g  und  R  auf  g\  womit  die  Bilder  des 
Abstandes  verzeichnet  sind.  —  Dreht  man  noch  Q{R)  nach  Q{R)*  auf  g^ 
so  ist  P{R)*  die  wahre  Länge  des  gesuchten  Abstandes. 

12.  Abstand  zweier  parallelen  Ebenen  A,  B  (Fig.  25). 

Das  Bild  des  Axenkreuzes  liege  ursprünglich  bei  N*'^  es  sind  dann 
^11  <^i*y  ^  ^i^  Spuren  von  A.  Hierauf  verlege  man  0  nach  dem  Schnitt- 
punkte N  von  A  mit  y,  wobei  die  ersten  und  dritten  Spuren  beider  Ebenen 
ungeändert  bleiben.  Es  erübrigt  den  Abstand  des  Punktes  N  von  der 
Ebene  B  (h^ ,  h^ ,  h^)  zu  construiren. 

Das  Bild  p  des  Trägers  des  Abstandes  hat  man  aus  N  senkrecht  zu 
&Q  zu  ziehen,  ferner  hat  man  in  xy  (mit  Hilfe  des  Rechtecks  PQRS,  Nr.  Sa), 
weil  a^  mit  h^  parallel  ist)  eine  Senkrechte  p'  in  N  auf  a^  errichtet.  Diese 
Gerade  p,  p  schneidet  B  in  5,  B\  Der  Punkt  TS  hat  vom  der  durch  B 
gelegten  Bildebene  P  die  Entfernung  ^JD,  welche  als  Ä'(^)  rechtwinklig 
an  j)  abzutragen  ist.  So  entsteht  (N')By  die  wahre  Länge  des  Abstandes 
der  beiden  Ebenen. 

*13.   Neigungswinkel  a^  der  Ebene  E  (6^,02,63)  mit  xg  (Fig.  26). 

Räumlich  gedacht  geht  die  Neigungswinkelebene  durch  z  und  steht 
senkrecht  auf  e^.  Fällt  man  08  senkrecht  auf  e^,  so  sind  OS=fn  und 
ZS  =  n  die  Schenkel  des  Neigungswinkels.  In  der  Figur  ist  der  Fusspunkt 
S  nach  Nr.  8c)  construirt  worden.  —  Hierauf  beachte  man,  dass  im  Räume 
m  und  n  auf  ej  senkrecht  stehen ;  nach  der  Anmerkung  zu  Nr.  5  sind  des- 
halb im  Bilde  die  Hauptlinien  der  Ebene  mn  auf  e^  senkrecht;  man  benutzt 
am  einfachsten  h^  aus  0  zur  ümlegung  der  Neigungswinkelebene  in  P^. 

Die  Bildebene  P  des  Punktes  S  (in  xg)  hat  von  P^  den  Abstand  ND, 
man  mache  daher  SWy  parallel  Äq,  gleich  ND,  drehe  VW  um  V  nach 
V{S)  in  €i  hinein,  so  ist  {S)  die  Umlegung  von  S  in  Pq;  man  erhält  (») 
und  (n),  welche  den  gesuchten  Winkel  (a^)  einschliessen. 

14»  Neigungswinkel  g>  zweier  Ebenen  A,  B  (Fig.  27). 

Die  zweiten  Spuren  a^,  2^2  schneiden  sich  im  zweiten  Spurpunkte  £^, 
ebenso  a^y  63  im  Spurpunkt  K^  der  Kante  k  des  Flächenwinkels.  A  und  B 
schneiden  ferner  Fq  in  üq,  ^q,  welche  h  in  der  Spur  Kq  treffen.  —  Nun 
werde  h  mit  ihrer  projicirenden  Ebene  in  P^  umgelegt,  man  erhält  {k)Q  und 
es  ist  hierbei  der  Punkt  K^  benutzt  worden,  wobei  K^{K^)  =  ND. 
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Von  der  noch  willkürlichen  Neigungswinkelebene  N  wähle  man  die  Spur 
(Haaptlinie)  h^^  welche  Gq  und  Iq  in  A^  B  schneidet,  senkrecht  auf  k. 
Aus  ihrem  Schnittpunkte  P  mit  Je  ziehe  P{S)q  senkrecht  auf  (^)q,  so  ist 
(S)q  die  eine  ümlegnng  des  Scheitels  des  Neigungswinkels.  Bei  der  um- 
legung  von  N  in  Pq  gelangt  8  nach  (5)  in  fc,  wobei  P{8)q  =  P{8).  Es 
ergeben  sich  (13)  Ä  und  {S)B  als  die  in  Pq  umgelegten  Schenkel  des  Nei- 
gungswinkels. 

15.  Aus  Mittelpunkt  und  Projection  eines  Kreises  bestimme  man  dessen 
Lage  im  Baume  t^ig.  28);  -ä,  J?;  -äj,  JJ^  seien  die  Axen  der  Projection. 

Die  grosse  Axe  AB  ist  die  Hauptlinie  h  der  Kreisebene  E,  welche  in 
der  Bildebene  p^  p^j  Ps  des  Mittelpunktes  Jlf,  M'  liegt.  Damit  sind  auch 
die  Spurpunkte  JS^ ,  H^y  H^  von  h  bestimmt.  Weiterhin  ist  CMA^  gleich  a 
der  Neigungswinkel  von  E  mit  den  Bildebenen ;  durch  h  und  a  ist  die  Lage 
der  Ebene  (zweideutig)  bestimmt.  Um  aber  die  Spuren  zu  finden,  ermit- 
telt man  wohl  am  einfachsten  die  Hauptlinie  ^o  =  ^o  ^^  ^o*  Zunächst 
wird  die  Falllinie  A^B^^f  in  Pq  umgelegt;  M  gelangt  nach  (ilf)o,  wo 
M{M^  =  NB,  Durch  {M\  zieht  man  {f)^  parallel  mit  CM  und  schneidet 
damit  f  in.  Fq.  Durch  F^  ziehe  \  und  erhalte  vermittelst  jp^*,  p^^  p^  die 
Spurpunkte  H^,  J?/,  H^,  Nun  sind  die  Verbindungslinien  der  Spurpunkte 
von  Ä  und  h^  die  Spuren  Cj,  e^,  e^  der  Kreisebene.  (Für  die  zweite  Lö- 
sung tritt  an  Stelle  von  h^  deren  symmetrische  Linie  in  Bezug  auf  h,) 

Es  folgen  einige  Beispiele,  bei  denen  vom  Distanzkreise  d  einer 

Bildebene  Gebrauch  gemacht  wird. 

t 

16«  Den  Neigungswinkel  q>  zweier  Ebenen  A,  B  zu  oonstruiren 
(Fig.  29). 

Indem  man  die  Ebenen  parallel  nach  0  verschiebt,  seien  aj,  o^,  03; 
^1'  ^»>  ^3  i^^o  Spuren  in  xy^  xgy  ye^  a  und  h  ihre  Spuren  in  der  willkür- 
lichen Bildebene  P  {p^ ,  p^ ,  p^)»  Die  Kante  A;  des  Flfichenwinkels  geht  durch 
0  und  schneidet  P  im  Schnittpunkte  0  von  a  mit  b.  Die  in  0  errichtete 
Neigungswinkelebene  schneidet  P  in  n  (hierbei  ist  N^t  senkrecht  zu  k^ 
UQ*  senkrecht  zu  Qdly  endlich  n  in  Q*  senkrecht  zu  k  gezogen  worden). 
Bei  der  ümlegung  der  Neigungswinkelebene  um  n  in  die  Ebene  P  gelangen 
0  nach  (0)  und  die  Schenkel  des  Neigungswinkels  nach  {0)A  und  {0)B* 

17.    Gonstruction  von  Normalebenen   zu  der  Geraden  ^,  g'  (Fig.  30). 

Man  verlege  0  nach  einem  Punkte  der  Geraden  (oder  umgekehrt)  und 
errichte  daselbst  die  Normalebene  N*.  Soll  weiterhin  die  Normalebene 
durch  den  Punkt  P^  P'  gelegt  werden,  so  wähle  man  zur  Gonstruction  von 
i^*  und  N  die  durch  P  gehende  Bildebene  P;  in  ihr  verzeichne  man  vor 
Allem  den  Distanzkreis  d.  r^  a 
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Es  ist  nun  6r  der  Schnittpunkt  von  g  mit  P  {k  durch  6r  ist  die  Schnitt- 
linie der  Hilfsebene  zgg  mit  P).  Die  Normalebene  2f*  von  g^  in  0, 
schneidet  P  in  Ä*  (die  Hilfsfigur  (?,  ^,  5«,  ©♦,  Ä*  ist  die  Wiederholung  von 
ö,  JV,  SR,  Q^^n  der  vorausgehenden  Nummer).  Verbindet  man  die  Spur- 
punkte £r,*,  iTg*,  S5*  von  h*  (in  Pi ,  ft»  ft)  mit  N^  so  entstehen  die  Spuren 

^1*»  ^«*>  ^8*  "^^^  -^*- 

Um  die  Normalebene  N  durch  P  zu  erhalten,  zieht  man  deren  Haupt- 
linie h  durch  P  und  in  P  senkrecht  zum  Bilde  g.  Durch  die  Spurpunkte 
Hy^y  H^y  H^  werden  n^^n^,  n^  parallel  zu  w^*  w^*,  n^*  gezogen.  —  Die  Figur 
enthält  auch  den  Fussptmkt  F  von  N  in  ^  (die  Hilfsebene  ggg'  schneidet  N 
in  l  durch  F). 

18.  Es  soll  noch  die  Frage  nach  Sichtbarkeit  und  XTnsichtbarkeit  bei 
den  vier  azonometrischen  Bildern  tmd  Bissen  behandelt  werden. 

Stellt  man  das  Object  in  einen  bestimmten  der  Oetanten ,  die  von  xy, 
xz,  y»  eingeschlossen  sind,  so  denkt  man  sich  für  die  drei  Bisse  das  Auge 
der  Beihe  nach  in  den  unendlich  fernen  Punkten  derjenigen  Halbazen  ir, 
y^  Xj  welche  diesem  Oetanten  als  Kanten  zugehören.  Deuten  wir  diese 
Halbaxen  durch  das  Zeichen  +  an.  —  Für  das  axonometrische  Bild  be- 
findet sich  das  Auge  in  unendlicher  Feme  vor  der  Zeichnungsfläche.  — 
Würde  sich  das  Object  in  mehrere  Oetanten  erstrecken ,  so  würde  die  Aus- 
wahl der  Halbazen,  auf  denen  das  Auge  in  unendlicher  Feme  liegen  soll, 
willkürlich  bleiben  und  man  hätte  sich  je  für  die  eine  oder  die  andere 
Halbaze  zu  entscheiden. 

Hierauf  ist  die  Frage  nach  der  Sichtbarkeit  ^uf  folgendes  Princip  zu- 
rückzuführen: Von  zwei  Punkten  P^  0,  deren  Bisse  oder  Bilder 
sich  decken,  ist  derjenige  sichtbar,  welcher  dem  Auge  näher 
liegt;  der  andere  ist  verdeckt 

Fig.  31  giebt  beispielsweise  die  Durchführung  für  den  Orundriss  und 
das  Bild,  wenn  es  ^ich  um  scheinbare  Schnittpunkte  bei  zwei  Geraden  ^,  l 
handelt.     Die  Halbaze  g+  ist  festgestellt  worden. 

Für  den  Orundriss  zunächst  denkt  man  sich  im  Schnittpunkt  von  g' 
mit  V  eine  Parallele  zu  0  gezogen  und  mit  ihr  g  und  l  geschnitten«  Man 
erkennt,  dass  der  auf  g  liegende  Punkt  dem  Auge  näher  liegt,  weshalb  an 
der  genannten  Stelle  V  durch  g'  verdeckt  wird.  —  Im  Schnittpunkte  der 
Bilder  ^,  l  decken  sich  die  Ptmkte  Ä  auf  g  und  B  auf  2,  mit  den  Grund- 
rissen ä\  B'.  Denkt  man  sich  jetzt  durch  Ä  und  B  zwei  Bildebenen 
gelegt,  wie  in  Fig.  31  angedeutet  ist,  so  stellt  man  fest,  dass  dies^k  die 
durch  B  gehende  dem  Scheitel  0  des  Azenkreuzes  näher  liegt,  wie  die 
durch  A  gelegte.  Liegt  alsdann  der  Scheitel  0  vor  diesen  Bildebenen  (veigl. 
Nr.  3),  so  tritt  der  in  Fig.  31  verzeichnete  Fall  ein,  dass  bei  ii  =  J^ 
g  durch  l  verdeckt  wird.     Man  könnte  aber  ebenso  gut  annehmen,  dass  0 
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hinter  N  liegt ,  resp.  dass  die  in  Fig.  31  verzeichneten  Halbaxen  in  Bezug 
auf  die  Stellung  des  Auges  nach  rttckwftrts  zusammentreffen;  alsdann  würde 
der  umgekehrte  Fall  wie  vorhin  eintreten,  es  würde  Ä  dem  Auge  nSher 
liegten  und  hei  Ä^B  die  Gerade  l  durch  g  verdeckt  sein. 

(Hat  man  am  Objecto  die  Axen  x,  y^  0  gewählt  und  in  der  Bildebene 
ebenfalls  x^  y,  b  verzeichnet,  so  kann  man  die  positiven  Richtungen  der 
rStunlichen  Axen  einzeln  auf  jede  Halbaxe  des  Bildes  beziehen.  Es  ent- 
stehen so,  bei  derselben  Lage  der  Axen,  acht  Bilder  des  Objectes,  von 
denen  jedes  eine  doppelte  Auffassung  bezüglich  der  sichtbaren  und  unsicht- 
baren Elemente  gestattet,  also  hStte  man  schliesslich  im  Gkmzen  16  im  All- 
gemeinen verschiedene  Bilder  desselben  Objectes.) 
Zürich,  Februar  1888. 
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XVI. 

Ueber  die  galvanisolie  Induotion  in  einem 
körperlichen  Leiter. 

Ein  Beitrag 
zur  mathematisclieii  Theorie  der  inducirteu  elektrischen  Strome. 

Von 

Dr.  K.  Otto  Richter. 

(Schlnsi.) 


IL  Abschnitt. 

Indnctionsstrome^  welche  Ton  einem  ruhenden  Indncenten 

in  einem  bewegten  körperlichen  Leiter  erzeugt  werden. 


§4. 
Die  Ausdrücke  der  elektromotorisclien  Kräfte. 

Wir  gehen  nunmehr  zur  andern  Formulirung  des  Problems  der  Induc- 
tion  über,  indem  wir  uns  vorstellen ,  dass  der  Inducent  (bez.  das  inducirende 
System)  ruht,  dagegen  der  inducirte  Conductor  sich  bewege.  Wir  erinnern 
dabei  an  Folgendes: 

Ist  (r,  9,  })  irgend  ein  mit  dem  in  Bewegung  begriffenen  Körper  fest 
verbundenes,  (a;,  y,  e)  ein  mit  dem  Inducenten  verbundenes,  festes  Coordi- 
natensystem,  so  werden  x\  y\  b\  die  Differentialquotienten  der 
Coordinaten  x^  y,  g  irgend  eines  Punktes  des  sich  bewegenden  Körpers 
nach  der  Zeit,  lineare  Functionen  von  x^y^e^  wie  beschaffen  auch 
die  Bewegung  des  Körpers  sei. 

Ist  der  inducirte  Leiter  unbewegt,  so  hängen  x,  y^  e  nicht  von  t  ab, 
und  man  darf  also  ohne  Weiteres  E^:^  Ey,  Ez  aus  dem  transformirten  Aus- 
druck für  Et  in  7)  dadurch  bilden,  dass  man  darin  nacheinander  x,  y^  s 
durch  8  ersetzt;  denn  die  Ableitung  dieses  Ausdruckes  mit  Hilfe  der  Iden- 
tität 4)'  setzt  nur  voraus,  dass  sich  die  Differentiationen  nach  a^  $^  i  mit- 
einander vertauschen  lassen«  Dies  ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  mehr  ge- 
stattet, wenn  sich  der  inducirte  Leiter  irgendwie  bewegt,  wenn  also  nicht 
nur  X,  y^  z  selbst  Functionen  der  Zeit  sind ,  sondern  vor  allen  Dingen  auch 
die  Geschwindigkeitscomponenten  x\  y\  e  von  x,  y,  Zy  t  abhängen.  Da 
nach  Voraussetzung  das  inducirende  System  fortan  als  vollständig  ruhend, 
d.  h.  mit  dem  Coordinatensystem  {x ,  y^  e)  fest  verbunden  zu  betrachten  ist, 
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so  dürfen  wenigstens  die  Differentiationen  nach  S,  i?,  f  mit  der  nach  t  ver- 
tanscht  werden,  und  man  hat  daher,  wenn  f{r)  eine  blosse  Function  von 
r  =  l/i^-xY+\fl-yY  +  {i^0y  ist,  Z.B. 

Z.  B.  für  s=:x  ist  nun,  weil  die  Differentiationen  nach  x  und  t  nicht 
mehr  vertauscht  werden  dürfen,  die  Identität  4)  zu  ersetzen  durch  die  fol- 
gende: yf    Sf 

dxdoFt 

~dAdxdt)^dx\dadt)  ^  dAdadx)     daldxXdt)     dAdxjy 
analog  für  5  =  y  und  s  =  ;». 

Hiernach  wird  jetzt  [vergl.  7)  und  den  Uebergang  von  4)  zu  7)] 

■^*"'  2j       L       dis\r  dxdt)        dx\r  dadt)^dr\r  dadxJl 

J        ca  ldx\  dt  J     dt\dx  Jy 
und  analog  JEJy,  E^.     Es  ist  aber 

dt      2i/V^^^^^y^^e^y 

und  folglich 

8  /ai^\ L.(^^  '4.^  'j.?j:  A?!: 

arcVaw'"      ^/?\dx^^dy^^dz^  Jdx 

t   f/^^r       av         av   A. /ar  arcy  ar^yV  ara/\] 

^  2y7\^^^^^^^y^^^dz    f'^Kdxdx^  dy  dy  ^dede/V 

Andererseits  ergiebt  sich  ^ 

dyr L_^ 

aa;  ~"  2/r  ^' 


60) 


a/aj/r\ l_/ar        dr   ,    dr  Ädr 

d't\  dx  )  4,j/rAdx^^ dy^ '^ dz^ ) dx 

y^r^dx^^^dxdy^^dxdz'^ )' 


2y\ 

Durch  Subtraction  folgt  aus  59)  und  60) 


dx\  dt  )     dt\dx  )"  2'l/r\^x  dx  "^dy  dx^  da  dxj' 


mithin 

.a/^r  a  (dyr\      a  /a/r\]^  1  ar/ar  dx      dr  dy      dr  dz\ 
^^       da  ldx\  dt  )     dt\  dx  )\       r  do\dx  dx  '^ dy  dx  ^ dz  dx)' 

U.    8.    W. 

Aus  den  Formeln  58 d)  und  61a)  erkennt  man  sogleich,  dass  E^^  Eyy 
E^  dieselben  Werthe  behalten,  welche  sie  im  ersten  Abschnitte  hatten 
[vergl.  7)],  falls  x\  y\  z'  in  Bezug  auf  Xy  y^  z  constant  sind,  also  nur     j 
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Functionen  der  Zeit  sind.  Dann  darf  also  der  Condnctor  nnr  so  bewegt 
werden,  dass  das  Coordinatensystem  (r,  9»  })>  welches  mit  ihm  fest  yerbon- 
den  ist,  beständig  sich  selbst  parallel  bleibt;  nnd  man  sieht  auch  von  vorn- 
herein ohne  die  obige  Bechnung  ein,  dass  dann  noch  die  Formeln  des  §  2 
gelten  mtlssen. 

Wenn  also  d^  y\  ff  nnr  Functionen  der  Zeit  sind,  so  können  wir 
gleich  die  Formeln  der  §§  1  und  2  anwenden,  nur  dass  jetxt  bei  den  Dif- 
ferentiationen nach  der  Zeit  t  nicht,  wie  dort,  |,  i},  {;,  sondern  x^  y^  $ 
als  Variable  betrachtet  werden.  Beispiele  dieser  Art  bilden  also  recht 
eigentiich  den  üebergang  von  den  Problemen  des  ersten  Abschnittes  zu  den 
Aufgaben  des  zweiten.  Als  Beispiel  dieser  Art  betrachten  wir  in  §  5 
die  Verschiebung  einer  unendlich  grossen  planparallelen  Platte  von  belie- 
biger Dicke  sich  selbst  parallel  unter  einem  ihr  selbst  parallelen  Kreis- 
ström.  Jede  Verschiebung  dieser  Art  kann  aus  zwei  Componenten  zusammen- 
gesetzt gedacht  werden,  deren  eine  als  Verschiebung  senkrecht  gegen  den 
Ereisstrom,  deren  andere  als  Verschiebung  nach  einer  der  Ereisstromebene 
parallelen  Bichtung  erscheint.  Aus  den  Bedingungen  des  Problems,  wie  sie 
in  §  2  entwickelt  sind,  ergiebt  sich  aber  mit  Leichtigkeit,  dass  sich  die 
diesen  beiden  Componenten  entsprechenden  inducirten  Stromsysteme  einfach 
übereinanderlagem,  ebenso  wie  sich  bei  den  bisher  behandelten  Fällen  in  §  3 
ergab,  dass  eine  üebereinanderlagerung  der  einzelnen  der  Ortsveränderung 
und  der  Intensitätsänderung  entsprechenden  Stromsysteme  stattfindet.  Die 
der  ersten  jener  beiden  oben  erwähnten  Verschiebungscomponenten  entspre- 
chende Induction  können  wir,  weil  sie  schon  im  ersten  Beispiele  des  §  3 
untersucht  worden  ist,  hier  bei  Seite  lassen  (denn  eine  unendlich  grosse 
planp^urallele  Platte  lässt  sich  als  Botationskörper  in  Bezug  auf  eine  belie- 
bige zu  ihr  senkrechte  Gerade  als  Botationsaze  betrachten) ,  und  demgemäss 
werden  wir  nur  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  dass  die  Platte  nach  irgend 
einer  festen,  der  Inducentenebene  parallelen  Bichtung  sich  selbst  parallel 
verschoben  wird ,  so  dass  sie  beständig  einen  und  denselben  Baum  einnimmt 

§5. 
UebergangsbeispieL 

Die  a;-Axe  sei  auf  der  Platte  und  der  Ebene  des  Inducenten  senkrecht 
und  gehe  durch  den  Mittelpunkt  des  letzteren;  die  Bichtung  der  y-Axe  sei 
identisch  mit  der  Bichtung,  nach  welcher  die  Platte  verschoben  wird.  Um 
der  Anschaulichkeit  willen  nehmen  wir  femer  an,  dass  die  Geschwindig- 
keit der  Verschiebung  \;^'='y)  constant  sei,  und,  mn  unsere  Be- 
trachtungen möglichst  weit  durchfahren  zu  können,  dass  der  inducirende 
Ereisstrom  unendlich  klein  sei.  Sein  Badius  werde  wieder  mit  p  be- 
zeichnet, seine  Stromfläche  (^'tk)  mit  jl,  und  die  Differenz  £  — o;,  in  welcher 
0?  die  x-Coordinate  irgend  eines  Punktes  im  Innern  der  Platte  ist,  gleich 
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X  gesetzt;    auch    gebraachen    wir  wieder  die  Bezeichnungen   M  und  M' 

(b.  S.  226).     j-  sei  der  Einfachheit  wegen  gleich  Null. 
dt 

Wie  S.  219  und  221  ergiebt  sich  auch  gegenwärtig  ^  =  0,  ^  =  const.y 

dV 
7,  =  0,  ---^  =  0,  fa,  =  0:    alle  inducirten  Strömungen  finden  in  zur  ye- 
ot 

Ebene  parallelen  Ebenen  statt. 

Ferner  ergiebt  sich  nach  29)  Vy^—J-^  1  —  und  Vy^-^J-^  j  — j 

wobei  r»  =  Z*+(iy— y)*  +  (£:— 5)*  ist;  also  nach  52a)  und  52b) 

Dabei  ist  ^Z'+^+i(^  die  Entfernung  des  Punktes  {p^  y^  $)  des  Gonduc- 
tors  vom  Orte  des  Inducenten. 

Femer  wird,  weil  in  Fy  und  F,  nach  Voraussetzung  nur  y  mit  der 
Zeit  sich  ändert, 

Man  kann  diese  Ausdrücke  noch  einfacher  dadurch  erhalten,  dass  man  gleich 
an  den  ursprünglichen  Werthen  für  Yy  und  F,  die  Differentiation  nach  der 
Zeit  unter  dem  Integralzeichen  ausführt  und  dann  erst  integriri 
Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  nach  kleiner  Bechnung 

^^^  a<        2     ^  dAdy\yx-+y^+B')y 


"*■  2  '^^^  dy  by  yx«+y«+WJ 


in  üebei^einstimmung  mit  63  a). 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  die  Entfernung 


64)  ^z»+y»+«*  =  B, 

80  wird  jetzt  (wegen  '^  s  eon^^  nach  19) 


d 


65)  *h^-iJ^y'^X'^r\  **''^'^i^^^'ry 

Die   Differentialgleichung    der  Strömungscurven    ist   gegenwärtig,    da 
durchweg  ix^^O  ist, 

66)                         ^=r-^  oder  udy-iydz^O. 
dz      %x 

Nach  65)  erhält  sie  in  unserem  Falle  die  Qestalt 

Zdtoohiifl  1  UAlh«iMttk  o.  Phyiik  XXXHT,  6. 
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Die  Integration  derselben  liefert  sofort 

1^ 


=  const.  =  c 


oder 

67)  y'  =  (?{y^+0^  +  Xy. 

Innerhalb  jeder  Ebene  X=  const,  bilden  also  die  Strömnngscnrven  eine 
Schaar  von  Curven  sechster  Ordnung.  Betrachten  wir  eine  dieser 
Schaaren,  welche  einem  bestinmit^n  Werthe  von  X  entspricht ,  etwas  näher, 
so  f&Ut  zunächst  ins  Auge  (was  von  vornherein  zu  erwarten  stand),  dass 
die  Curven  sowohl  zur  g-Axe  als  zur  ^-Axe  symmetrisch  sind.  Reine 
derselben  schneidet  die  iS-Axe;*  denn  für  y  =  0  folgt  X^  +  i^  =  0,  Eine 
von  ihnen  ist  mit  der  z-Axe  selbst  identisch  (sie  entspricht  dem  Nnllwerthe 
von  c).  Jede  Curve  der  Schaar  schneidet  die  y-Axe  in  vier  reellen  Punk- 
ten rechtwinklig  (rechtwinklig  wegen  der  Symmetrie) ;  denn  fllr  jer  =  0  geht 
67)  über  in  y*  =  c*(y*+Z*)*  oder,  wenn  man  mit  dem  absoluten  Werthe 
\c\  von  c  multiplicirt  und  y*.  |c|  =  Y,  X*.|c|  =  0  setzt,  wobei  also  C  eine 
positive  Grösse  ist,  ebenso  wie  T:   (r+C)'-- !r=0,  und  diese  Gleichung 

—  4 

dritten  Grades  für  Y  hat  zwei  positive  reelle  Wurzeln,  so  lange  ^^9774' 

Keine  der  Curven  (natürlich  mit  Ausnahme  der  jer-Axe)  ist  unendlich 
gross:  denn  setzt  man  e^ssz-y-  und  führt  Polarcoordinaten  ein:  y*+jer'  =  f*, 
ys=ra>5d,  so  wird  67) 

c«cos«^-X*(^+3)=f«(3Z»  +  r«); 

d.  h.  für  keine  der  Curven  kann  r  tmendlich  gross  werden,  ausgenommen 
die,  welcher  c^co  entspricht 

Einige  dieser  und  noch  andere  Resultate  kann  man  direct  aus  den 
Werthen  von  xiy  und  xi.  ablesen,  welche  zufolge  65)  in  die  Gestalt 

68)  xv^e-^'.    «i.  =  €.^!^    (g IjXf,') 

versetzbar  sind,     iy  also  verschwindet  längs  der  ganzen  y-  und  ;e;-Axe; 

dagegen  verschwindet  *«  überall,  wo  X^'-2y^  +  z^^0  ist,  d.  h.  längs  der 

y*        »^ 
Hyperbel  t^—  t»"^  ^'  welche  also  der  Ort  aller  Punkte  ist,  in  welchen 


*  Es  braucht  kaum  gesagt  zu  werden,  dass  wir  bei  Betrachtang  dieser  Cnr- 
venschaar  in  der  Ebene  X^  const,  unter  „i/-Axe**  und  „£f-Axe*'  nicht  die  dem 
Coordinatensystem  (o;,  y,  z)  selbst  angehörigen  Axen  verstehen,  sondern  die  Schnittr 
geraden  der  a:^ -Ebene  bez.  xje;- Ebene  mit  der  Ebene  X-consU 
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die  Str(5mangscurveu  der  ^- Axe  parallel  verlaufen.  Die  Asymptoten  dieser 
Hyperbel  sind  ^2y  +  jer^O;   die  Hyperbel  selbst  schneidet  die  ^-Axe  in 

X 

den  Pnnkten  y= +  --==>  jef  =  0,   and   diese   beiden  Punkte  sind  daher  die 

V^ 

einzigen  im  Endlichen  gelegenen  Punkte,  in  welchen  gleichzeitig  i^vnnd 
ts  Null  sind.  Sie  sind  offenbar  Wirbelpunkte,  um  welche  herum  sich 
die  Curvenschaar  in  geschlossenen,  immer  mehr  sich  erweiternden  Wirbeln 
legt,  bis  die  gr(5sseren  dieser  Wirbelcurven,  der  iS- Axe  sich  mehr  und  mehr 
nähernd,  in  die  ^-Axe  schliesslich  zusammenfallen. 

Was  die  Richtung  der  Strömungen  längs  dieser  Curven  betrifft;,  so 
ergiebt  sich  alles  Nöthige  hierüber  aus  68);  wir  gehen  hier  nicht  darauf  ein. 

Es  sei  nur  noch  hervorgehoben ,  dass  die  zur  Construction  der  Curven- 
schaar bequemste  Gleichungsform  derselben  y*  =  c*(Z*  +  r*)*  ist,  wenn  y 
und  r  (=J^y*+j5*)  als  Variable  betrachtet  werden. 

Der  den  Wirbelpunkten  entsprechende  Maximalwerth  von  c*  (über  den 
also  c'  nicht  hinausgehen  darf,  ohne  dass  die  entsprechenden  Curven  der 
Schaar  imaginär  werden)  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man  in  67)  die  Coordi- 

naten  der  Wirbelpunkte,  «^=-^7-»  g^  =  0,  einsetzt: 

^         4 

^     27  Z* 

Denkt  man  sich  nunmehr,  aus  der  bisher  betrachteten  einzelnen  Ebene 

X^const,   heraustretend,   die  Gesammtheit  aller  Strömungscurven  in  der 

ganzen  Platte,  so  ergeben  sich  in  jeder  Ebene  zwei  Wirbelpunkte,  und  alle 

diese  liegen  in  der  d^y- Ebene  des  Coordinatensystems  (x^y^g),  und  zwar 

längs  zweier  durch  den  Ort  des  Inducenten  gehender  gerader 

X 
Linien,   deren  Gleichung  nach  dem  Vorigen  offenbar  y=  + --?=  ist;   sie 

stossen  an  der  Stelle  X~0,  y  =  0z=zO  unter  einem  Winkel  von  ungefähr 
70^  Grad  zusammen. 

Denkt  man  sich  die  Platte  (was  nach  S.  216  eigentlich  ausgeschlossen 
bleiben  muss  und  nur  als  Grenzfall  Interesse  hat)  bis  unmittelbar  an  den 
Inducenten  heranreichend,  so  geht  in  der  Ebene  X  =  0  das  Curvensystem 
über  in  das  Curvensystem   +y  =  cr^   {r  =  j/y^+z^),  die  Hyperbel,  welche 

die  Stellen  angiebt,   an  denen  »,  =  0  ist,  in  das  Geradenpaar  y^  +  --==^ 

und  die  beiden  einfachen  Wirbel  vereinigen  sich  zu  einem  Doppelwirbel. 

Den  hier  behandelten  Fall  der  Induction  kann  man  sich  so  verwirk- 
licht denken,  dass  man  eine  sehr  grosse  planparallele  Eupf erplatte  unter 
einer  sehr  kurzen  und  dünnen  Inductionsspirale  verschiebt.  Der  mathe- 
matische Ausdruck  für  die  Induction  durch  eine  solche  sehr  kurze  Inductions- 
spirale ist  schon  auf  S.  225  benutzt;  mit  Beibehaltung  der  dortigen  Bezeich- 
nungen haben  wir,  um  die  entsprechenden  Formeln  zu  erhalten,  in  65)  nur 
J^id^  an  Stelle  von  JA  zu  setzen. 
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Dann  ergiebt  sich     p    /^tv 


%iy—''^JX8y 


2      ^a^fL   ay 

denn  (2£  als  Constanie  hat  anf  die  Differentiationen  nach  y  und  0  keinen 
EinfliLSS.  Für  die  von  einem  Solenoid,  dessen  Axe  die  x-Axe  ist  und 
dessen  Pole  die  a;-Coordinaten  £  und  |'  haben,  welchen  die  Differenzen 
X  =  5  — a;  und  X'=^—x,  ebenso  die  Entfernungen  JS  =  ^I*+y*+^*, 
bez.  JS'=^X'*  +  y*  +  ^*  zugehören,  inducirten  Ströme  wird  man  demnach 
erhalten 


s 


a 


xi^^-gJ^oy^ 


oder  nach  leichter  Beduction 

.  _    ±  'Ar  r     ^      .       -^^      1\ 

._«'»/  r    Jf     .     Jf'     11 

**--"2^a^rU(X+12)'^Ä'(Z'+Ä')Jr 
wobei  ilf ,  JBbT'  in  derselben  Bedeutung  wie  S.  226  gebraucht  sind.    Werden 
beide  Pole  im  Endlichen  liegend  gedacht,  so  sind  hiernach  die  Strömungs- 

curven  durch  y  \^(ji^x)'^E'iB'+X')\  ^  ^^^^^^'  ^*^^®®*®^^*  (Curven 
zwölfter  Ordnung).  Dagegen  hat  man  für  einen  einzigen  inducirenden  Pol 
(indem  man  ^=00  setzt) 

und  die  Strömungscuryen  werden  in  jeder  Ebene  X^=const, 

^^^  =  const.  =  C    (-oo<C<  +  oo) 

oder 

±y^C.B{B+X)     (0<C<oo), 

Curven  vierter  Ordnung,  welche  sich  nach  der  Oleichungsform 

+  y  =  C{f^  +  X^  +  Xyi^+X^), 
wenn  darin  y  und  r  =  ]/y*+g^  als  Variable  betrachtet  werden ,  sehr  bequem 
construiren  lassen. 

Im  Grossen  und  Ganzen  ist  der  Verlauf  der  Ströme  derselbe  wie  im 
vorigen  Falle  (Induction  durch  einen  einzelnen  unendlich  kleinen  Ereisstrom 
oder  durch  ein  unendlich  kurzes  Solenoid) ,  nur  im  Einzelnen  haben  sich  die 
Verhältnisse  geändert;  es  gilt  dem  S.  275  Oesagten  Analoges.  Besonders 
mag  noch  hervorgehoben  werden,  dass,  während  dort  die  Geraden,  auf  denen 
die  Wirbelpunkte  liegen,  am  Orte  des  Inducenten  unter  einem  Winkel  von 
etwa  70^^  zusammenstossen,  sie  sich  hier  an  der  Stelle  des  Poles  unter 
einem  Winkel  von  imgefähr  139|®  begegnen.  ^^  ^ 

Digitized  byCjOOQlC 


Van  Dr.  K.  0.  Eichtbr.  277 


Die  Entwickelang  der  Formeln  70)  ans  dem  Weber'schen  Gesetze 
ist  sehr  leicht  zu  bewerkstelligen  mit  Hilfe  der  von  Jochmann*  auf 
Grand  dieses  Gesetzes  abgeleiteten  Gleichungen.** 

Wir  gehen  nunmehr  zu  der  Aufstellung  der  allgemeineren  Formeln 
über,  welche  einer  ganz  beliebigen  Bewegung  des  Conductors  entsprechen. 

§6. 
Formtillrxing  des  allgemeinen  FroblemeB. 

Zufolge  58)  und  61)   werden  die  Componenten  der  von  einem  festen 
Drahtsjstem  a  inducirten  elektromotorischen  Erfifte  mit  Bücksicht  auf  die 
Bezeichnungen  11)  und  12) 
7n  TP       ^^  ,  ^^*  .    «  rfl  ^r(drdx'drdy'drdif\.        . 

^*)^'=^+Tr+2V7a^Ua^+ä^ä^+äiä^J^^'"*"- 

Bei  der  weiteren  Behandlung  des  Problems   kommt  es  Yor  Allem  anf 

die  Berechnung  des  Trinoms  -tt^  + -tt^  + -rr^  an. 

dx        oy        dB 

Setzen  wir  zur  Vereinfachung  yorlftufig  Tr  =  0,  so  wird  jetzt  nach  29) 

dt 


j 


1      oT,     rdl    1  (dr  ,,dr  .,dr  A  , 


72)       "2  Vai   1 


=/||'^((^-l)*+(y-ij)y'+(«-ÖO<*», 


und  analoge  Formeln  ergeben  sich  für  -— p  und  -^  •    Hiemach  wird  weiter 

Ol  Ol 


-.   t\.dx\dt)^drf\di)^de\dt)\ 


uöff     0%     ■  ö9    Oy     •  ö9    i)s   J ""     ■"  ■  ■      "    -^ 

6 

+ 

+ 


\J  de'  r^\dxdx'^dydx^dzdx)\J  dö'  r^Kdx  dy^  dy  dy"^  dgdyj 

J  da'  r^\dx  de^  dy  de^dedz)]' 
oder,  da  das  erste  Integral  rechts  mit  dem  zweiten  zusammen 


*  Crelle'8  Journal,  Bd.  63  S.  158flgg. 

**  ibid.  S.  166  Gl  16.  Zu  der  Bezeichnung  Jochmann*8  sei  dies  bemerkt: 
Sein  u,  V,  tt)  entspricht  unserem  x\  y\  t\  sein  u,  v,  u?  unserem  ix,  »V*  ^^y  endlich 
sein  ^,  £,  Y^  ^  unserem  iS,  —  >  9,  iKf,  und  tk  steht  an  Stelle  unseres 
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/[- 


ergiebfc  (denn  x\  y ,  z'  sind  von  o  unabhängig): 

.  dx\dty'^dy\  dty^dzXdt  ) 


73) 


"         2iy  aal    dx     dx'^    dy    dx'^    dz    dx^^ 

'/;p_(z)a.    'Da.    Kt)^-] 

y   aoL   a«     dy^    dy     dy'^    dz-    dyA 
\J  da\.  dx     ««"*■    dy     de"^    de    deJ 


da 


dal 


Femer  kOnnen,  da  x\  y\  e  and  ihre  Differentialquotienten  nach  x,y,z 
TOB  a  nicht  abhSngen,  die  in  den  Fundamentalgleicbangen  71)  rechts  stehen- 
den Integrale  [vergl.  den  üebergang  von  12)  zu  29)]  in  die  (Gestalt  rer- 
setzt  werden 

J  r  da  \dx  dx  "^ dy  dx  "^dt  dx) 
'**>)  /»i  /fltfl^'     fl-,  fl«'     di  de> 

da  dxj 

80  dass  die  folgende  Gleichung  hervorgeht: 

2\dxJ   r  deXdxdx^'")      "^dyJ  r  da\dxdy  "*"' 


+  H.  i^r)«*".  «to.  etc., 


74) 


j.-i  r-—(— —A- 

"^dej   r  da\dx  de^' 

__r-i    /   w/^^saa;'    a«,ay'    a£a/\ 

~         2\J     dx    Kdadx^dadx^dadx) 

y      dy    \da  dy'^dady^dady) 

r\v)(d%dx      dridy      djde^ 
\J     dB    \da  dz'^da  dt'^da'de) 

iff 

,  Google 


.)da 
)da\ 


~    da 
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Wir  führen  jetzt  folgende  Abkürzungen  ein: 

«^v  dx        ,       dx        ,       dx 

3^=y„   etc. 


« 


J  ^o 


LHv) 


(|(y=(iyjp),    etc. 


de     dx 

etc.; 


«  «  « 

Dann  erhSlt  man  auf  Grund  der  Gleichungen  14),  15),  71),  73),  74) 


/t^- 


■J^\+  (y'.+«y)  [C»».) + (£»)]  +  («'-+«''.)[(£.) + (1.)] 
l  +(^',+y*)[(ly)+(i?.)] 


Bedenkt  man  femer,  dass  nach  72)  und  76) 

ist,  so  ergiebt  sich  weiter  aus  14),  15),  71),  73b) 

bO)  xi,  =  -||--Jj!a;'(|.)+y(|,)+/(|.)+ir',(5)+y'.(i,)  +  *',(t)},  etc. 

Nach  76)  und  77)  ist  aber 

^')  ^^'^  =  77'    ^^^     "ä^'    ^^'^     "ä7' 

(,,)  =  ^\   etc. 

^'^  etc.; 

mithin  lassen  sich  die  Gleichungen  80)  auch  in  der  Form  schreiben: 

82)  »i,  =  _||_^_^Jjy'[(|,)-(,,)]+/[(|.)-(y]},  etc., 
WO  W  die  folgende  Bedeutung  hat: 

83)  W'=|/Cx{|)+y'('j)  +  «'«)]. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  82)  folgt  eine  andere  Darstellung  des  Ans. 

druckes  tt-^  +  :r^  +  t-^  ;  denn  es  ist  zunächst 

dx      dy      de'  (^  \ 
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^}y[(ly)-(';-)]+«[(l.)-(W]|+^l'[('?.)-(t,)l  +  ^'[('»«)-(l,)ll 
84^)  +^  KKW -(!.)]+»[(£,)- Ml 

=  x'[{f,sy) - (Iv,)]  +«'[(£..) -  (!«)]  +9  [(ly.) -  {Vs>)]+9[%u) - (.»«)] 

+  a!V[M-(i)]  +  «'.[(£.)-(!.)] +y«[(lv)-M] +y'.[(£,)-('?.)l 

+*'x[(l.)-(£r)]  +  /,[(ij.)-a,)l, 

^0  (S**)»  (Jjry),  ..•  die  zweiten  Diflferentialquotienten  von  (J),  (iy),  (f)  be- 
deuten jedesmal  nach  denjenigen  beiden  Coordinaten,  welche  als  Indices 
hinzageftigt  sind.  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  wird  aber,  wenn  man 
sich  erinnert,  dass 

ist  [vergl.  77)],  gleich 

84b)   x'^-l^+y*^^  +  e'^^^+^^^^ 

^^         ^^        ^'  +(/,-a:'.)[(SO-(t.)], 

wo 

85)  i>  =  (U +  (♦?»)  +  (?.) 

ist.     Ferner  hat  man  nach  11) 

-.    /r  ,ri  drdr.   ^  ,  r\   drdr^    ^   ,  Tl   drdr^   \ 
2  {  J    r  dx  do  J   r  dy  da  J    r  dz  de      } 

6  0  6 

oder  [vergl.  S.  218  die  Ableitung  von  29)] 

6  6  6 

oder  nach  77) 

also  auf  Orund  von  83) 

86)  W^  U. 

Mit  Berücksichtigung  von  18)  nehmen  jetzt  die  Formeln  82)  die  Ge- 
stalt an 

^'^     **' — IJ-^J^Iy [«,)-('?-)]+*[(i.)-(W]},  etc., 

und  gleichzeitig  erhSlt  man  zufolge  84  a),  b),  85)  und  86)  aus  82) 


88) 


■i' 


dx^  dy        de 

■  ¥t,-y'.) [hh) - (I,)] + (»', - e'y) Kf») - (ij.)l  +  (fV-x ' ) [(ij - (i.)] j 
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Nachträglich  übersieht  man  sofort,  dass,  wenn  -^  yon  Nnll  verschie- 

dt 


den  isti  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  fttr  »t«  der  Ausdruck 
89a) 


2  dt  ^^^' 


auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  für  xiy  und  xi,  analog 

""2^7^^^  ^'  "2  57^^) 

hinzutritt    und    demgemäss    auf  der    rechten    Seite   der    Gleichungen    für 

zuzufügen  ist. 

Man  weist  schliesslich  leicht  nach,  dass  Q  identisch  mit  Null  ist.     In 
der  That,  aus  85)  und  76)  ergiebt  sich 

«  « 

mithin 

90)  Ö  =  0. 

Mit  Bttcksicht  auf  89  s),  b)  schreiben  sich  nunmehr  die  Oleichnngen 

80)  nnd  78)  Tollständig  wie  folgt: 

«i*  =  -||-|^l[»'(5.)+y(l,)+«'(l.)]  +  [x,(ö+y',(i,)+5',(ö]} 

92w*4.i-jl  2[*.(l.)  +  yV('J.)+»'.(U)  In 

^^^21  +  (y'.+»',)[(ij  J  +  (g,)]  +  (*',+»'.)  [(£r)+(l.)] + («',+y '«)[(!,)+ W]  I      ' 

und  die  ebenfalls  zusammengehörigen  Gleichungen  87)  und  88) 
93)  «<.=  -|f-^/|y'[(l,)-M]  +  *'[(l.)-(£.)])-^Jf(l),  etc., 
94)z/9.+|7{(x;-y.)[(,,,)-(^)]  +  (y'.-*,)[(fy)-Wl  +  ('--^.)[«0-(£r)]}  =  0. 

Jedes  der  beiden  Systeme  91),  92);  93),  94)  ist  zusammen  mit  den 
beiden  folgenden  Bedingungen,  im  ersten  Falle 

95)  «11  =  0  überall  an  der  Oberfläche  des  Conductors, 

96)  ^,    ^—1    ^— >    ^r—  stetig  überall  im  Innern  des  Conductors; 

öx      öy      08 

im  zweiten  Falle        _ 

97)  «11  =  0  überall  an  der  Oberfläche,  ^  j 
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öo)    (p,  ^— »  ^— >  ^—  stetig  Ül>erall  im  Innern  des  Condnctors, 
ox     oy     cz 

ein  mathematischer  Ausdruck  unseres  Problems.  Jedoch  ist  die  erste  For- 
mulirung  wohl  in  den  meisten  Fallen  der  zweiten  [Gl.  93),  94),  97),  98)] 
vorzuziehen.  Aus  dieser  zweiten  ergiebt  sich  die  schon  von  Joch  mann 
auf  Grund  des  Weber 'sehen  Gesetzes  abgeleitete,  dasjenige  speciellere 
Problem  betreffende  Formulirung,  bei  welchem  die  Induction  nur  durch 
Magnetpole  bewirkt  wird,*  auf  leichte  Weise  durch  Integrationen  von 
93),  94)  nach  5  oder  t?  oder  f  mit  der  oberen  Integrationsgrenze  oo,  in 
der  S.  225  und  226  angegebenen  Weise.  Dabei  ist  es  einerlei,  ob  man  nach 
I,  fl  oder  i  integrirt  Dieselbe  Bemerkung  gilt  auch  für  die  bisher  behan- 
delten und  in  der  Folge  noch  zu  behandelnden  Fragen,  bei  welchen  die  In- 
duction durch  einen  Solenoidpol  bewirkt  wird.** 

Auf  ähnliche  Weise  wie  die  Gl.  93),  [94)  lassen  sich  auch  die  Gl  91), 
92)  auf  den  Fall  anwenden,  dass  die  Induction  von  einer  gegebenen  magne- 
tischen Yertheilung  herrührt;  doch  wollen  wir  nicht  näher  darauf  eingehen. 

Die  wichtigste  aller  hier  in  Betracht  kommenden  Bewegungsarten  des 
Conductors  ist  ohne  Zweifel  die  Rotation  um  eine  feste  Axe.  Legen 
wir  das  Coordinatensystem  so,  dass  die  a;-Axe  mit  der  Rotationsaxe  zusam- 
menfällt, nehmen  als  Coordinatensystem  (x,  ^,  })  ebenfalls  ein  System,  dessen 
r-Axe  zugleich  a;-Axe  und  Rotationsaxe  ist,  so  zwar,  dass  die  Coordinaten- 
anfangspunkte  beider  Systeme,  sowie  die  Richtung  der  a;-Axe  und  X'Axe 
identisch  sind,  und  bezeichnen  wir  in  irgend  einem  Augenblick  der  Bewegung 
den  Winkel  zwischen  der  y-Axe  und  ^-Axe  (oder,  was  dasselbe  sein  wird, 
den  Winkel  zwischen  iS-Axe  und  J-Axe,  da  ja  beide  Coordinatensysteme  posi)- 
tiv  sein  sollen)  mit  8,  so  haben  wir  die  Beziehungen 

mithin,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  -jj  mit  w  bezeichnet  wird, 

dt 

99)  »'=0,     y'=  — «7JP,     /=  +  «7y, 
folglich  [vergl.  75)] 

100)  ic',  =  a;'j,  =  aj'a;  =  y',  =  yy  =  /^  =  /,  =  0,    y\:=^  —  w,    g'y  =  +  w. 
Hiernach  geht  in  diesem  Falle  das  System  der  Gleichungen  91),  92)  ein- 
schliesslich der  Bedingungen  95) ,  96)  in  das  folgende  über: 


101) 


*  Man  vergl.  die  citirte  Abhandlung  S.  166,  169. 

**  Ebenso  können  die  Formeln,  welche  sich  auf  die  Induction  eines  Magnetpola» 
beziehen,  in  leicht  ersichtlicher  Weise  auf  beliebig  viele  Pole  ausgedehnt  werden. 
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102)  in  =  0  überall  an  der  Oberfläche, 

103)  z/V'  =  0,  1 

lA^x  ^^    ^^    ^'^    ^  X-     1  überall  im  Innern  des  Condnctors. 

Aus  103)  and  104)  zusammen  folgt  iff  =  const,  =  C^  und  demgemftss 
yereinfachen  sich  anch  die  Gleichungen  101). 

Nimmt  man  also  noch  mit  Berücksichtigung  von  99)  Gl.  83)  und  86), 
sowie  Gl.  15)  hinzu,  so  ist  schliesslich  unser  Problem  für  den 
Fall,  dass  der  Conductor  um  eine  feste  Axe  rotirt,  durch  die 
Gesammtheit  der  folgenden  Gleichungen  bestimmt: 

«i*  =  ^'/«'{<^(5y)-y(S.)|-^^(l), 

105)  {  ni,^^Jw\z{fiy)^y{vz)-im'-^^'{v). 

xi.=|/i(^{i?ay)-y(t)  +  ('?)l-^^-(f); 

106)  iii»0  überall  an  der  Oberfläche  des  Conductors, 

107)  D^=-^/ic;|i?(iy)-ya)},     (p=l7+C7; 

darin  sind  (|),  (17),  ({;),  {^y)  etc.  durch  77),  76),  81)  gegeben,  io  bedeutet 
die  Winkelgeschwindigkeit  und  C  ist  eine  Constante,  welche  sich  aus  dem 
Anfangszustande  bestimmt. 

§  7  (erstes  Beispiel  zu  §  6). 
Botation  einer  Platte^  unter  dem  Einflnsse  eines  Magnetpoles. 

Der  inducirte  Leiter  sei  eine  unendlich  grosse  planparallele  Platte  yon 
beliebiger  Dicke,  welche  um  eine  auf  ihr  senkrechte  Axe,  die  zugleich  die 
2- Axe  sei,  rotirt;  der  Inducent  sei  ein  unendlich  kleiner  Kreisstrom,  dessen 
Ebene  den  Begrenzungsebenen  des  Conductors  und  also  auch  der  yg -Ebene 
parallel  ist,  und  sein  Mittelpunkt  befinde  sich  in  der  ^y- Ebene. 

Dann  ist  (|)  =  (|y)  =  {,  =  0,  und  nach  76)  wird 

Ö  6  6 

ebenso 

6  6 

oder  nach  52),  wenn  wir  mit  ti  auch  die  ^-Coordinate  des  Mittelpunktes 
des  Inducenten  bezeichnen:  ^  , 
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108) 


^(^»)-y(^»)  =  ^' 


sowie 


(  '^^KA 


Xe 


wobei  B  =  ^(|-a;)2  +  (i^-y)2  +  jE;«  =  j/Z*  +  (i?-y)«  +  ^8  ^j^  Entfernung 
des  Conductorpunktes  (a?,y,  ^)  von  dem  Orte  (J,  ly,  0)  des  Inducenten  be- 
deutet. 

Hiemach  erhält  man  aus  105)  für  -r-  =  0  zuerst 

dt 

sodann  weiter  *~"    ' 

109)        xi,  =  |/i«,,|-(i5).      x<.  =  _|/ite;i,A(i.). 

also  wird  das  System  der  Strömungscurren  genau  dasselbe  sein,  welches 
wir  in  §  5  fanden  für  die  Verschiebung  einer  Platte  unter  einem  unend- 
lich kleinen  inducirenden  Strome.  Dieses  merkwürdige  Resultat  überträgt 
sich  natürlich  auch  auf  die  Induction  durch  einen  Magnetpol,  und  wir  werden 
dann  statt  109)  erhalten 

110)xi,=  -ijf«;,A[^^^J,    .i,  =  -^Mv;r,^[^^^} 

Qiese  Gleichungen  ebenso  wie  das  S.  276  über  die  zugehörigen  Strömungs- 
curven  Gesagte  stimmen  übrigens  mit  den  Jochmann'schen  Entwicke- 
lungen  (denn  dieser  Fall  ist  schon  von  Jochmann  behandelt  worden*) 
Yollständig  überein.  Man  bemerke  aber,  wie  einfach  unsere  Ableitung  der 
Gleichungen  109)  ist,  verglichen  mit  dem  mühsamen  von  Joch  mann  ver- 
folgten Wege. 

§  8  (zweites  Beispiel  zu  §  6). 

Botation  einer  Singel  unter  dem  Sinflusse  eines  in  der 

Botatdonsaze  befindlichen  Magnetpoles« 

unsere  letzten  Betrachtungen  sollen  sich  auf  eine  Aufgabe .  beziehen, 
von  welcher  ein  specieller  Fall  ebenfalls  von  Jochmann**  schon  gelöst 
worden  ist.  Jedoch  werden  wir  die  Aufgabe  allgemein  lösen,  und  aus 
unseren  allgemeinen  Formeln  werden  sich  auch  die  specielleren  Jochmann- 
schen  Ergebnisse  mit  Leichtigkeit  ableiten  lassen. 

*  Man  yergl.  die  schon  mehrmals  angefahrte  Abhandlung,  Cr.  Joum.  Bd.  63 
S.  172-177. 

•*  L  c.  S.  170,  171. 
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Den  Inducenten  denken  wir  ans  zaerst  wieder  als  einzigen  unendlich 
kleinen  Ereisstrom. 

Der  Eagelmittelpnnkt  sei  Coordinatenanfang,  und  zwar  werde  die 
X'Axe  dnrcb  den  Inducenten  gelegt;  der  Eugelradius  sei  Ä^  und  im  üebri- 
gen  mögen  die  bisherigen  Bezeichnungen  beibehalten  werden. 

Zur  Vereinfachung  setzen  wir  wieder   Tr==0  und  haben,   da  der  un- 

at 

endlich  kleine  inducirende  Strom  parallel  der  ^ier- Ebene  gedacht  wird,  auch 
(4)  =  (^y)  =  (l»)  =  0,  und  in  den  Formeln  108)  gegenwärtig  fi  =  0  zu 
nehmen.     Hiemach  wird  auf  Grund  von  105) 

»*  =  0,  tj,  =  0,  t,  =  0, 
d.  h.,  es  finden  gar  keine  Strömungen  statt.  Dagegen  müssen  sich  also  die 
durch  die  Induction  geschiedenen  Elektricitftten  als  freie  statische  Elektri- 
citSt  anhäufen,  und  sie  zu  berechnen,  ist  unsere  Aufgabe.  Zu  diesem 
Zwecke  gilt  es ,  9  zu  ermitteln ,  oder  also  nach  107) ,  zunächst  U  zu  finden. 
Die  in  U  yorkommenden  Integrale  (17)  und  —  (^)  haben  nach  108)  die  Werthe 


111)  (n)-*-ä7-.  -«)•  -  ,y 


m.  -«,-.§). 


wobei  jetzt  JB  =  ^(|  -  x)^  +  y^  +  e^  =  j/X^+y^  +  z^  ist. 

Die  weitere  Behandlung  des  Problems  macht  die  Einführung  von 
Polarooordinaten  nothwendig.  Es  sei  also  fortan  r  =  j/a^+y^+z*  die 
Entfernung  irgend  eines  Punktes  o?,-^,  g  vom  Coordinatenanfang  (Eagel- 
mittelpnnkt), 10  der  Winkel,  welchen  die  Projection  von  r  in  die  ^j?- Ebene 
mit  der  ^-Axe  einschliesst,  O  der  Winkel  zwischen  r  und  der  a;-Axe. 
Zudem  werde 

112)  cos  9  =  11^ 

gesetzt.     Dann  hat  man  die  Beziehungen 


113) 


fs  ^  X 


r  =  yä^+^+^y    tg(S=  —  *    co50  =  fi  =  — ; 


ajr=rco5#=r|*,    y^rsin^cosdi^    g^rstn^sindi. 
Weiter  ergiebt  sich  nach  111)  und  107),  wenn  zur  Abkürzung 
114)  -^/Aic;=6 


oder,  da     -^    =  — gtnO— r —  und  m''&  =  l  — u^  ist  nach  112); 
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Bezeichnet  man  mit  Pnii»)  die  Eugelfonction  der  ersten  Art  n*"  Ord- 
nung des  Arguments  fi,  so  ist  t 

wo   £  die  Entfernung  des  Inducenten  vom  Eugelmittelpunkt  bedeutet;    also 

116)  r— g^  -  ^^flT  ^J^  vT/  (♦•^»W- f*^  «(f*)), 

wenn  unter  P'n  {(*)  die  Ableitung  — "       verstanden  wird.     Man  weist  nun 
leicht  mit  Hilfe  der  für  P^  geltenden  Differentialgleichung  nach,  dass 

nP«(,i)-^P'„W  =  -/>'«.i(^)    (n=l,2.3.  ...) 
ist,  so  dass  man  erhält  [zufolge  115)  und  116)] 

117)  _I7=|^(1-^»)(I-)  P',_,(^). 
Weiter  folgt  hieraus 

^^=-ÄJi'(T)"['(*»*+"-2)-(»'+»-6)''*l'*'->W 

^    ^  ^      -6öt-K»)/»"»-,(,i)  +  (l-,t«)»P"'._t(^)], 

oder  mit  Hilfe  bekannter  Differentialgleichungen 

^^ ^^(■j)"2»[{»»-l)M'*„^i,+(l-»i*)''Ti,]- 

Mit  Hilfe  der  leicht  zu  beweisenden  Identität 

(n-l)fi;>„-.i  +  (l-^»)/>'„.i  =  (n-l)/'„.2 
wird  daher 

118)  ^lü 1?^  (|)"(«+l)(«+2)/'»W. 

Nach  107)  ist  nun  gerade 

also  [vergl.  40)]  die  Dichtigkeit  der  freien  Elektricitftt  im  Innern  der  Kugel: 
^^^>  *  =  2|p^(i)"(-  +  l)("+2)''«0»)- 

Die  Gesammtmasse  der  freien  Elektricitttt  ist  demnach 


0-10 


Ä\^ 


120)  JE?=i6(j) 


Nunmehr  gehen  wir  an  die  Berechnung  der  Oberflächenelektricit&t. 
Bezeichnet  man  das  Potential  aller  freien  Elektricitftt,  9,  zum  Zwecke 
der  besseren  Unterscheidung  für  alle  innerhalb  der  Kugeloberflftche  gelege- 
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nen  Punkte  mit  qp<,  für  alle  ausserhalb  gelegenen  mit  ^a,   so   hat  man 
zufolge  107) 

121)  q>i^U+C. 

um  nun  auch  q>a  zu  finden,  ist  es  nöthig,  l/^nach  Engelfnnctionen  zu 
entwickeln.  Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  an,  dass  die  merkwürdige  Be- 
ziehung stattfindet  .       ^. 

122)  (i_^»)P'„(^)  =  ^^(/>._,(^)_i.,+,{^)), 

welche  man  auf  die  mannigfachste  Weise  direct  oder  indirect  beweisen  kann. 
Durch  Einsetzen  von  122)  in  117)  erhält  man  mit  Berücksichtigung 
von  121) 

wobei  der  Strich  hinter  dem  Summenzeichen  andeuten  soll,  dass  der  Coeffi- 
cient  von  P^  nicht,  wie  das  Gesetz  der  Beihe  es  fordern  würde,  den  Werth 

— -jf— j  I  sondern 

¥-»(i)' 

hat.     üebrigens  hat  fpi  eine   einfache  geometrische  Bedeutung  gemäss  den 
Formeln  107),  108),  114):  .  , 

wenn  %  den  Winkel  bedeutet,  welchen  B  mit  der  d;-Axe  bildet. 

Aus  123)  erhalt  man  den  Werth  von  q)i  an  der  Oberfläche  für  r=Ä.* 
Was  nun  schliesslich  die  Berechnung  von  q>a  betrifft,  so  ist  /Iq^a^O 
und  ipt^q>a^=  <P»    Nennt  man  daher  B  die  Entfernung  des  äusseren  Punk- 
tes a  vom  Eugelmittelpunkte,  E  seinen  Abstand  von  einem  Oberflächenpunkte 
(^,  fi^,  »i),  so  ist  nach  einer  bekannten  Green*schen  Gleichung** 

das  Integral  über  die  ganze  Eugeloberfläohe  erstreckt ;  oder,  da  do  =  ^' dfi^ doj : 

29K+1 


9«  = 


-ffi'''^"'^' 


4» 

0    -1 

Wendet  man  die  für  — ,  geltende  bekannte  Entwickelung  nach  Eugel- 

functionen   an,   so   erhält  man,   indem  man  den  Werth  von  q>  aus  123) 
einsetzt, 


*  In  der  dann  entstehenden  Summe  ist  natürlich  gemäss  123  b)    g-  ~}(^yy 
der  Goefficient  von  Pq.    Aehnlichea  gilt  von  den  folgenden  Reihen. 

**  Green,  Mathematioal  papers,  p.  55.  ^  ^ 
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Hieraus  nnd  ans  123)  folgt  schliesslich  [vergl.  41)] 

_     2«+l 
Die  Gesammtmenge  der  freien  Oberflächenelektricität  wird  E=jri dfi  da 
sein  oder  0  -l 

127)  ^=C^-26(yy- 

Ist  von  Anfang  an  die  Gesammtmasse  aller  freien  Elektricität  =  0,  so 
bestimmt   sich   nach    127)    und   120)  die  Constante  C  aus  der  Gleichung 

jE?+JE=0   zu  /A\9(t 


Die  weiteren  Polgerungen  aus  den  Gleichungen  119)  und  126),  ins- 
besondere die  Summation  der  Reihen  und  die  physikalische  und  geometrische 
Deutung  überlassen  wir  dem  Leser.  Wir  wenden  uns  vielmehr  zu  dem 
Falle,  dass  der  Inducent  nicht  ein  einzelner  unendlich  kleiner  Strom  oder, 
was  im  Wesentlichen  auf  dasselbe  hinauskommt,  ein  unendlich  kurzes  Sole- 
noid  ist,  sondern  ein  Solenoidpol.  Ist  die  Stromdichtigkeit  wieder  d,  so 
haben  wir  dann  in  den  bisherigen  Formeln  JA  zu  ersetzen  durch  Jli  =  M, 

OD 

und  U  durch   fUd^,    Nachdem  wir  einmal  die  Entwickelungen  für  einen 


f' 


einzelnen  inducirenden  Strom  vollständig  aufgestellt  haben ,  kommen  wir  jetzt 
am  kürzesten  zum  Ziele,  indem  wir  einfach  die  Reihen  selbst  nach  $  von 
I  bis  CO  integriren.*    An  Stelle  von  Gl.  114)  tritt  nun 

128)  --^JX8io^-^Mi€^(S,. 

Man  erhält  dann 


*^>  ^=2Ip^(t)"^*'+^)^"^'*^' 


130)  JB=*6^. 


*Da9— U'+Cist  und  mm  das  U  der  vorangehenden  Entwickelungen  enetit 
wird  durch  Jüd^,  so  darf  bei  AusfShrung  der  Integration  an  der  Gleichung  125) 

das  in  der  Summe  steckende  C  nicht  mit  integrirt  werden. 
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132)  JB=:Cl-6^. 

War  zn  Anfang  dem  Conductor  keine  freie  ElektricitKt  mitgetheilt,  so  wird 

""KD" 

zu  setzen  sein,  nnd  dann  wird 

134)  ^^ 16^. 

Wir  wollen  zunSckst  (ehe  wir  an  die  Weiterbehandlung  der  vorliegen- 
den Formeln  gehen)  die  specielleren  Joch  mann 'sehen  Fonneln  daraas 
ableiten,  n&mlich  annehmen,  dass  der  von  ans  voraasgesetzte  Magnetpol 
anendüeh  fem  liegt  and  unendlich  stark  ist,  oder  mit  anderen  Worten ,  dass 
eine  constante  magnetische  Kraft ,  deren  Bichtung  mit  der  der  a?-Axe  zu- 
sammenfällt, die  Induction  bewirkt.    Setzen  wir      lim       vj-=^»  wo  nun  T 

die  Grösse  der  magnetischen  Kraft  bezeichnet »  so  ergiebt  sich  [vergl.  128)] 
aus  129),  130),  133),  134) 
135)  €  =  —  — . 


2    2 


n 


136)  E=-E=^-^A^Tw; 

oder,  da  /*,W  =  if**-i: 


«  = 


2     *"  _. ,       e    ATw 


^^U-|(4f'*-i))=i-^(i(l-(»')-l). 


oder  endlich  nach  112) 
137)  7=^.^g(4«n«*-l). 

Nunmehr  kehren  wir  zurück  zu  den  allgemeineren  Formeln  129)  und 
133). 

Bezeichnet  man  mit  i)  =  $  — rfi  den  Abstand  des  Punktes  (rr,  y,  z)  von 
derjenigen  Ebene,  welche  man  durch  den  inducirenden  Pol  der  ^j9- Ebene 


*  Es  braucht  wohl  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  das  c  links  von  dem 
(  rechts  Terschieden  ist;  das  e  rechts  bedeutet  die  Induction sconst ante. ^  j 
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paraUel  legen  kann,  und  mit  E  die  Entfernung  des  Punktes  (x,y^g)  von 
dem  Pole  selbst,  so  wird 

Insbesondere  ist  also  längs  der  Axe  die  Dichtigkeit  der  freien  Elek- 
tricitttt  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  vom  Pole. 
Auch  ist  die  freie  Elektricität  im  Innern  der  Kugel  stets  monogen,  nftm- 
lieh  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  €  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  je 
nachdem  M  und  to  entgegengesetztes  oder  gleiches  Vorzeichen  haben.  Die 
Fischen  constanter  Dichtigkeit  sind  Botationsflftchen  der  sechsten  Ordnung, 
welche  sftmmtlich  die  durch  den  Pol  zur  ^iS- Ebene  parallel  gehende  Ebene 
im  Pole  berühren.  Mit  Hilfe  der  Gleichung  dieses  Fl&chensjstems  beweist 
man  leicht,  dass  der  absolute  Werth  der  Dichtigkeit  e  sein  Maximum  in 
dem  dem  Magne^l  zugewendeten,  sein  Minimum  in  dem  von  demselben 
abgewendeten  Eugelpol  erreicht 

Die  Gesammtmasse  der  in  der  Kugel  sich  ansammelnden  Elektrieitftt 
ist  nach  130)  proportional  der  magnetischen  Masse  des  inducirenden  Poles, 
der  Winkelgeschwindigkeit,  dem  Kugelinhalte,  und  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Magnetpoles  vom  Kugelmittelpunkte. 

Was  andererseits  die  Oberfl&chenelektricitftt  betrifft,  so  erhält  man  nach 
bekannten  Methoden 

worin  F  die  Entfernung  des  Oberflächenpunktes  (J.,  fi,  co)  vom  Magnetpol 
bedeutet  und  ^ 


0 
ist.     Insbesondere  hat  man  fttr  fi  =  — 1 

-=.^['-«^»(f)'-»(|)*-H(f)*^-] 

fttr  ^  =  +  1: 

-=4^['+tf+*(f)"+t(f)*+«{f)*+-] 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  dass  an  beiden  Kugelpolen   c  ein  und 
dasselbe  Vorzeichen  und  zwar  das  von  @  hat,  so  dass  die  an  den  Polen 
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angehäufte  Oberflächenelektricität  stets  von  derselben  Art  ist,  wie 
die  freie  im  Innern  der  Kugel  verbreitete  Elektricitftt.  Da  die  Summe 
aller  freien  Elektricitftt  Null  ist,  so  muss  zwischen  beiden  Polen  eine  Ober- 
flftchenzone  ezistiren,  auf  welcher  freie  Elektricitftt  verbreitet  ist,  die  von 
entgegengesetzter  Art  ist,  wie  die  an  den  Polarzonen  und  im  Innern  der 
Kugel  angesammelte  Elektricitftt  Dies  ergiebt  sich  in  der  That  bei  ein- 
gehenderem Studium  der  Gl.  139)  und  wird  direct  bestfttigt  durch  die  ein- 
fachen, dem  speciellen  Falle  der  constanten  magnetischen  KrafI;  entsprechen- 
den Formeln  135)  und  137).  Die  beiden  XTebergangskreise,  Iftngs^  denen 
e  =  0  ist,  sind  in  diesem  Falle  durch  die  Gleichung  +  ^  =i aresin]/^ 
bestimmt. 
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Ueber  das  Jacobi'sche  Theorem  von  der  Ersetzbarkeit 
einer  Lagrange'sohen  Rotation  durch  zwei  Poinsot'sche 

Rotationen. 

Von 

Dr,  W.  Hess 

in  Bamberg. 


Das  in  Bede  stehende  Theorem ,  welches  zuerst  im  zweiten  Bande  der 
Gesammelten  Werke  Jacobi's  ans  dessen  nachgelassenen  Papieren  publicirt 
wurde,*  lautet  folgendermassen : 

„Die  Botation  eines  schweren  ümdrehungskörpers  um  einen  Punkt 
seiner  Axe  kann  ersetzt  werden  durch  die  relative  Bewegung  zweier  Körper, 
welche,  keinerlei  beschleunigenden  Kräften  unterworfen,  um  denselben  festen 
Punkt  rotiren  und  in  ihren  Bewegungen  dieselbe  invariable  Ebene  und  die- 
selbe mittlere  oscillatorische  Bewegung  besitzen.^ 

Jacob i  hat  diesen  merkwürdigen  Satz  aus  der  eigenartigen  Form  der 
Nenner  der  Brüche  erkannt,  durch  welche  die  neun  Neigungscosinus  der 
Hauptaxen  des  rotirenden  ümdrehungskörpers  gegen  ein  festes  Coordinaten- 
sjstem  des  Baumes  dargestellt  sind. 

Ein  anderer  Beweis,  welcher  die  letzteren  Cosinuswerthe  direct  ans 
jenen  zusammensetzt,  welche  für  die  Bewegung  um  den  Schwerpunkt  in  der 
bekannten  Arbeit  Jacobi's:  „Sur  la  rotation  d'un  corps****  niedergelegt 
sind,  ist  von  Seiten  des  Herausgebers  der  Jaco hinsehen  Manuscripte, 
Lettner,  am  Schlüsse  der  letzten  Abhandlung  über  Botationsprobleme*** 
angefügt  worden. 

In  der  Zwischenzeit  ist  nun  das  Jacobi'sche  Theorem  noch  mehr&eh 
Gegenstand  der  Beweisführung  geworden.  So  gelangt  Padova^  zu  dem- 
selben, indem  er  um  den  festen  Punkt  als  Schwerpunkt  zwei  Hauptaxen- 

*  Nouvelle  th^orie  de  la  rotation  d*un  corps  de  rävolatiou  grave  sospenda 
en  un  point  quelconque  de  son  axe.  Ges.  Werke,  herausgeg.  v.  d.  preuss.  Akad 
1882.    II,  S.  480-492. 

••  Ibid.  S.  291—362. 

^*  Sar  la  rotation  d'un  corps  de  rdvolution  grave  aatour  d'un  point  quel- 
conque de  son  axe.    Ibid.  8.  510  ügg. 

t  Sulla  rotazione  di  un  corpo  di  rivoluzione  pesante  che  gira  attomo  ad  an 
pouto  del  8U0  aase  di  simmetria.    Atti  delP  Accad.  di  Torino.   XIX,  p.  1007—1016. 

Digitized  by  VJ W^^ V  IC 


üeber  das  Jacobi'sche  Theorem  etc.    Von  Dr.  W.  Hbbs.  293 


Systeme  $  nnd  ti  rotiren  lässt  und  die  Prttoessionsbewegnng  derselben  be- 
ztiglich  der  Horizontalebene  als  inyariabler  Ebene  betrachtet,  d.  i,  die 
Bewegung  der  Horizontalprojectionen  der  zwei  Azentripel.  Fallen  die  letz- 
teren in  ein  einziges  Tripel  x"  zusammen ,  so  sind  die  Winkelwerthe  von  x" 
gegen  eine  feste  Axe  der  invariablen  Ebene  durch  genau  dieselben  Ausdrücke 
gegeben,  wie  sie  die  grundlegende  Lettner 'sehe  Arbeit  über  das  Gyro- 
skop* aufzeichnet.  Eine  weitere  Abhandlung  Yon  Halph6n,  im  100.  Bande 
der  Comptes  rendus,**  bringt,  jedoch  ohne  Anführung  des  Gedankenganges, 
das  Theorem  in  der  folgenden  Form:  „Betrachtet  man  die  Bewegung  des 
schweren  Rotationskörpers  (P),  welcher  in  einem  Punkte  0  seiner  Axe  be- 
festigt ist,  so  kann  man  in  jedem  Augenblicke  ein  System  {G)  von  beweg. 
liehen  Axen  Ox^  Oy,  Og  bestimmen,  so,  dass  die  absolote  Bewegung  von  (CT) 
und  diejenige  von  {C)  gegen  den  Körper  (P)  beide  identisch  sind  der  Be- 
wegung eines  in  0  unterstützten  starren  Körpers,  welcher  keinerlei  beschleu- 
nigenden Kräften  unterworfen  ist  Die  invariable  Ebene  ist  für  die  erste 
Bewegung  die  Horizontalebene,  für  die  zweite  die  Ebene  senkrecht  der  Axe 
des  Körpers."  Die  Halph6n'sche  Ableitung  dürfte  sich  dabei,  wie  Dar- 
boux  vermuthet,  auf  die  Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen  stützen. 
Dagegen  unternahm  es  letztgenannter  Autor,  den  Jacobi'schen  Satz  aus 
den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  und  deren  ersten  Integralen  ele- 
mentar zu  beweisen,*^  und  insofern  man  diesem  umstände  Bedeutung  bei- 
misst,  wird  man  also  der  Darboux'schen  Beweismethode  den  Vorzug  geben 
müssen. 

Dieselbe  ist  in  ihrem  Aufbau  synthetischer  Natur,  indem  sie  sich  u.  A. 
anf  die  Eigenschaften  des  Centralellipsoids  beruft.  Im  Gregensatze  hierzu 
dürfte  nun  auch  der  Versuch  einer  rein  analytischen  Herleitung,  mit 
welcher  sich  die  nachfolgenden  Zeilen  beschäftigen  sollen ,  eine  gewisse  Be- 
rechtigung besitzen,  um  so  mehr,  als  schliesslich  die  darin  niedergelegte 
Methode  durch  Einführung  einer  geringeren  Anzahl  Bestimmungsgrössen  und 
durch  die  Verwendung  von  Determinanten  zu  rascherer  Aufstellung  der- 
jenigen Elemente  zu  führen  vermag,  welche  die  zwei  Bewegungen  um  den 
Schwerpunkt  aus  der  Bewegung  des  schweren  ümdrehungskörpers  entstehen 
zu  lassen  geeignet  sind. 

1. 

Bedeuten  für  einen  schweren  Bevolutionskörper,  welcher  um  einen  festen 
Punkt  0  seiner  Axe  rotirt, 
C  and  A  die  Haupttrfigheitsmomente  um  diese  Axe  e   und  um  eine  der 
unendlich  vielen  Hauptaxen  x\  y  des  Aequators  durch  0, 

*  Bedaction  der  Bewegung  etc.    Greuels  J.,  50.  Bd.  S.  111—126. 
**  Sur  le  mouvement  d*un  corpe  grave  de  r^volution,  suspendu  par  un  point 
deson  axe.     1065—1068. 

***  Sur  le  mon^ement  d'un  corps  pesant  de  rävolotion,  fix^  par  an  point  de 
wu  axe.    Joum.  des  mathämatiques  (4)  I,  p.  403  —  430.  ^  j 
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AM  das  Moment  der  Schwerkräfte,  d.  i.  das  Product  aas  dem  Gewichte 
des  Körpers  in  die  Entfernung  vom  Schwerpunkt  und  ünterstatz- 
nngsptinkt, 

t  die  Zeit, 

4p»  ^Qf  ^  ^'^  ^^^^  l&ngs  der  Hauptazen  x\  y\  8  gemessenen  Compo- 
nenten  des  zur  Bewegung  anregenden  Eräftepaares,  wodurch 

p^  q^  r  die  drei  iSngs  derselben  Azen  auftretenden  instantanen  Winkel- 
geschwindigkeiten werden  — 

so  lauten  die  Eul  er 'sehen  Differentialgleichungen  der  Bewegung 


dÄp 
dt 


=  {Ä-C)qr-ÄMb'\ 


1) 


^=^{C-Ä)rp  +  ÄMa\ 


dOr 

dt 


=  0    (r  =  n). 


Die  neun  Neigungscosinus  der  drei  rechtwinkligen  Hauptazen  x\  y\  f!  gegen 
ein  festes  orthogonales  Azensjstem  x^  y\  s'  des  Baumes,  dessen  jer- Aza  ver- 
tical  gerichtet  ist, 


X 

y 

e 

X 

a 

b 

c 

y 

a' 

h' 

c 

e 

a" 

V 

c 

sind  dabei  mit  den  Gomponenten  Py  q^r  durch  die  kinematischen  Relationen 
verknüpft 

da       ,„        ,r 


2) 


dt 
dT 
dt 
de' 
dt 


=:C  p  —  a   ff 

=  a  q  —  hp, 


und  gehorchen  unter  sich  den  (zweimal)  sechs  Relationen  der  orthogonalen 
Transformation. 

Aus   der  Combination  der  Gleichungen  1),  2)  mit  nachfolgender  Inte- 
gration ergeben  sich 

3)  Äpa'+Bqh''+  Orc'=  m, 

^(P'+«')  +  ft»*  =  2AMc'+  Ah\ 

worin  die  zwei  Constanten  der  BewegungsgrSsse  und  der  lebendigen  Kraft 
bezw.  AI  und  AK  gleich  gesetzt  worden  sind. 

Digitized  byCjOOQlC 


Von  Dr.  W.  Hess.  295 


Durch  Qaadriren  der  dritten  Gleichung  2)  folgt  weiter 


Ip     q\  '^\a"p  +  irq     p^  +  ^ 
und  durch  Benützung  der  Integralgleichungen  3) 


m-\ 


4)      f=/{2iifc-+v-^a-.-.,-{.-^;. 

2. 

Sind  analog  für  einen  rotirenden  starren  Körper,  welcher  keinerlei  be- 
schleunigenden ErSften  unterworfen  ist,  also  sich  beispielsweise  um  seinen 
Schwerpunkt  dreht, 

~>  ~9  -p  die  Trägheitsmomente  um  die  drei  Hauptaxen  x\  y\  b\ 

»,  X,  (f  die  Componenten  der  instantanen  Drehgeschwindigkeit  zur  Zeit  i 
bezüglich  derselben  Axen,  wodurch 

-rr->   Q^>  ^  die  Componenten    des   momentan  angreifenden  Erftftepaare 

A    B    r 

werden, 
80  besitzen  fttr  diese  Bewegungsart  die  Euler'schen  Gleichungen  die  fol- 
gende Form:  j    ^„       /j       jx 

Äd7=iB-rr*' 


\    d%      (l       1\ 

l      dQ  (l  1\ 


ff,  ^,  X   sind   auch   hier   wieder  mit  den  neun  Neigungscosinus  o,  ß,  y\' 
a,  jJ',  /;  «",  j8",  y"  der  Axen  x\  y\  z   gegen  ein  festes  System  af;  y;  x? 

verbunden  durch  die  Gleichungen 

j  " 

—  cr/Tp  — yx,       ...,       ..., 

5)  'Jt^'^  ^^^  ^'     • 

ay  »*        fff 

^r  =  «  X  —  p  «,     ...,     ... 

Das   erstere  System  ergiebt  für  sich  ohne  Weiteres  die  zwei  Integrale  der 
Bewegungsgrössen  und  der  lebendigen  Kraft 

A  ^ 

ferner  erscheinen  durch  Combination  der  beiden  Systeme  die  drei  Gleich- 
ungen 

Digitized  byCjOOQlC 


296  üeber  das  Jacobi'sche  Theorem  etc. 


X  -T-  a  =  oanst. , 
A 

Z  -r-  tt'  =  const. , 
A 

deren  Existenz  aussagt,  dass  das  Momentankräftepaar  für  die  ganze  Zeit- 
dauer der  Bewegung  inyariable  Grösse  und  Bichtung  besitze.  Wird  die 
letztere  als  feste  Axe  g  gewählt,  so  sind  die  beiden  ersten  rechtsseitigen 
Constanten werthe  Null,  w&hrend 


9f  Ä  />»/  Q  If 


wird.  Durch  Substitution  schreiben  sich  die  Integrale  der  Bewegungsgrösse 
und  der  lebendigen  Kraft  nunmehr 

^^  ZA«"»  =  z- 

In  denselben  ist  die  Constante  od  ganz  weggefallen  resp.  zu  I  geworden. 
Dies  hat  freilich  nichts  Wunderliches,  wenn  man  bedenkt,  dass  in  allen 
bisherigen  Entwickelungen  die  OrOssen  A,  B,  f  nur  im  Verhältnisse  auf- 
treten, so  dass  über  einen  Proportionalitätsfactor  od  noch  frei  yerfttgt  wer- 
den kann.    Wird  dieser  thatsftchlich  gleich  der  Einheit  angenommen,  so  sind 

7)  7cc=Aa",     x  =  B/J^,     9  =  ry", 

und  die  Euler 'sehen  Gleichungen  gewinnen  unter  Einftlhrung  von  t!\  ff\  y" 
als  abhängiger  Variabein  die  folgende  Form: 

^=(r-B)/'r, 

8)  ^  =  (A-n«"y", 

Für  einen  zweiten  um  seinen  Schwerpunkt  rotabeln  Körper  gelten 
natürlich  statt  der  Formeln  5)  bis  8)  Formeln  5')  bis  8^),  nur  in  anderen 
Constanten  und  Abhängigkeitsvariabeln  geschrieben.  Setzen  wir  fest,  dass 
alle  den  nunmehrigen  Fall  betreffenden  Daten  mit  deutschen  Buchstaben 
bezeichnet  werden  sollen ,  so  haben  wir  also  in  die  Yorstehenden  Gleichungs- 
systeme statt 


einzusetzen 

A,  B,   T;    «,  K,  95    X 

«,  »,  6;    p,   q,  r;     ^, 

und  statt 

nunmehr 

«1  Z',  y;    « >  /^,  /;    «\  ?\  /' 
a.  b,  c;     a',  l\  c';     a",  b",  c". 
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Die  Bewegung,  wie  sie  im  ersten  Abschnitte  charakterisirt  wurde,  ist 
zuerst  Yon  Lagrange  betrachtet  worden,  während  die  Bewegung  um  den 
Schwerpunkt ,  wie  bekannt ,  Seiten  P  o  i  n  s  o  t  's  Gegenstand  der  eingehendsten 
synthetischen  Behandlung  gewesen.  Darboux  bezeichnet  deshalb  kurz  die 
erstere  Bewegungsart  als  eine  Lag  ränge 'sehe,  die  letztere  als  eine  Poin- 
80 1 'sehe  Rotation.  . 

Soll  nun,  wie  das  Jacobi'sche  Theorem  in  der  Fassung,  die  ihm 
Halph6n  gegeben,  verlangt,  unsere  Lagrange 'sehe  Bewegung  {x\  y\  s\ 
—  Xyy^n)  des  §  1  durch  zwei  Poinsot'sche  Drehungen  ersetzbar  sein,  so 
muss  also  ein  System  rechtwinkliger  Axen,  |,  17,  ^  existiren,  dessen  Be- 
wegung gegen  unsere  Hauptaxen  t!^  y\  t'  bezw.  gegen  die  festen  Axen  x, 
y,  5  durch  die  Euler 'sehen  Gleichungen  5)  bis  8)  bezw.  5')  bis  8')  definirt 
sind,  während  die  aus  diesen  zwei  gleichzeitigen  Bewegungen  resultirende 
Bewegung  direct  durch  die  Gleichungen  1)  bis  4)  festgelegt  ist.  Das  heisst 
aber  nichts  Anderes,  als:  es  müssen  in  jedem  Augenblicke  die  Cosinus  der 
a,  5,  c  des  §  1  durch  die  Cosinus  der  a,  /?,  y  und  der  a,  b,  c  des  §  2  sich 
in  der  bekannten  Weise  ausdrücken  lassen: 

a  =  Zaa,    ac=Zaa',    o^ÄTaa", 
9)  6  =  I«'a,    5'=Iaa',    6"=Iaa", 

Z/f  f  y^      99     t  U  ^.      ff    ft 

a  a,    c  =  Za  a,     c  =Za  a  . 

Sollen  aber  diese  Beziehungen  in  jedem  Zeitpunkte  t  erfüllt  sein,  so  muss 
sich  auch  darstellen 

de"      -  ffda"  ,  -  ,f  da" 

Setzt  man  in  die  neun  auf  solche  Weise  entstehenden  Differentialgleichungen 
fELr  die  Differentialquotienten  die  Werthe  aus  den  Formeln  2),  5)  und  5') 
ein,  80  folgen  die  neun  Relationen 


dt'' 
dt  ' 

iL 

dt  '' 


\p 

f9 

c 

r 

3 


9 

= 

P  Q  R 

9»    099        f9 

«  p   y 
a'  h"  e" 

de' 

'   dt~ 

ah' 
P  9 

= 

99    ey*       9f 

a    p   Y 
a    b'  c' 

de 

•  dt'" 

a  h 
P  9 

= 

P  Q  R 

99      o9f         99 

a    ß    y 
a    b    c 

a" 
P 

=3 

P  Q  R 

a"  i"  t" 

♦         •      • 

■       •       . 

• 

.    .    .    ., 

.   .  . 

•    • 

• 

; 

P 

Q 

Ä 

a 

ß 

y 

a" 

b" 

c" 

in  welchen 

10)  p-««P,     q-x  =  C,     x  —  Q='R 

gesetzt  wurde.     Aus  dem  yorstehenden  Gleichungssystem  erhält  man  aber, 
wenn  man  bedenkt,  dass  die  auftretenden  Cosinus  werthe  den  Relationen  der 
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OrthogonalitSt  gehorchen  müssen,   durch  Qnadriren  und  Addiren  die  leicht 
verständlichen  Identitäten 

LafjBachBt. 
idt  Jindex 

und  hieraus  durch  Vergleichung 

11)  TaP^q,    TaP^Hap, 

TaP^p,     TaP^Tap, 
wobei  die  Summationen  sich  diesmal  selbstverständlich  auf  die  Buchstaben 
beziehen. 

Diese  Gleichungen  sagen  aus,  dass  bezüglich  des  Hilfssjstems  £,  17,  t 
P,  Q,  /?  die  Componenten  der  resultirenden  Drehung  sind,  durch  welche 
das  System  x\  y\  fi  in  einer  Lagrange'schen  Bewegung  gegen  das  System 
^1  ^f  ^  geführt  wird. 

Die  Gleichungen  10)  aber  zeigen,  dass  Py  Q^  R  sich  additiv  zusam- 
mensetzen aus  den  um  dieselben  Axen  geschätzten  Poinsot'schen  Winkel- 
geschwindigkeiten 1.  p,  q,  r,  welche  g,  17,  £  gegen  x,  y,  0,  und  2.  »,  »,  ^, 
welche  S,  1?,  t  gegen  x\  y\  $  —  oder,  was  dasselbe  ist,  aus  den  Winkel- 
geschwindigkeiten — «,  —X,  —  ^,  welche  x\  y\  z  gegen  S,  17,  {  in  Be- 
wegung zu  setzen  geeignet  sind. 

4. 
Die  drei  Gleichungen  des  Systems  11), 

Ia'P=n,     Ia"P  =  Za'>,    IP«  =  I|?« 
lassen  sich  unter  Einführung  der  Differenzen  10),  sowie  der  Werthe  7),  7') 
zunächst  schreiben 

Ia"(3la"-Aa'')  =  ». 
Za"(3la"-A«')==«l>+2^"^  +  cw, 

und  durch  Benutzung  der  Integrale  6),  6')  und  3) 

Z(3la"-  Aa")»  =  2ilf  c'+  Ä'+  ^^^n«. 

Nun  ist  aber  der  Cosinus  c'  durch  die  letzte  Gleichung  9)  in  Function 
der  a\  a"  etc.  gegeben.     Setzt  man  noch  der  Einfachheit  halber 

^  Ä'+2Pn=Ä, 
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80  lassen  sich  also  die  vorstehenden  Oleichnngen  im  Verein  mit  den  eben 
erst  Terwendeten  Oleichnngen  7),  7')  in  folgendes  System  bringen: 
L   Z«'«    «1,  m.    Zo"»     =1, 

13)  V.   I«aV'=f»  +  x, 

VI.    Z(A  +  22?)«V«^-I, 
VIL   Zra'"  +  ZA»«'*-2Z(aA+lf)aV'=Ä. 
Die  Existenz  desselben  ist  also  die  Bedingung  der  Ersetzbarkeit  einer  La- 
grange'sehen  Botation  durch  zwei  Poinsot'sche  Rotationen. 

Sämmtliche  Oleichnngen  13)  sind  bezüglich  der  sechs  in  ihnen  enthal- 
tenen Cosinnswerthe   a\  (f\  y"\  d\  \l\  C  homogen  Yom  zweiten  Orade. 

Substitairen  wir  deshalb  ,,      ,   /, 

a  =A«  , 

14)  r=f*/5", 

c  =vy  , 

worin  die  1,  fi,  v  ganz  willkOrliche  Functionen  bedeuten,  so  erscheinen 
sieben  Oleichnngen,  in  welchen  ausser  den  Proportionalitftts^Eustoren  1,  fi,  v 
als  unbekannte  nur  mehr  noch  u'^^  jS'^',  /''  yorkommen.  SoUen  aber  be- 
züglich der  letzteren  die  Oleichnngen  vertrttglich  sein ,  so  müssen  die  Deter- 
minanten der  Coefficienten  von  o'^,  |f ,  /'^  in  je  yieren  dieser  Oleichnngen 
verschwinden.  Es  resultiren  folglich  vier  Bedingungsgleichungen,  welche 
ausser  iL,  fi,  v  nur  Constante  erhalten,  mithin 

sind  die  Proportionalitfttsfactoren  1»  fi,  v  constante  OrOssen. 

Dieser  Satz,  dessen  Existenz  in  der  Darboux'schen  Arbeit  in  nicht 
nfther  bezeichneter  Weise  aus  dem  Verhalten  der  Form  der  letzten  Oleich- 
ung  13)  im  Unendlichen  gefolgert  wurde,  iSsst  sich  also,  wie  wir  gesehen, 
elementar  ganz  einfach  beweisen. 

Wenn  nun,  so  schliessen  wir  weiter,  i,  fi,  v  Constante  bedeuten,  so 
müssen,  damit  a^^  jT'^  y'^  nicht  constant  werden,  schon  in  je  dreien  der 
Oleichnngen  13)  die  Determinanten  der  Coefficienten  verschwinden  —  und 
nicht  nur  diese  Determinanten,  sondern  auch  jene,  welche  bei  der  Bestim- 
mung von  a^,  /f*,  /''  im  Zfthler  auftreten  würden.  Nun  zieht  freilich  das 
Verschwinden  der  Nennerdeterminante  und  einer  der  ZShlerdeterminanten 
das  Nullwerden  der  beiden  anderen  Zählerdeterminanten  nach  sich«  Es 
bleiben  folglich  für  jedes  Oleichungstripel  nur  zwei  unabhängige  Beding- 
ungsgleichungen bestehen,  und  da  wir  fünf  verschiedene  solcher  Tripel  aus 
dem  System  13)  bilden  können,  resultiren  zunächst  zehn  Bedingongsgleich- 
ungen  für  die  elf  Unbekannten: 

A,  B,  r,  x;    «,  »/6,  ^;    1,  m,  v. 
Da  aber  die  Integrale  6),  6^)  nur  zwei  der  Eni  er 'sehen  Oleichnngen  8), 
8^  ersetzen  kOnnen,  so  muss  noch  je  eine  der  letzteren  bestehen  bleiben, 
welche  nach  Substitution  der  Werthe  14)   mit  nachfolgender  Vergleichung 
die  noch  fehlende  elfte  Bedingungsgleichung  liefert 
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Die  Weiterbehandlung  des  Problems  wird  sich  von  nan  ab,  in  Aus- 
ftihmng  des  ausgesprochenen  Gedankenganges,  in  zwei  üntersnchnngen  theilen 
müssen.  Die  eine  nmfasst  die  Bedingungsgleichungen ,  welche  durch  das 
Verschwinden  der  Nennerdeterminanten  veranlasst  werden,  und  etwa  die 
durch  Comparation  der  Eul  er 'sehen  Gleichungen  erzielte  Relation,  im  Gan- 
zen also  sechs  Gleichungen ;  derselben  ist  der  §  5  gewidmet.  Die  andere 
Untersuchung  behandelt  sodann  die  weiteren  ftbif  Bedingungen ,  wie  sie  durch 
das  Null  werden  der  Zählerdeterminanten  erhalten  werden;  ihre  Resultate  sind 
im  §  6  aufgezeichnet,  während  §  7  die  endgiltigen  Folgerungen  zieht 

5. 

Setzen  wir  nach  Substitution  der  Werthe  14)  in  die  Gleichungen  13) 
die  Determinanten  der  Coefficienten  von  a"*,  /8"*,  y"*  Null ,  indem  wir  mit 
den  beiden  Gleichungen  I  und  II  jede  der  übrigen  der  Reihe  nach  combi- 
niren,  so  erscheinen  folgende  Bedingungsgleichungen: 

lX«(B-r)  =  0, 

iax«(B-r)=r.o, 

15)  I(A  +  25)MB-r)  =  0, 

I?lA(B-r)=0, 

i[A*+«n«-2x(«A+iif)](B-r)  =  o. 

Vergleichen  wir  weiterhin  die  durch  die  nämliche  Substitution  reducir- 
ten  Euler 'sehen  Gleichungen  8),  8^),  so  erscheinen  die  Relationen 

*=-B:rr''^» 

16)  ^=___vA, 

Xii. 


'       A-B 

Diese  erfüllen,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  zwei  ersten  Gleichungen 
15),  so  dass  unter  den  acht  angeschriebenen  Gleichungen  in  der  That  nur 
sechs  unabhängig  voneinander  sind;  sie  vereinfachen  weiterhin  die  letzte 
Gleichung  15),  so  dass  von  letzterem  System  die  drei  Gleichungen  übrig 
bleiben 

I(A  +  2J5)X(B-r)  =  0, 

17)  la^B-n^o, 

z(«A+-af)A(B-r)=-(A-B)(B-r)(r--A)=-^.A. 

worin  A  zur  Abkürzung  verwendet  ist. 

Aus   den   sechs  noch  bestehenden  Gleichungen  kann  man  nun  dnrch 
eines  der  Grössentripel 

ji,  fi,  v;   a,  ©,  6;  A,  B,  r 

jedes  der  beiden  anderen  darstellen.  Es  fragt  sich  nur,  welches  derselben 
man  auszeichnen  soll ,  um  es  durch  die  weiteren  Bedingungsgleichungen  des 
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nachfolgenden  Paragraphen  yöllig  zu  bestimmen.  In  der  citirten  Darbonx- 
sehen  Arbeit  sind  es  die  Orössen  A,  B,  f,  die  reciproken  Werthe  der  Haapt- 
trSgheitsmomente  für  die  Poinsot'sche  Bewegung»  weLche  die  Drehung  der 
Hauptaxen  oi^  y\  »'  des  rotirenden  ümdrehungskörpers  regulirt;  Tielleicht 
dürfte  es  sich  jedoch  im  Hinblick  auf  die  Kürze  der  Darstellung  empfehlen, 
die  Proportionalitfttsfactoren  1,  fi,  v  als  unabhfingig  zu  bevorzugen. 

Bestimmen  wir  deshalb  zuerst  die  Werthe  yon  %,  33,  (S  aus  den  übrigen! 

Dieselben  besitzen  die  Eigenschaft,  in  sämmtlichen  Gleichungen  16) 
und  17)  linear  aufzutretmi,  xuid  zwar,  da  die  erste  Gleichung  15)  unab- 
hfingig Yon  den  Relationen  16)  erfüllt  ist»  in  vier  verschiedenen  Gleichungen. 
£8  bestimmen  sich  demgemäss  nicht  nur  die  drei  fraglichen  Grössen  —  es 
bleibt  auch  noch  eine  blose  Beziehung  zwischen  A,  B,  f,  il,  fi,  v  bestehen: 

^^2  B-r' 


6v  = 


2  r-A 

M  Jl-u 


und 


2   A-B 

lX(B-r)  +  A  =  0. 
unter  dem  Einflüsse  der  letzteren  Gleichung  ergeben  sich  die  Differenzen- 
werthe 

ax  — ®^  =  B--A  u.  s.  w. 
oder  es  wird 

a[X  +  A=Sf*  +  Bc=6v  +  r. 
Natürlich  ist  dann  auch 

aA  +  A  +  2J?  =  »fi  +  B  +  2J?  =  6v  +  r+2Ä 

Sind  aber  diese  drei  Summen  wirklich  gleich,  so  ergiebt  die  Addition  der 
zweiten  und  dritten  Gleichung  15),  da  Z  Jl(B  — 0  =  —  ^  ^^  ^^^  Allgemein- 
heit des  Problems*  nicht  verschwinden  kann, 

«A  +  A  +  25  =  0, 

18)  »^  +  B  +  2J?  =  0, 

6v+r  +  2J?  =  0, 

während  die  von  9,  9,  (S  freien  Relationen  der  Systeme  15)  bezw.  16), 

17)  lauten 

ZJl«(B-r)  =  0, 

19)  ZX(B-r)  +  A  =  0, 
IAil(B-r)-2J?A  =  0. 

Mit  der  Aufstellung  dieser  sechs  übersichtlichen  Gleichungen  ist  die  Auf- 
gabe des  Paragraphen  im  Princip  gelöst. 


*  Diese  allein  ist  von  Interesse,  denn  Annahmen  von  Beziehungsgleichangen 
zwischen  den  elf  BeatimmungsgrÖBsen  setzen  Beziehungen  zwischen  den  Gonstanten 
der  Lagrange*Bchen  Bewegung  selbst  voraus.  ^  j 
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Man  könnte  zwar  noch  aus  den  Oleichnngen  19)  A,  B,  f  wirklich  durch 

A ,  fi ,  V  ausdrücken :  es  erschienen  für  jede  der  ersteren  drei  Grössen  ziem- 
lich einfache  quadratische  Gleichungen  (während  umgekehrt  die  i,  fi,  v  atis 
den  A,  B,  r  durch  lineare  Gleichungen  sich  darstellen  lassen).  Doch  scheint 
diese  Darstellung  verfrüht  und  in  gar  keiner  Weise  nothwendig«  Denn  da 
die  Constanten  n^  h^  l  der  Lag  rang  ersehen  Rotation  in  die  Untersuchung 
noch  nicht  eingetreten  sind,  kann  man  auch  noch  nicht  beurtheilen,  ob 
unter  Zuhilfenahme  dieser  Grössen  neben  A,  fi,  v  die  Darstellung  der  A, 

B,  r  nicht  eine  einfachere  wird.  Vorbereitend  wollen  wir  jedoch  einstweilen 
aus  19)  das  folgende  lineare,  wenn  auch  nicht  ganz  unabhängige  System 
ableiten : 

B(A+v)-r(A+M)  +  2£(v-^)  =  0, 

20)  r(^+A)-A(fi+v)  +  25(i-v)  =  0, 

A(v+fi)-B(v  +  A)  +  25(^-A)  =  0. 

6. 

In  diesem  Abschnitte  betrachten  wir,  wie  es  der  Schluss  des  §  4  Tor- 
schreibt,  die  Zählerdeterminanten,  welche  bei  der  Bestimmung  Ton  cT^  jT*, 
/'^  des  Systems  13)  erhalten  werden,  nachdem  man  die  Substitutionen  14) 
Yorgenonunen  hat  Und  zwar  combiniren  wir  dieses  Mal  am  besten  mit  den 
Gleichungen  I  und  III  die  übrigen ,  weil  die  Constanten  der  rechten  Seiten 
dieser  zwei  Gleichungen  speciell  gleich  1  sind«  Durch  Nullsetzen  der  De-^ 
terminanten  erhalten  wir  dann,  wenn  wir  als  Variable  etwa  fi,  v  auszeich- 
nen, der  Reihe  nach 

z(v«-fi«)+B(i-«v«)-r(i-fi«)«o, 
(«+z)(^*-f*»)  +  »^(i-v»)^6:v(i-^«)=o, 

21)  ^(v«-fi«)  +  S3fi«(l-v«)-€»*(l-f**)=-0, 

(^-Z)(v«-,i«)  +  (B+2J?)^(l-ir«)-(r+2JB)v(l-^«)«0, 

Ä(v*-fi»)  +  [(»f*-B)«-2Jff*](l-v«)-[(6t'-n«-2j£v](l-,i«)=0. 

Entsprechend  erscheinen  natürlich  zu  jeder  der  Yorstehenden  Gleich- 
ungen noch  zwei  andere,  in  A,  v  bezw.  ft,  l  geschrieben.  Jedes  solche 
Gleichungstripel  aber  lässt  durch  Addition  die  Identität  0  —  0  und  durch 
Elimination  der  betre£Eenden  Anfangsconstanten  die  nach  15)  verschwindende 
Goefficientendeterminante  erscheinen  —  so  dass  also  im  Ganzen  doch  nur 
fünf  unabhängige  Gleichungen  zur  Verfügung  stehen,  wie  es  sein  mu.i8. 

Addiren  wir  die  zwei  ersten  Gleichungen  21)  und  beachten  die  Be- 
ziehungen 18),  so  folgt  sofort 

22)  -2x+2J?+«  =  0 

und  analog  ergiebt  die  Addition  der  dritten  und  vierten  jener  Gleichungen 

23)  2^-Z  =  0. 

Hiermit  sind  die  Gonstanten  %  und  ^  der  Poinsot'schen  Bewegungen, 
welche  bekanntlich  die  Drehungsantheile  um  die  invariabeln  Axen  {$  nnd  g) 
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J^ Q 

feststellen,   dnrch  die  bekannten  Werthe  n,   2B  =  — - — n  und  l  der  La- 

grange'schen  Bewegung  in  der  denkbar  einfachsten  Weise  ausgedrückt. 
Die  DrehgrOsse  ^  ist  dabei  nicht  abhfingig  yon  den  Hanptträgheitsmomen- 
ten  A  und  C  der  letzteren  Bewegung,  sondern  einzig  und  allein  von  der 
ISngs  der  Verticalaxe  e  auftretenden  constanten  Componente  des  den  schweren 
ümdrehungskOrper  attaquirenden  MomentankrSftepaares. 

Andererseits  können  aber  auch  die  zwei  Bestimmnngsgrössen  %  und  1^ 
von  vornherein  aus  den  Gleichungen  21)  eliminirt  werden,  so  dass  noch 
folgende  drei  Gleichungen  bestehen  bleiben: 

24)  (»^-«B)^(l-v«)-(6v-r)v(l-^*)  =  Ufi*-v«)  +  25(,*-v)(l+fiy), 
(»fi-B)*(l-v»)-(6v-r)«(l-f»«)  =  Ä{f**-«^+2Jtf(M-v)(l+fiv). 

Sollen  dieselben  für  die  Differenzen  93fi  — B  und  Sv  — F  nebeneinander 
exlstiren  können ,  so  muss  die  Determinante  der  Coefficienten  und  der  Con- 
stanten verschwinden.  Hierdurch  ergiebt  sich  znnftchst  eine  neue  lineare 
Combination  der  genannten  Differenzen,  welche  dann  zusammen  mit  den 
zwei  ersten  Gleichungen  24)  eine  Disoriminante  liefert,  welche  von  33,  €» 
B,  r  frei  ist 

Die  letztere  schreibt  sich  nach  Vornahme  einiger  leichter  Vereinfach- 
ungen in  der  folgenden  symmetrischen  Form: 

li  +  v  I  +  f»  n(ii  +  v) 

l  +  (,w  ii  +  v  l(ii+v)  +  2B{l  +  iiv) 

n(ii  +  v)     l{(,+v)  +  2B{(,  +  v)     h{(,+  v)  +  2M{l  +  tiv) 


=  0. 


Setzt 


^  +  '*''.  =  A. 


fA  +  V 

so  resultirt  hieraus  die  Gleichung  dritten  Grades 

25)  (2JlfA«  +  Ä-n«)(l-A«)-p+(25-«)A]«  =  0. 

Dieselbe  wSre  auch  erhalten  worden,  wenn  man,  statt  a priori  bei  Aufstel- 
lung der  Belationen  21)  (i  und  v  auszuzeichnen,  eines  der  Werthepaare  v,  k; 
1,  fi  gewfthlt  hStte.     Die  drei  Werthe  für  die  Unbekannte  sind  also  resp. 


26)  M  = 


fi+V 

1  +  vl 


v  +  i 


Nun  aber  besitzt  die  Gleichung  25)  genau  dieselbe  Form   wie  der 

Null  gesetzte  Badicand  der  Gleichung  4) ,  wenn  man  in  letzteren  die  Werthe 
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aus  den  Abkürzungen  12)  substituirt: 

(2ilfc'  +  Ä-n«)(l-O-p+(25-w)c'7  =  0. 
Diese  Gleichung  stimmt  mit  der  obigen  identisch  überein,   sobald  c"=A 
gesetzt  wird ,  und  besitzt  bekanntlich  drei  reelle  Wnrzelwerthe ,  so  dass  wir 
den  bemerkenswerthen  Satz  .yerzeichnen : 

Die  Yon  uns  eingeführten  Bestimmungsgrössen  A,  M,  N, 
welche  sich  in  einfacher  Weise  aus  den  Yerh&ltnisswerthen  l, 
fi,  V  der  Winkelgeschwindigkeitscomponenten  der  zwei  Poin- 
sot'schen  Rotationen  zusammensetzen  [26)],  sind  nichts  Ande- 
res, als  die  drei  Parameterwerthe,  welche  in  der  Lagrange- 
schen Bewegung  die  Nutation  o'' der  Axe  des  Ümdrehungsk5r- 
pers  gegen  die  Verticale  bestimmen,  und  als  solche  alle  drei 
reell. 

7. 
Nachdem  in  den  beiden  Torhergehenden  Paragraphen  von  den  elf  su 
bestimmenden  Grössen  des  §  4  bereits  %  und  1^  durch  die  Gleichungen  22) 
und  23)  gegeben  sind  und  A,  M,  N  als  bekannte  Wurzehi  einer  cubischen 
Gleichung  —  und  somit,  wenn  man  will,  auch  A,  ft,  v  —  gefunden  er- 
scheinen, erübrigt  es  im  Folgenden  nur  noch,  die  sechs  übrigen  Grössen 

A,  B,  F;     «,  ®.  6 
alle  durch  Elemente  der  Lag  rang  ersehen  Rotation  darzustellen. 

Dieselben  sind  freilich  zunSchst  durch  die  Gleichungssjsteme  18),  19) 
mit  den  Grössen  A,  fi,  v  imd  nicht  mit  A,  M,  N  yerbunden;  sie  würden 
sich  auch,  wenn  man  aus  dem  Zusammenhange  26)  der  letzteren  Gröesen- 
tripel  etwa  A,  fA,  v  durch  Auflösung  quadratischer  Gleichungen  in  Functio- 
nen Yon  A,  M,  N  aufstellen  wollte,,  in  keiner  einfachen  Gestdt  mehr 
präsentiren. 

Wir   können  aber  glücklicherweise,   durch  die   eigenartige  Form   der 
Ausdrücke  26)  veranlasst,  jedwedes  Wurzelzeichen  vermeiden. 
Setzen  wir  nämlich 

As=co^^A', 
*27)  fA=^ootgM\    A'-hM'+N'=2Q, 

so  ergiebt  sich  nach  den  elementaren  Regeln  der  Trigonometrie  aus  26)  das 

28)  (i^cotg{Q-M), 

v  =  co^(Q-N'). 
Substituirt  man   den  Werth  21)  für  %  in  die  erste  Gleichung  22),  so 
erscheint  eine  Gleichung,  welche  ausser  B  und  f  nur  die  Grössen  A,  ^,  y 
als  Variable  enthält  und  also  mit  der  ersten  Gleichung  20)  zusammen  B,  F 
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in  linearer  Darstellung  liefert,  nnd  hiermit,  nach  ^em  Princip  der  cjklischen 
Vertauschung,  auch  A.     Es  werden 

29)  B(l  +  Xfi  +  fiv  +  vA)  +  25(l-,*«)  +  (B+j)(^+v)(fi  +  il)  =  0, 

r(l  +  X^  +  ^v  +  vA)  +  2-B(l-i;«)  +  (-B  +  |)(v  +  X)(v+^)==0, 

Formeln,  welche  sich  durch  die  trigonometrischen  Substitutionen  28)  noch 
mannigfach  yereinfachen  lassen.  Mit  A,  B,  f  sind  aber  auch  die  Grössen 
%,  93,  S  linear  durch  die  Gleichungen  18)  mitbestimmt.  Es  schreiben  sich 
die  letzteren  speciell  in  il,  fi,  v  ausgedrückt: 

(«X  +  25)(l  +  X^  +  (»v+i;;i)-25(l-X«)-(j?+|^)(A+f*)(Jl+v)=0, 

30)  (S^  +  2B)(l  +  X^  +  ^v  +  vX)-25(l-fi«)-(j?  +  -^)(^+v)(^+l)  =  0, 

(6v+25)(l4-ifi  +  ^v  +  v;i)-2J5(l-v«)-(j5+|^)(v+l)(v+^)  =  0. 

Mit  der  nunmehr  vOllig  durchgeführten  Bestimmung  der  elf  Elemente 
der  zwei  Poinsot'schen  Rotationen,  x»  ^»  ^>  f^i  ^i  A>  B,  f;  X»  93,  €  ist 
das  Jscobi'sche  Theorem  bewiesen. 


ZeltMlirifl  1  M«tbam«tik  n.  Physik  XXXIII,  5. 
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XZI.  Bemerkungen  m  Schmid's  Hittheilnng:  „XTeber  das  Oesets 
der  Veränderlichkeit  der  Schwere  etc.",  8. 188  dieses  Bandes. 

In  seiner  Mittheilung  beweist  Herr  Theodor  Schmid  den  Satz,  dass 
auf  der  Oberfläche  eines  Jacobi'schen  dreiaxigen  Gleichgewichtsellipsoides 
die  Schwere  proportional  sei  den  Abschnitten  der  Normalen  durch  die  drei 
Hauptebenen.  Dieser  Satz  ist  nicht  neu.  Derselbe  findet  sich  schon  in 
meinen  Schriften:  ^lieber  die  Oleichgewichtsfiguren  homogener,  freier  roti- 
render  Flüssigkeiten.  Kiel  1857",  S.  40  (34)  und  (38);  und  ^ Neue  Unter- 
suchungen über  frei  rotirende  Flüssigkeiten  im  Zustande  des  Gleichgewichts. 
(Kieler  Üniv.-Chron.)  Einladungsschrift  zur  Feier  des  Geburtstages  König 
Friedrich  VII.     1859^  S.  31  (33)  und  (35).* 

Die  dort  aufgestellten  Relationen  für  die  Schwere  P  sind 

1)  P^A^^B^^C"^. 

'  a  h  c 

^  Ä      a*npjt     Vnx%     (?n»y 

Da  die  angeführten  Schriften  wenig  bekannt  sein  dürften,  so  will  ich 
noch  ein  paar  andere  bemerkenswerthe  Sfttze  aus  denselben  mittheilen,  welche 
sich  ebenfalls  auf  die  Veränderlichkeit  der  Schwere  auf  dem  Jaco hinsehen 
EUipsoide  und  innerhalb  desselben  beziehen.  Unter  Schwere  ist  hier,  wie 
auch  in  dem  Aufsatze  Yon  Schmid  die  Resultante  der  absoluten  Massen- 
anziehung und  der  Schwungkraft  zu  yerstehen.  Für  die  äusserste  Niveau- 
fläche  ist 
4)  Rr  =  Xx  +  Yy  +  Z0=^Aa^Bh=:'Cc, 

wo  R  die  nach  der  Richtung  des  Centrums  oder  der  Rad.  yect.  r  eines 
Punktes  geschätzte  Schwere,  J.,  B  und  C  die  Schwerkräfte  an  den  drei 
Polen  bezeichnen.  Die  Gleichungen  1)  bis  4),  welche  ebenfalls  ftlr  die 
inneren  Niyeauflächen  gelten,  führen,  wie  in  den  Abhandlungen  gezeigt  ist, 
zu  weiteren  Sätzen  über  die  isodynamischen  (Isobaren)  Curven  und  Flächen 
des  Jacobi'schen  Ellipsoids.  (S.  32  [1859].)  Nimmt  man  nämlich  Pcon- 
stant  gleich  mJ.  an,  wo  m  von  Fläche  zu  Fläche  yariabel  ist,  so  ist  die 
allgemeine  Gleichung  der  isubaren  Flächen 

*  Man  yergl.  auch  Bd.  16  dieser  Zeitschrift,  S.  290. 
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5^  g'a?»      aV     aU^  _ 

d«  h.  die  isodynamischen  Flttchen  sind  concentrische  ellipsoidische  Flächen 
im  Innern  der  Masse,  deren  Halbaxen  sich  verhalten  wie  die  Quadrate  der 
Halbaxen  des  Hauptellipsoids  oder  wie  die  drei  Normalen  irgend  eines 
Pnnktes  einer  Niveaufiftche.  Verzeichnet  man  die  Durchschnittscurven  dieser 
Flftchen  anf  der  Oberflftche  des  Jacobi 'sehen  Ellipsoides 

ß>  ?+$+$=»' 

so  erhftlt  man  ihre  isobaren  Curven.  Ist  a<2»<e|  also  2  a  die  Rotations- 
axe  (Ivory),  so  wird 

nach  Elimination  yon  0 


7^  J^^^     ,    (c«^&«)aV_ 

nach  Elimination  von  y 


nach  Elimination  von  x 


9) 


Nun  ist  anf  der  Oberfläche  (7<mJ.<4  oder  a<cm<e  and  m<l; 
mithin  sind  die  Projectionen  der  Isobaren  auf  die  a;jf- Ebene,  d.  i.  die  Ebene 
der  kleinsten  und  mittleren  Axe,  concentrische  Ellipsen;  die  Projectionen 
anf  die  o;«- Ebene,  d.  i.  die  Ebene  der  kleinsten  und  grOssten  Axe,  concen- 
trische Hyperbeln  und  die  Projectionen  auf  yir- Ebene,  d.  i.  die  Ebene  der 
mittleren  nnd  grOssten  Axe,  concentrische  Ellipsen.  Ist  die  Gleichgewichts, 
fignr  ein  Rotationsellipsoid,  also  c==5,  a<15y  so  gehen  die  beiden  ersten 
Gleichungen  in  Parallelen,  die  dritte  in  £[reise  Aber.  Es  sind  die  Projec- 
tionen der  Breitenkreise  anf  einen  Meridian  nnd  die  Aeqaatorialebene. 

Rostock,  17.  Juli  1888.  Ludwig  Matthibssbm. 


XXn.  XTeber  rechtwinklige  nnd  gleichseitige  Dreieoke,  welche 
einem  Kegelschnitt  einbesohrieben  sind. 

I. 

Es  ist  folgender  Satz  allgemein  bekannt: 

Liegt  der  Scheitel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  auf  einem  Kegel- 
schnitt C,  und  ist  dasselbe  dem  Kegelschnitt  einbeschrieben,  so  gehen 
die  Hypotenusen  jiB  aller  rechtwinkligen  Dreiecke,  welche  denselben 
Scheitel  G  haben»  durch  einen  Punkt  P  auf  der  Normale  des  Kegelschnitts 
C^  in  C.  r-  T 
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Hieran  kann  man  nun  die  Frage  reihen: 

Welches  ist  der  Ort  des  Punktes  P,  falls  der  Scheitel  C 
alle  möglichen  Lagen  auf  C^  einnimmt? 

Sei  nun  zunftchst  irgend  eine  Sehne  AB  dea  Kegelschnitts  gezogen 
und  über  derselben  als  Durchmesser  ein  Ki'eis  beschrieben ,  so  bat  derselbe 
mit  C  noch  zwei  weitere  Punkte  C  gemein.  Die  Normalen  in  diesen 
Punkten  C^  bestimmen  nun  zwei  Punkte  P  auf  AB^  oder  AB  hB,i  mit  der 
Ortscurye  P  zwei  Punkte  gemein.*  Soll  nun  AB  Tangente  der  Ortscurve 
sein,  so  müssen  beide  auf  ihr  gelegene  Punkte  P  zusammenfallen.  Dann 
ist  dies  jedoch  auch  mit  den  Punkten  C  auf  C  der  Fall.  Nun  wird  jedoch 
PG  zur  gemeinschafÜichen  Normale  des  Kreises  und  des  Kegelschnitts  CT*, 
oder  P  ist  jetzt  Halbirungspunkt  von  AB*  Hiermit  haben  wir  jedoch  die 
Aufgabe  auf  die  andere  zurückgeführt: 

Es  soll  der  Ort  der  Mittelpunkte  derjenigen  Kreise  be- 
stimmt werden,  welche  einen  Kegelschnitt  berühren  und  nebst- 
dem  Yon  demselben  noch  im  Durchmesser  geschnitten  werden, 
oder  auch,  es  soll  der  Ort  des  letzte^ren  Durchmessers  bestimmt 
werden. 

n. 

Zur  weiteren  Behandlung  dieser  Fragen  dient  folgender  (von  uns  in 
Grunert's  Archiy)  gegebener  Satz: 

Beschreiben  wir  um  einen  Pol  P  mit  irgend  einem  Halb- 
messer einen  Kreis,  so  hat  derselbe  mit  dem  Kegelschnitt 

irgend  vier  Punkte  A^  £,  C,  2>  gemein,  welche  einen  Punkt  S 
zum  Schwerpunkt  haben,  der  sich  nicht  ändert,  wenn  der  Halb- 
messer des  Kreises  grösser  oder  kleiner  wird.  Sind  (p,  9)  die 
Coordinaten  des  Mittelpunktes  P,  so  sind  die  des  Punktes  8  gegeben  dnreh: 
^        a^p  h^g 

Berührt  jedoch  der  Kreis  um  P  den  Kegelschnitt  in  C^  und  hat  mit  dem- 
selben die  Endpunkte  AB  eines  Kreisdurchmessers  gemein,  so  ist  iS^der  Hal- 
birungspunkt von  PO.  Sind  jedoch  {ißiff^)  die  Coordinaten  des  Punktes  C, 
so  folgt  hieraus: 

aji  =  25--p  =  ^5— ^p   und   y,  =  2i,-j  =  -^j^g. 

Da  letzterer  Punkt  C  jedoch  auf  C  gelegen  ist,  so  folgt  daraus  als  Gleich- 
ung des  Punktes  P:  «        «       y  •     »«v  • 

a«^6«      Va«+fcV 

*  Schon  hieraus  können  wir  schliessen,  dass  die  Ortscurve  ein  Kegelschnitt 
sein  wird,  und  könnten  uns  damit  begnügen,  dessen  Axen  su  bestimmen. 
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Weiter  erhalten  wir  noch  die  Relation: 

5.  —  —  :?.. 

Vi  Ü 

Dies  gieht  den  Satz: 

Der  Ort  des  Punktes  P  ist  ein  Kegelschnitt  fthnlich  dem 
gegebenen  und  zwar  bilden  die  Geraden,  welche  den  Mittel- 
punkt des  Kegelschnitts  mit  den  Punkten  P  und  C  verbinden, 
mit  den  Axen  gleiche  Winkel.  (Vergl.  Steiner,  Ges.  Werke,  Bd.  II 
S.332.)     Und: 

Soll  ein  Kreis  K^  einen  Kegelschnitt  berühren  und  nebstdem  yon  dem- 
selben im  Durchmesser  geschnitten  werden,  so  ist  der  Ort  des  Mittelpunkts 
des  Kreises  und  ebenso  der  Ort  des  genannten  Durchmessers  dieselbe  Curye. 

Setzen  wir  umgekehrt  die  Werthe  yon  p  und  q  in  diese  Ortsgleichung 
ein,  80  erhalten  wir  aus 

als  Gleichung  des  Ortes  des  Schwerpunktes  8\ 

Oder:  ^  "  ««  +  &»      (««+**)*-"• 

Der  Ort  des  Punktes  8  ist  ebenfalls  ein  Kegelschnitt. 

EDL 

Ist  ferner  der  Kegelschnitt  eine  Parabel 

y«  =  2aa?, 
80  erhalten  wir  für  den  Schwerpunkt  8  der  Punkte,  welche  ein  Kreis  um 
den  Mittelpunkt  P  (mit  den  Coordinaten  jp,  $)  mit  der  Parabel  gemein  hat, 

die  Coordinaten 

5  =  (p-a),     1?=:0, 
also  fdr  den  Punkt  C 

den  Ort:  .      ^ 

g«  =  2aCp-2a). 

d.  h.  eine  Parabel.     Dies  giebt: 

Ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  Peben* 
falls  eine  Parabel. 

IT. 

Wenn  femer  P  der  Mittelpunkt  eines  gleichseitigen  Dreiecks  ABO  ist, 
so  hat  der  Umkreis  des  Dreiecks  ABC  mit  dem  Kegelschnitt  noch  einen 
vierten  Punkt  2>  gemein.  Ist  nun  8  der  Schwerpunkt  der  yier  Punkte  Aj 
B,  C,  D,  so  liegt  derselbe  auf  BD  und  zwar  so,  dass  F8=^\BD  ist. 
Hieraus  erhalten  wir  jedoch  für  die  Coordinaten  des  Punktes  2)  aus  denen 
der  Punkte  P (=/>«)  und  Ä(=S,iy)  die  Werthe: 

a:,  =  4|-3;>  =  ^-^,-^j|,,    ^^  =  4^-3,  =  -^-^,-^,. 
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Da  jedoch  Punkt  D  auf  dem  Kegelechnitt  C^  gelegen  ist,  folgt  hieraus  als 
Gleichung  des  Ortes  des  Punktes  P: 

-i         +         ^         -v«  -0). 
Dies  giebt  uns: 

Der  Ort  des  Mittelpunktes  aller  gleichseitigen  Dreiecke, 
welche  einem  Kegelschnitt  C*  einbeschrieben  sind,  ist  ein 
Kegelschnitt. 

Ist  der  Kegelschnitt  C*  insbesondere  eine  gleichseitige  Hyperbel,  also 
a'-l-^'^^O,  so  wird  die  Gleichung  des  Ortes: 

Daraus  folgt: 

Beschreiben  wir  mit  einem  Durchmesser  einer  gleichseiti- 
gen Hyperbel  um  den  einen  Endpunkt  einen  Kreis,  so  bestimmt 
derselbe  ausser  dem  andern  Endpunkt  des  Durchmessers  noch 
drei  weitere  Punkte  auf  der  Hyperbel,  welche  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  sind.* 

Ist  femer  der  Asymptotenwinkel  der  Hyperbel  120^,  so  wird  der  Ort: 

d.  h.  ein  Paar  gerader  Linien  parallel  der  Nebenaze,  welche  die  AbstSnde 
des  Mittelpunktes  von  den  Scheiteln  der  Hyperbel  halbiren.  Hieraus  folgt 
insbesondere  noch  der  Satz: 

Sind  J.,  Ä^  die  Scheitel  einer  Hyperbel,  mit  einem  Asympto- 
tenwinkel =  120^  und  ist  M  deren  Mittelpunkt,  und  beschrei- 
ben wir  durch  einen  der  Scheitel,  etwa  A^  und  denjenigen 
Brennpunkt  JF'j  derselben,  der  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
des  Mittelpunkts  gelegen  ist,  einen  Kreis,  so  bestimmt  derselbe 
auf  der  Hyperbel  noch  drei  weitere  Punkte,  welche  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  sind. 

Ist  dagegen  der  Asymptoten winkel  der  Hyperbel  =60^,  so  folgt  ans 
der  Gleichung  des  Orts  für  dessen  Mittelpunkt  ein  Paar  imaginärer  Geraden, 
welche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  x*Axe  gehen.  Auch  hier  ist 
jeder  Hyperbelpunkt  Ecke  eines  solchen  Dreiecks ,  von  dem  zwei  Seiten  den 
Asymptoten  parallel  sind,  während  die  dritte  Ecke  auf  ^<»  fKllt.  Daraus  folgt: 

Einem  gleichseitigen  Dreieck  lässt  sich  keine  eigentliche 
Hyperbel  umschreiben,  deren  Asymptotenwinkel  =60®  ist 

Fragen  wir  ebenso  nach  dem  Ort  des  Punktes  8,  so  erhalten  wir  aas 


dessen  Gleichung: 


^^IJ—uPf     n^ 


V^'     '*—     a«_5S 


*  Diesen  Satz,  sowie  den  Satz,  dass  fOr  den  Fall  der  Parabel  die  OrtBcorre 
ebenfalls  eine  Parabel  ist,  haben  wir  ebenfalls  in  Qrunert's  Archiv  bereits  früher 
bewiesen. 
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r -u +  »?* i5 =  1  y 


also  ebenfalls  ein  Kegelschnitt;  oder: 

Der   Ort    des    Schwerpunktes   8   ist   ebenfalls    ein   Kegel- 
schnitt. 

Weingarten  (Württemberg).  B.  Spobbb. 


XXm  Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  mit  oomplezem  Hodnl. 

Herr  Dr.  W.  Heymann  theilt  im  „Journal  für  Mathematik*'*  eine 
Formel  für  das  obengenannte  Integral  mit,  die  er  bei  Untersuchungen  über 
AbeTsche  Transcendenten  gefunden  habe.  Da  ich  mich  zuflQlig  mit  dem- 
selben Gegenstande  beschäftigt  hatte  und  zu  einer  der  seiillgen  sehr  fthn- 
liehen  Formel  gelangt  war,  setzte  ich  Herrn  Dr.  Hey  mann  von  derselben 
und  ihrer  Ableitung  in  Kenntniss ,  und  auf  seine  Anregung  hin  erlaube  ich 
mir  nun,  die  letztere  hier  folgen  zu  lassen. 

Das  Integral: 

1)  /=/, ^^■.=^. 

0 
worin  X  reell,  positiv  und  <1,  a  and   ß  reell  sein  sollen,  ist  in  einen 
reellen  nnd  einen  rein  imagin&ren  Theil  zu  zerlegen.   Zu  dem  Ende  setze  ich: 

2)  , ^ -  =  U+  »7, 

wobei  U  und  V  reelle  OrSssen  bedeuten  sollen,  und  z.  A.: 

3)  l-a«»  =  ^,    ßa^='B. 
Dum  ist; 

l  =  {U*-V*  +  2iUV){Ä-Bi) 
nnd  hieraus  sehr  leicht: 

iÄ*+B*){U*-Y^  =  Ä,    {Ä*+B*)UT^^B, 
so  dass  UV  Am  Zeichen  von  ß  hat.    Dann  ist  weiter: 


daher: 


{U\*     2ä  U 
\VJ       B   7"°  ' 


folglich: 

F«= 

U     Ä  + 

r 

tj/A*- 
B 

f-B" 

S  = 

4) 

Ä  +  sVA^  +  B* 

-A  +  tfA^  +  B* 

2(A*  +  B^ 

D 

*  Bd.  103  S.  87 
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Da  nnn  U  und  F  reell,  also  U^  nnd  V^  positiv  Bein  müssen,  so  mnss  in 
diesen  Formeln  €=:-|-l  genommen  and  später  ^^1^+-^^  ^  positive  Grösse 
bestimmt  werden.     Ich  führe  nun  statt  x  die  variable  Grösse  v  mittels  der 
Gleichung: 
5)  .i«  +  5«  =  (l-«iC^«+/5V  =  (t;ic«-l)« 

ein,  woraus  sich  nach  Fortlassung  des  Factors  m?  ergiebt: 

7^  «^(^)^     Q(t>-«)'  +  P'  . 

da  V  mit  wachsendem  (positiTem)  x  abnimmt  and,  far«  =  oo,  v*'=efl  +  ^ 
wird,  so  ist,  wenn  ich  v  von  oo  an  abnehmen  lasse,  während  x  von  0  an 
wScfast,  stets  w 

,;«_««_|S»>0. 

Dem  Anschein  nach  könnte  ich  auch  v  von  u  an  abnehmen  lassen ,  doch  ist 
dies  ans  spSter  anzugebendem  Grande  nnthonlich.  —  Non  ist  nach  5)  und  6): 


8)      f^+B^=\,_:>Z^    und  ^  =  l-«a^=^_^_^, 
daher  ist  nach  4)  (mit  €c=-fl): 

also,  wenn  +1  wieder  durch  c  bezeichnet  wird: 

(f-«)'  +  /J*  (v-ay  +  ß* 

Ans  6)  und  7)  folgt  noch: 

also  wird: 

10)   j-/(^+*'^'^«'^t  /  (t>-«  +  »/?)dt> 

J        /r^  ^^2(<;-a)(»»-«''-|J«)(t;»-a»-/5»-2(»-«)) 

0  « 

Setze  ich  /3  =  0,  so  wird  ans  6): 

2 

und  hiermit  nach  10): 

X 

dx 


'-fw^ 


X^{\-ax^) 
0 

Der  Vergleich  mit  1)  zeigt,  dass  c  =  +1  zu  nehmen  ist^^ 

Digitized  by  VjOOQIC 


Kleinere  Mittheflungen.  313 

Hfttten  wir  v  Ton  a  an  abnehmen  lassen ,  wobei  a^+ß^-^t^  positiv 
gewesen  wftre,  so  würden  wir  zn  dem  Widersprach  gelangt  sein,  dass  für 
ß  =  0  der  reelle  TheU  des  Integrals  verschwände. 

Ist  a?>»l,  so  ist  ganz  ebenso: 


11)  ^ 


/p 


dx 


^(a^-l)(l-(«+^i)a^) 

V 

dv 


■^)(«*+^+2(«-«)-t;»J 

Für  «  =  1  ist  f;=l  +  ^(l-a)«+|S». 

In   gleicher  Behandlungsweise  ist  für  das  Integral  zweiter  Gattung, 
wenn  die  Grenzen  x^  nnd  Oq,  x^  und  v^  einander  entsprechen: 


y\-{a  +  ßi)3?dx 


p    

«0 


/(v-ay+ß\ {V''a-iß)dv 

Königsberg,  Juli  1888.  Loüis  Saalschütz. 


XXiV.  Hote  über  das  elliptlBohe  Integral  mit  oomplezem  Hodnl. 

Im  XXXni.  Jahrg.  dieser  Zeitschrift,  S.  51  (vergl.  auch  Journal  f.  d. 
reine  u.  angew.  Mathematik,  Bd.  103)  habe  ich  die  Formel 
u 

/' du 

v> 

^  1   /i a+wy^)dw 

0 
wobei  u  und  «^  verbunden  sind  durch 

mitgetheüi 

Herr  Prof.  L.  Saalschütz  machte  mich  nun  brieflich  darauf  aufmerk- 
sam, dass  sich  meine  Entwickelnng  für  ^=0  nicht  unmittelbar  als 
reell  erweist,  und  daher  möchte  ich  mir  erlauben,  noch  einmal  kurz  auf 
den  Gegenstand  zurückzukommen.  ^  j 
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Der  beregte  üebelstand  Iftsst  sich  ohne  Weiteres  beseitigen,  wenn  maji 
in   obige  Entwickelung  an  Stelle  von  io  eine  neue  Veränderliche  v  mittels 

v^ 

10^    7 

einführt     Die  so  verbesserte  Formel  lautet: 
u 

du 


1) 


J  V{l-u'){l-{e+fy-l)u') 
0 

{v+fy-i)dv 


1^  /•  («+ 


.f^)(v*  +  2{e-l)v-r) 

V 

wobei  u  nnd  v  verbunden  sind  durch 

und  diese  gilt  nun  auch,  wenn  f  yerschwindet. 

Für  die  obere  Grenze  t^^  hat  man  den  Werth  oo  zu  wählen;   so  lange 
f  Yon  0  verschieden  ist,  dürfte  t;,  auch  gleich  0  gesetzt  werden. 

Will  man  die  Formel  auf  ihre  Richtigkeit  prüfen ,  so  ertheile  man  ihrer 

linken  Seite  die  Form 

0 


'(1) 


u 
und  entnehme  aus  2) 


jPy     1_        iv»+P)dv 


y2  yv^{v*+2ev-r) 

Nach  Einführung   dieser  Ausdrücke  entsteht  die  rechte  Seite  von  1)   un- 

WOLDEHAR   HeTMANN. 


XXV.  XTeber  die  Coefflcienten  der  Kagelfanctionen  einer  Verftnderliehen. 

Die  w**  Kugelfanction  einer  Veränderlichen  x  wird  gewöhnlich  durch 
folgenden  Ausdruck  wiedergegeben: 


1)  p-(.,)^l'3.5...(2ft-l)r         n{n-l) 
i)  f  W^       1.2.3...«       L        2(2n-l)'^ 


n(n-l){n-2){n-3) 
■2.4.(2«-l){2n-3) 
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Herr  6.  Baner*  in  Manchen  hat  nan  bemerkt,  dase  die  Goefficienten 
der  verschiedenen  Potenzen  von  x  in  der  Eugelfnnction  P*{x)y  wenn  sie 
auf  die  kleinste  Benennung  gebracht  sind,  im  Nenner  nnr  Potenzen  von  2 
enthalten. 

Es  mnss  also  möglich  sein,  die  Eugelfanction  dnrch  einen  solchen 
Ansdnick  wiederzugeben,  dass  diese  Eigenschaft  sofort  in  die  Augen  springt. 
Dieses  soll  im  Folgenden  geschehen,  und  dabei  wird  sich  zeigen,  dass  die 
neue  Darstellung  vor  der  gewöhnlichen  den  Vortheil  grösserer  Durchsich- 
tigkeit hat. 

Der  Zahlenfactor  des  allgemeinen  (r*^)  Gliedes,  mit  dem  sf*~^^  mul* 
tiplicirt  ist,  heisst 

1.3.5...(2n-l)    ft(fi-l),..(n-2r  +  l) 

1.2.3...W        '2.4.6...(2r).(2n-l)(2n-3)...(2n-2r  +  l)" 
Dieser  Ausdruck  geht  durch  Kürzung  mit 

[(2fi-l)(2n-3)...(2n-2r+l)].[n(fi-l)...(n-r  +  l)] 
in  folgenden  über: 

1.3.5...(2n--2r-l)  (n-r)(n--r--l)  ...(n-2r  +  l) 
1.2.3...  (fi-r)       '  2M.2.3...r  ' 

nnd  dieser  durch  Erweiterung  mit  2.4.6...(2fi  — 2r)  in 

1.2.3...  (2n-2r)       (n--r)(<i--r-l)  ...(n--2r  +  l) 
2—^  [1.2.3. ..(fi-r)J«*  2M.2.3...r 

1    /2w-2r\  /fi-r\ 
^2^\  n^f  )\   r   ;• 
Die  eingeklammerten  Ausdrücke  bedeuten  Binomialcoefficienten  und  sind 
daher  bekanntlich  ganze  Zahlen.     Der  neue  Ausdruck  f&r  die  n^  Kugel- 
function  heisst  somit 

2)     i"w=i-2(-«-C:=r')("7')-'-'. 

n  fi  — 1 

worin  r  von  0  bis  -^  bez.  — p—  geht 

Es  sind  daher  nicht  erst,  wie  Heine  a.  a.  0.  behauptet,  die  Goeffi- 
cienten von  4".P"(fl5),  sondern  schon  diejenigen  von  2".P"(a?)  ganze  Zahlen. 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  2)  gelingt  auch  sehr  rasch  der  Beweis  des 
wichtigen  Satzes,  dass 

3)  ^(*»-l)-  =  2«.JI(«).P-(*), 

worin  J7(»)  die  Ganss'sche  Abkflrzung  fttr  1.2.3...n  ist.    Nämlich 

-7T("'-2(-')'-(r)-f":")-'-"- 

b^Google 


*  S.  Heine,  Handbuch  der  Eugelfunctionen,  Bd.  1,  2.  Aufl.,  S.  14, 
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Der  Vergleich  dieses  Ausdruckes  mit  2)  und  3)  zeigt,    dass  der  Beweis 
erbracht  ist,  wenn  es  gelingt, 

fn\   /2n-.2r\   .     /2i»-2r\  fn''r\ 
[r)i      n      j-(n-rJ-(    r    ) 

ttberzufOhren.     Dieses  ist  aber  leicht  zu  bewerkstelligen;  denn 
w(n-l)...(n-r+l)  [(2n-2r).(2n-2r-l) ...  (n-r+l)].f(n-r)(n-r-l)  ...(n-2f+lil 


1.2...r  [1.2...(«-r)][(n-r+l)...(w-l)«) 

(2«-2r)(2w-2f-l)  ...  (n-r+1)  (n-r)(n-f-l) ...  (w-2r+l) 

1.2...(«-r)  ■  1.2...r 

/«-r\   /2ft-2r\  ' 

\    r    )'\  n-T  y  ^'^'^•^' 

Augsburg.  Dr.  W.  Bbaun. 

XX VL  Ueber  das  „harmoniBCh- geometrische  Hittel*'. 

Sind  a;,  y  irgend  zwei  Z^hlgrössen,  so  nennt  man  bekanntlich  ihr  har- 
monisches Mittel  die  Grösse  x^^  welche  aus  ihnen  nach  der  Gleichung 

2       11.  2xy 

—  =r — 1-— .  oder  aji  =  — ~- 
x^       X      y  ^     x+y 

gebildet  ist     Bezeichnet  man  femer  das  geometrische  Mittel  von  x  und  y 
mit  y^y  so  betrachten  wir  folgende  Reihe  von  Grössenpaaren : 

2xy  .— 

^1==    x+y    '  vi^y^y^ 


Ebenso  wie  bei  dem  Algorithmus  des  arithmetisch -geometrischen  Mittelfi 
kann  man  beweisen,  dass  sich  —  bei  passender  Pixirung  der  Wurzelwerthe 
—  fUr  reelle  und  complexe  x  und  y  x^  und  y^  stets  einer  und  derselben 
Grenze  M{x,y)  nähern ,  welche  man  füglich  als  das  harmonisch -geo- 
metrische Mittel  von  x  und  y  bezeichnen  kann.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
dass  diese  Grenze  sich  in  höchst  einfacher  Weise  durch  das  arithmetisch- 
geometrische Mittel  M{x,  y)  ausdrückt.     Es  ist  nSmlich 

•      «+»^^'    ^'~  x-{-y    \  2   ) 


y  =:rT-r*» 
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wenn  wir  mit  x^  y\  x\  y'  u.  8.  w.  die  aus  dem  Algorithmus  des  arith- 
metisch-geometrischen  Mittels  entspringenden  Grössen  bezeichnen.  Hier- 
nach ist  , —  , , — . 

^2\/xy    2xy    Jiyxy2}/xy    ,. 

^*       x+y    x  +  y        x+y    x  +  yj  ' 

.       2j/^^/-rT    _2y^y2V^  ,. 

Vi  ^=  — ; —  K  *  y     =^  — \ ~i — '"  *  » 

'*      x-\-y  '     '  x+y   x+y 


also  ist 

Ffihrt  man  nnn 


_  2}/xy  2yxy        2/a!«--'>y"-"  .„ 
'^~  x+y_  x+y_"'  g('-'J+y<;-'>      ' 
_2Vxy2}/xy'        2K'«<'-"y<'-» 


/,= 


ein,  so  ist 

Bezeichnen  wir  dieses  unendliche  Product,  das,  wenn  |^|<ly  also  auch, 
wenn  erst  ein  bestimmtes  |fy|<l,  durch  passende  Fizirung  der  Werthe  der 
folgenden  U  stets  zu  einem  convergenten  gemacht  werden  kann,  mit^,  so 
ist  (vergl.  Heft  3  S.  133) 

wenn  wir  uns  derselben  Bezeichnungen  wie  in  unserer  Notiz  über  das  arith- 
metisch-geometrische Mittel  bedienen.     Nun  ist 

sonach 

dlogB        2t  dlogM(l+t,l-t) 

dt     '"l-<«"'"  dt 

J^(«y)  =  j^|-j  oder  M{xy)M{xy)==xy. 

Das  geometrische  Mittel  aus  dem  arithmetisch -geometrischen  und  dem  har- 
monisch-geometrischen Mittel  Ton  x  und  y  ist  also  gleich  dem  geometri- 
schen Mittel  aus  x  und  y.  f^  ] 
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Es  genügt  hiemaoh  Jlf(l  +  ^  1  —  ^)  der  homogenen  linearen  Differen- 
tifilgleichQng:  ^  .  J+^  ^  .  _3+<^    _^ 

oder,  wenn  t^^fi  gesetzt  wird, 


ßfw  1       dw         3+T        _^ 

ej,«  ■*"t(1-t)  dt  ■*"4t(1-t)«*^"" 


Man   h&tte  übrigens   noch   einfacher  zu  dem  vorstehend  auseinander- 
gesetzten  Resultat  gelangen  können;  wir  haben  den  hier  angegebenen  Weg 

1  — <• 
gewählt,  weil  uns  die  dabei  auftretende  Transcendente  Jg=--g.^  \^t\ 

einigelt  Interesse  darzubieten  schien. 

Berlin,  December  1887.  Theodob  Lohrstbin, 

Gand.  math. 

XXVIL  Berichtigiing. 

Auf  S.  130,  in  der  Mitte  etwa,  heisst  es: 

„Bildet  man  unter  dieser  Einschränkung,   welche  offenbar  zur 
Folge  hat,  dass  x\  y'  innerhalb  des  durch  den  Nullpunkt  und  die 
Punkte  X  und  y  in  der  Zahlenebene  gebildeten  Dreiecks  liegen  etc.* 
Dies  ist  nicht  allgemein  richtig,  es  muss  vielmehr  heissen: 

, Bildet  man  unter  dieser  Einschränkung,  welche  offenbar  zur 
Folge  hat,   dass  x\  y   innerhalb  desjenigen  der  beiden  durch  den 

Nullpunkt,  d^i  Punkt  x  und  den  Funkt  ^y  (wo  p>0  angenom- 

men    ist)    gebildeten  Ereissectbren   liegt,    dessen  Oeffnungswinkel 
<fc  ist  etc." 
Femer  muss  es  auf  8. 136  an  Stelle  von  „JE?=  F(—  i,  i,  1,  f*)"  heiasen: 

,je;=|-i^(-4,1,  i,fr. 

Berlin,  Juli  1888.  Theodor  Lohkstein, 


0*iHLin«th. 


ZXVnL  Ein  Interferemversnoh  mit  swei  schwingenden  Saiten. 

Zwei  gleich  lange  und  gleich  stark  gespannte  Seidenschnüre  werden 
durch  je  eine  Zinke  einer  elektrischen  Stimmgabel  erregt.  Jede  der  beiden 
Seidenschnüre  theilt  sich  in  n  durch  Knotenpunkte  getrennte  Schwingungs- 
bäuche,  wenn  jede  derselben  bei  der  herrschenden  Spannung  und  der  ge- 
wählten  Länge  n-mal  langsamer  schwingt  als  die  Stimmgabel.  Bei  der 
Beleuchtung  mittels  einer  vom  Verfasser  construirten  intermittirenden  Lampe 
erscheinen  die  beiden  Seidenschnüre  als  zwei  Wellenzüge,  welche  um  eine 
halbe  Wellenlänge  gegeneinander  verschoben  sind,  so  dass  einem  Wellen- 
berge in  der  einen  Seidenschnur  ein  Wellenthal  in  der  zweiten  gegenüber- 
steht.   Diese  transversalen  Schwingungen  werden  vom  Verfasser  in  der  Weise 
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zur  Interferenz  gebracht,  dass  um  zwei  gegenüberstehende  Schwingungs- 
bSache  ein  Seidenfaden  einmal  geschlungen  und  sanft  zusammengezogen 
wird.  Die  von  den  beiden  Zinken  der  Stimmgabel  ausgehenden  Wellenzüge 
vernichten  sich  in  der  Fadenschlinge  und  die  Schnüre  jenseits  der  Schlinge, 
als  auch  die  beiden  Hälften  des  Fadens  bleiben  in  Buhe.  Dagegen  wird  die 
schwingende  Bewegung  ungehindert  durch  die  Schlinge  fortgepflanzt,  wenn 
durch  dieselbe  blos  eine  Seidenschnur  hindurchgeht,  in  welchem  Falle  auch 
der  geschlungene  Faden  selbst  in  schwingende  Bewegung  geräth  und  in 
mehrere  durch  Knotenpunkte  getrennte  Schwingungsbäuche  sich  theilt» 
Prag.  Prof.  Dr.  Püluj. 

(Aus  den  Sitzungsber.  d.  Wiener  Akademie.) 


BeHeke'sche  phflosopUsche  PreisanfKabe. 


Die  philosophische  Facultftt  der  Universität  Göttingen  stellt  für  das 
Jahr  1891  folgende  Aufgabe: 

„Die  fundamentale  Bedeutung  des  Entropiegesetzes  für  die  Theorie 
aller  derjenigen  physikalischen  und  chemischen  Erscheinungen,  welche  mit 
einer  Production  oder  Absorption  von  Wärme  verbunden  sind,  ist  in  den 
letzten  Jahrzehnten  mehr  und  mehr  hervorgetreten;  es  ist  insbesondere  auch 
bei  den  Bearbeitungen  des  Energiegesetzes,  welche  durch  die  Beneke'sche 
Preisaufgabe  von  1884  veranlasst  worden  sind,  zur  Geltung  gekommen, 
dass  das  Energiegesetz  des  Entropiegesetzes  als  wesentlicher  Ergänzung  be- 
darf. Gleichzeitig  sind  die  Arbeiten,  welche  die  Begründung  des  Entropie- 
gesetzes durch  die  allgemeinen  Principien  der  Mechanik  zum  Ziele  haben, 
in  neuester  Zeit  wesentlich  fortgeschritten.  Eine  zusammenfassende 
Darstellung  der  sämmtlichen  mit  dem  Entropiegesetz  zusam- 
menhängenden Fragen  erscheint  daher  zur  Zeit  besonders  wünschens- 
werth. 

Eine  solche  Darstellung  würde  einmal  die  Entwickelung  der  empiri- 
schen Beweise  des  Entropiegesetzes  zu  geben  haben,  im  Anschlüsse  an  eine 
eingehende  Beproduction  und  Würdigung  der  C am o tischen  Arbeiten;  sie 
würde  ferner  die  Untersuchungen,  die  sich  auf  den  Zusammenhang  des 
Entropiegesetzes  mit  den  allgemeinen  Principien  der  Mechanik  beziehen, 
nicht  nur  historisch,  sondern  auch  kritisch  besprechen  müssen;  sie  sollte 
endlich  einen  umfassenden  Bericht  über  die  sämmtlichen  Anwendungen  ent- 
halten, welche  das  Entropiegesetz  bisher  auf  die  Theorie  physikalischer  und 
chemischer  Processe  gefunden  hat.^ 

Bewerbungsschriften  sind  in  deutscher,  lateinischer,  französischer  oder 
englischer  Sprache  mit  einem  versiegelten  Brief,  der  den  Namen,   Stand 
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und  Wohnort  des  Verfassers  enthält  und  durch  den  gleichen  Spruch  wie 
die  Bewerbungsschrift  bezeichnet  ist,  bis  zum  31.  August  1890  an  die 
philosophische  Facult&t  zu  OOttingen  einzusenden. 

Die  Zuerkennung  der  Preise  erfolgt  am  11.  Mttrz  1891,  dem  Geburts- 
tage des  Stifters,  in  öffentlicher  Sitzung  der  philosophischen  Facultftt. 

Der  erste  Preis  betragt  1700  Mark,  der  zweite  680  Mark. 

Die  gekrönten  Arbeiten  bleiben  unbeschränktes  Eigenthum  der  Ver- 
fasser. 

Das  Titelblatt  einer  Bewerbungsschrifi  muss  auch  *die  Bezeichnung  der 
Adresse  enthalten,  an  welche  die  Schrift,  falls  sie  nicht  preiswürdig  be- 
funden wird,  zurückzusenden  ist. 

Die  Preisaufgaben,  für  welche  die  Bewerbungsschriften  bis  zum 
31.  August  1888  und  bis  zum  31.  August  1889  einzusenden  sind, 
finden  sich  beziehungsweise  im  Jahrgang  1886  Nr.  8  und  1887  Nr.  5  der 
Nachrichten  der  Eönigl.  Qesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 

Göttingen,  1.  April  1888. 
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Ueber  die  Bewegung  von  Ketten  in  Curven« 

Von 

Prof.  F.  August 

ip  BttUn. 


]•  Die  allgemeine  LOsnng  des  Problems  der  Bewegung  einer  Kette 
unter  dem  Einfluss  bekannter  Kräfte  ist  bisher  noch  nicht  gelungen.  Es 
Ist  deshalb  von  Interesse,  gewisse  specielle  Fälle  einer  solchen  Bewegung 
ZQ  erforschen.  So  hat  man  namentlich  Rotationen  und  unendlich  kleine 
Schwingungen  genauer  untersucht. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  zu  prüfen,  unter  welchen  Bedingungen 
sich  eine  homogene  Kette  in  einer  Curve  bewegen  kann,  so  dass  also  jedes 
folgende  Element  in  die  Stelle  des  vorhergehenden  rflckt,  während  doch  im 
Allgemeinen  eine  Kette  bei  ihrer  Bewegung  eine  Fläche  beschreibt  Findet 
eine  Bewegung  der  bezeichneten  Art  statt,  so  kOnnen  wir  die  Cunre,  auf 
welcher  sie  vor  sich  geht,  als  Bahn  der  Kette  bezeichnen. 

Wir  nehmen  zur  Masseneinheit  die  Masse  der  Längeneinheit  der  Kette 
und  bezeichnen  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Elements  ds  mit  «,  ^,  t^ 
die  Axencomponenten  der  äusseren  Kraft  Pds  mit  XdSj  Yda^  Zda. 
(Wir  werden  hierbei  in  der  Folge  des  kürzeren  Ausdrucks  wegen  den  Factor 
ds  oft  weglassen ,  also  die  äusseren  Kräfte  durch  die  Beschleunigungen  dar- 
stellen, die  sie  hervorzubringen  streben.)  Die  Spannung  im  Punkte  xyg 
sei  jT.  Als  Ursache  der  Spannung  in  irgend  einem  Punkte ,  mit  Ausnahme 
der  beiden  Endpunkte,  ist  die  Wechselwirkung  zwischen  den  dort  zusam- 
menhängenden Theilen  der  Kette  anzusehen.  Wir  bezeichnen  sie  alsdann 
als  innere  Spannung.  In  den  Endpunkten  der  Kette  aber  muss  die 
Spannung,  sofern  sie  nicht  Null  ist,  durch  anderweitige  Ursachen  hervor- 
gebracht werden.  Dies  sind  die  äusseren  Spannungen  oder  Span- 
nungen in  den  Endpunkten.  Dieselben  sind  aber  von  den  übrigen 
äusseren  Kräften  gesondert  in  Rechnung  zu  stellen.  Wir  zählen  die  Span- 
nung positiv,  wenn  sie  eine  gegenseitige  Anziehung,  negativ,  wenn  sie  eine 
Abstossung  bedeutet. 

unter  den  gemachten  Annahmen  sind  die  Bewegungsgleichungen  eines 
Elementes  bei  jeder  beliebigen  Bewegung  der  Kette  bekanntlich ,  wenn  t  die 
Zeit  bedeutet,  ^  j 
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d?  =  ä7Fi+-^äii+^  °°*  ^'  Analogen, 
und  zwar  sind  die  Coordinaten  x^  Pf  0  der  Lage  des  Elementes  im  All- 
gemeinen Fonctionen  von  s  und  t  Sollen  sich  nnn  alle  Elemente  in  einer 
Bahn  bewegen,  und  denken  wir  uns  die  Coordinaten  x^  y^  b  eines  Punktes 
dieser  Bahn  als  Functionen  des  Bogens  c  dargestellt,  so  muss  c  fCir  einen 
bestimmten  Punkt  A  der  Kette  Function  von  t  allein  sein,  etwa  gleich  0^, 
für  einen  beliebigen  zweiten  Punkt  B  der  Kette,  der  von  A  den  Bogen- 
abstand  8  hat,  ist  dann  tf  =  0+«9  und  wenn  wir  einen  begrenzten  Bogen 
der  Kette  in  Betracht  ziehen,  haben  wir  für  s  a]ie  Werthe  zwischen  den 
Constanten  8^  und  8^  zuzulassen.  Da  also  x=^x{<s)^x{p^8)^  y  =  y{o) 
=  y(0+5),  ß  =  g{0)  =  z{^+8)  ist,   so  wird,   wenn  wir  die  Ableitungen 

dO  d^O'      dv 

nach   a  durch  Accente  bezeichnen  und  -rj  =  v ,  also  -r-^-  =  -=-  setzen ,   so 

ät  at^      dt 

dass  V  die  algebraische  Grösse  der  GeschwiDdigkeit,  -^  die  der  tangentialen 

Beschleunigung  der  ganzen  Kette  bedeutet: 

dx       ,      d^x        „      dx       ,       d?x       „  ^  .    ,dv 

und  analog  für  die  anderen  Coordinaten.    Die  drei  Bewegungsgleicbungen 
nehmen  somit  die  Form  an: 


I) 


Diese  Gleichungen  bilden  die  Grundlage  für  unsere  Untersuchung. 

2.  Wir  betrachten  zuerst  den  singulSren  Fall  der  geradlinigen  Be- 
wegung und  nehmen  als  d;-Axe  die  Bahn.  Dann  ist^  =  0,  ier  =  0,  x  =  0 
=  ^  +  5,  »  =  1,  a?"=0.  Mithin  folgt  aus  den  beiden  unteren  Gleichungen 
1)  T=iO  und  Z  =  0,  d.  h.  die  angreifenden  Kräfte  müssen  auch  in  die 
Richtung  der  A;-Axe  fallen,  wie  selbstverständlich.  Die  erste  Gleichung  I) 
aber  wird 

^^^  dt         d8        ^ 

Wenn   nun   die  Kraft  X ds  allein  von  der  Lage  abhängt,  so  können  wir 

setzen  X  =     ,       =  F\x) ,  so  dass  Fix)  d8  das  Potential  der  Kraft   be- 
ax 

deutet  -TT  ist  unabhängig  von  5,  da  alle  Punkte  der  Kette  gleiche  abso- 
lute Beschleunigung  haben.  Multipliciren  wir  die  Gleichung  II)  mit  ds  und 
integriren  zunächst  zwischen  8^  und  s^^  dann  zwischen  s^  und  s,  so  kommt 
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III) 


(s'8,)^^{T-T,)-^F{&^s)-F{9-^s,)=T-T,^F{x)-F{x,), 


dt 

Sind  nun  die  Spannungen  in  den  beiden  Endpunkten  beliebig  gegebene 
Functionen  von  t,  so  wird  die  Bewegung  bei  gegebenen  Anfangszustfinden 
durch  die  erste  dieser  Gleichungen  bestimmt  und  die  Spannung  T  im 
Punkte  B  durch  die  zweite. 

Ist  das  Kettenstück  frei,   so  sind  die  Spannungen  in  den  Endpunkten 
Null,  und  man  erhält  einfacher 


IV) 


(»-»i)y  =  -F(*+s)  -F(9+8,)  +  T. 


Durch  Elimination  von   ^-^  erhSlt  man   noch  für  die  Spannung  den  Aus- 

ar 
druck 

V)  T=^F{9+s,)  +  ^F{9  +  s,)-Fi9+s), 

welcher  nur  von  der  Lage  der  Kette  und  des  betrachteten  Elementes  ab- 
hängt 

Als   Beispiel  für  solche  Bewegung  eines   freien  Kettenstttckes  wählen 
wir  zunächst  a)  den  Fall,  dass  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden  sind. 

Alsdann  ist  Xe=0,  also  F  constant  und  -^7=0,  T«0,  d.  h.  die  Be- 
at 

wegung  ist  gleichförmig,  die  Spannung  Null. 

h)  Ist  zweitens  die  Kraft  constant,  etwa  X=-— ^,   so  können  wir 
setzen  F  =  — ^(^  +  5)  und  erhalten 

(««-«j)^  =  -^(«2-«i)  oder  ^=-^, 
und 

S^  ~~"  Ol  ö j        St 

Die  Bewegung  ist  gleichförmig  beschleunigt,  die  Beschleuni- 
gung —  g,  die  Spannung  ist  Null. 

c)   Ist  endlich   die  Kraft  eine  Anziehung  umgekehrt  proportional  dem 

Quadrat  der  Entfernung  vom  Anfangspunkte ,   also  X  = j  >  so  können 

X 

wir  setzen  JP=  —  =  — : —     Wir  wählen  ferner  5,  =  —  L   5«  =  +  ^,   d.  h. 

X      ^+s 

wir  nehmen  ^  zur  Abscisse  des  Mittelpunktes  einer  geradlinigen  freien  Kette 
von  der  Länge  2{,  so  ist 

ot^^      1.M  1    \      -22rZ     ;,       (P^  K 
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Hierdurch   ist  die  Bewegung  bestimmt.     Die  in  bekannter  Weise  auszu- 
führende  Integration  ergiebt,  wenn  für  ^  =  0  d  =  ^o  *"^^  v^^o  ^8*» 

mithin  ^ 


t 


ibhSngige  Variable 

V 


oder  auch,  wenn  man  v  als  unabhängige  Variable  wühlt, 


Für  die  Spannung  findet  man 

S,  Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Falle,  wo  die  Bahn  gekrümmt  ist 
Dann  sind  «',  y,  /  die  Richtungscosinus  der  Tangente,  q  =   -/-^ —     ^        ,,-■ 

K*  +y  +' 

der  Krümmungsradius,  d?''^,  y^g^  sl'g  die  Bichtungscosinus  der  Hanptnor- 
male,  (yV— /y')^,  (5V— »V)^,  (fl?y— ya?")^  die  der  Binormale ,  und  es 
ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  I)  in  bekannter  Weise  die  Gleichungen 

dv     dT      V  .,  V  ,,  «,  , 

(t;«-r)  =  (Za5"+ry"+ZO^*, 
0  =  Z(yV'-/y")+  r(5V'-a?V')  +  Z(rc'y''-yV'), 
Nennen  wir  «,  /S,  7^  die  drei  Winkel,  welche  die  Angriffslinie  Ton  P 
mit  der  Tangente,  der  Hauptnormale  und  der  Binormale  der  Bahn  bildet, 
so  können  diese  Gleichungen  geschrieben  werden 


VI) 


dv     dT      ^ 
di'^Ts^^'^''^ 

Q 

O^Peosy. 


Die  letzte  dieser  Gleichungen  sagt  aus,  dass  die  Angriffslinie  der  Krall  P, 
wenn  diese  nicht  Null  ist,  in  die  Schmiegungsebene  der  Bahn  üallen  mnss. 

In  diesem  Falle  wird  /Sss  -^  —  er,  und  die  beiden  anderen  Gleichungen  kOonen 
geschrieben  werden: 
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VI)  _  —  -_-= /)eo5«,    ^Psinuy 

ät         OS  Q 

oder  auch,  wenn  wir  den  Ejümmnngswinkel  mit  x  bezeichnen, 

^d8==Pco8a.ds  +  dT,    —ds^Psina.ds+Tdx. 
at  Q 

Soll  sich  also  eine  Kette  in  einer  Curve  bewegeni  so   ist 

die   Schwungkraft  —ds  zusammengesetzt  aus  der  Normalcom- 

9 
ponente  der  äusseren  Kraft  Psinads  und  der  Componente  Tdlr, 

beide  in  der  Richtung  der  Hauptnormale  wirkend.     Die  Tan- 

gentialkraft  jrds  ist  zusammengesetzt  aus  der  Tangentialcom- 

ponente  der  äusseren  Kraft  Fcosads  und  dem  Differential  der 
Spannung. 

Auch  hier  betrachten  wir  zuerst  den  Fall,  dass  keine  äusseren 
Kräfte  vorhanden  sind.  Dann  ist  die  dritte  der  Gleichungen  VI)  durch 
jede  Curre  identisch  erfüllt,  und  die  beiden  anderen  werden 

dt      ds 

Da  V  unabhängig  von  5  ist,  so  ist,  wie  die  zweite  dieser  Gleichungen  zeigt, 

dT 
auch  T  unabhängig  yon  s,  also  ist  -^—  =  0,  mithin  nach  der  ersten  Gleich- 

dv 
ung  auch  tt=0,  d.  h.  v  constant  »c,  T^c*,  ebenfalls  constant. 

Hat  also  eine  Kette,  auf  welche  keine  äusseren  Kräfte 
wirken,  die  Gestalt  einer  bis  auf  die  zweiten  Ableitungen  ste- 
tigen, sonst  aber  beliebigen  Curve,  und  ertheilt  man  jedem 
Element  dieselbe  absolute  Geschwindigkeit  e  in  der  Richtung 
der  Tangente,  so  bewegt  sich  die  Kette  mit  dieser  Geschwin- 
digkeit in  der  Curve  weiter,  und  die  Spannung  ist  überall 
gleich  c*.  Ist  die  Kette  geschlossen,  so  hat  man  weiter  keine 
Susseren  Spannungen  anzubringen;  handelt  es  sich  aber  um 
eine  begrenzte  offene  Kette,  so  muss  in  beiden  Endpunkten 
die  Spannung  von  der  Grösse  (?  durch  passende  Vorrichtungen 
erhalten  werden. 

Würde  z.  B.  eine  Kette  von  einer  Rolle  mit  constanter  Geschwindigkeit 
abgerollt  und  auf  eine  andere  Rolle  mit  gleicher  Geschwindigkeit  aufgerollt, 
so  würde,  falls  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  der  freie  Theil  immer  dieselbe 
Gestalt  behalten  können,  da  die  Spannungen  in  beiden  Endpunkten  durch 
die  Reibung  entwickelt  werden  könnten. 

Wenn  die  äusseren  Kräfte  nach  Grösse  und  Richtung  constant  sind,  so 
ist  die  relative  Bewegung  um  den  Schwerpunkt  dieselbe,  wie  wenn  keine 
äusseren  Kräfte  vorhanden  wären.  Dies  ist  z.  B.  bei  der  Schwerkraft  der 
Fall,    wenn  g   als   constant   angenommen   wird.     Eine    geschlossene 
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schwere  Kette  kann  also  so  geworfen  werden,  dass  der  Schwer- 
punkt eine  Parabel  beschreibt,  und  die  Kette  sich  selbst  rela- 
tiv gegen  den  Schwerpunkt  mit  irgend  einer  constanten  Ge- 
schwindigkeit c  in  der  durch  die  Anfangslage  bestimmten 
Curve  bewegt. 

4.  Wir  gehen  nun  zu  dem  Falle  über,  dass  äussere  Kräfte  vorhanden 
sind.  Dann  muss  die  Curve,  wie  wir  gesehen  haben,  so  bescha£fen  sein, 
dass  die  Angriffslinie  der  äusseren  Kraft  für  jedes  Element  in  die  Schmie- 
gungsebene  fällt     Ausserdem  müssen  die  beiden  Bedingungen  erfüllt  sein 

VI')  ^-.l^^pcos«,     v^-T=QP$ina. 

ät      CS 

Es  ist  nun  ein  wesentlicher  Unterschied  vorhanden,  je  nachdem  die 
äusseren  Kräfte  nur  von  der  Lage  des  Elementes  abhängen,  wie  z.  6. 
Schwerkraft,  Gravitation  u.  dergl.,  vielleicht  auch  von  der  Richtung  der 
Tangente  und  Hauptnormale  der  Bahn,  wie  dies  der  Fall  ist,  wenn  die 
Kette  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  festen  Fläche  oder  Curve  zu  bewegen, 
—  oder  ob  sie  ausserdem  die  Zeit  enthalten.  Wir  beschränken  uns  im  Fol- 
genden auf  die  zuerst  genannten  Fälle  und  nehmen  zunächst  an,  dass  die 
Kette  im  Baume  frei  beweglich  ist. 

Bei  jeder  wirklichen  Bewegung  können  wir  dann  Qy  Psina  und  Peosut 
als  Functionen  von  a  =  s  +  ^  ansehen,  und  wenn  wir  die  Ableitungen  nach  a 
wieder  durch  Accente  bezeichnen,  so  folgt  durch  partielles  Differenziren  der 
zweiten  Gleichung  VI')  nach  s 

Mithin  wird  die  erste  Gleichung  VI") 

VII)  ^=P(?05a-[^P«ma]'. 

dv 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  —  ist  unabhängig  von  5,   also  auch  die 

rechte.  Mithin  kann  die  rechte  Seite,  da  sie  8  nur  in  der  Verbindung 
s  +  ^ssa  enthält,  auch  nicht  abhängig  von  (j  sein,  also  sind  beide  Sei- 
ten constant,  und  wir  können,  indem  wir  diese  Constante  mit  h  bezeich- 
nen, diese  zweite  Gleichung  durch  zwei  Gleichungen  ersetzen.    Es  ist  zunächst 

Vm)  Pco5a— [^P5i»a]'=l>. 

Durch  diese  Differentialgleichung  wird  bei  gegebener  Kraft  P  unter  Hinzu- 
nahme der  die  Schmiegungsebene  betreffenden  Bedingung  eine  Glasse  von 
Curven  bestimmt,  auf  denen  sich  die  Bewegung  vollziehen  kann.  Es  ist 
aber  auch 

Tr\  dv      df^ 

d.  h.:   die  Bewegung  ist  tangential  glei<^Jör^ipyi^^qW«ttöig*- 
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Die  Spannang  T  ergiebt  sich  schliesslich: 
X)  T^^v^-QPsincc. 

Umgekehrt  bewegt  sich  die  Kette  unter  dem  Einfluss  der  ge- 
gebenen Süsseren  Erftfte  in  jeder,  den  aufgestellten  Beding- 
ungen entsprechenden  Bahn  mit  der  tangentialen  Beschleu- 
nigung hj  Yorausgesetzt,  dass  die  Anfangszustilnde  und  die 
Spannungen  in  den  Endpunkten  ebenfalls  den  Bedingungen 
gemäss  bestimmt  werden. 

Unter  den  verschiedenen  Werthen  von  b  ist  der  Werth  6  =  0  beson- 
ders ausgezeichnet.  Auf  den  durch  sie  bestimmten  Curven  bewegt  sich  die 
Kette  bei  passend  gewählten  Anfangszuständen  und  unter  Aufrechterhaltung 
der  Spannungen  in  den  Enden  mit  beliebiger  constanter  Geschwin- 
digkeit. Da  diese  Geschwindigkeit  auch  Null  sein  kann,  so 
sind  diese  Curven  auch  die  Gleichgewichtslagen  der  Kette  fttr 
das  gegebene  Krttftesystem. 

Umgekehrt  stellt  jede  solche  Gleichgewichtslage  zugleich 
auch  die  Bahn  für  eine  mit  constanter  Geschwindigkeit  be- 
wegte Kette  dar. 

Fttr  die  weitere  Untersuchung  sind  nun  specielle  Annahmen  über  die 
gegebenen  Kräfte  erforderlich. 

5.  Wir  nehmen  zunächst  eine  nach  Grösse  und  Richtung  constante 
Kraft  an,  und  zwar  setzen  wir  Z  =  0,  r=— ^,  Zs=0  und  h=^ßg.  Dieser 
Fall  tritt  z.  B.  ein,  wenn  die  Schwerkraft  wirkt,  wie  wir  auch  der  kürzeren 
Ausdrucksweise  wegen  in  der  Folge  annehmen  wollen.  Da  die  Schmiegungs- 
ebene  parallel  der  y-Axe  sein  muss,  so  muss  die  Curve  ganz  in  eine  Ebene 
parallel  der  y-Ait  fallen,  und  bei  passender  Wahl  der  Axenrichtungen 
können   wir  diese  Ebene  selbst  als  xy-'EhQne  nehmen.    Bedeutet  femer  r 

den  Richtungswinkel  der  Tangente  gegen  die  a;-Axe,  seist  o  =  — (-^  +  T)t 

also  co5a=— ^nr,  sina^  —  cast^  und  die  Gleichung  VIII)  wird 

dg       28mx       ß 


gdv       cosx       eosx 
Nach  Ausführung  der  Integration  ergiebt  sich,  wenn  die  Integrations- 
constante  mit  Ä  bezeichnet  wird,  ^ 

^   h   n  +  smxy 

also 


XU) 


^      (fr    /I  +  WItV         ^^^(gr/l  +  rnry^ 
""    co8x^\\  —  smx}  ^  cosx\\  —  smx) 

l 
^    sinxdx  /l  +  sinx\* 

oasx^    \l  —  $inx/ 
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\1— sint/ 


Fflhren  wir  in  diese  Differentiale  die  Variable   tt  =  (i — -r-)    ein, 
wird 

dx  =  huP-^du,    dy  =  -|(«A-ttA-»)dtt,    ds=  |  («/»+«/»-») du. 

Wir  vählen  nun  den  Coordinatenanfang  in  dem  Punkte  der  Carve, 
fttr  welchen  t  =  0,  also  u=:l  ist,  und  zSUen  auch  die  Bogen  Ton  diesem 
Punkte  ans.     Dann  ergiebt  die  Integration 


XIII) 


'~2l   ß  +  l    ■•"    ^-1    J* 

1^—1      r 

Die  Brüche  von  der  Form  =  lu^^du  nehmen  fttr  y  =  0  die 

r      J 

0 
Form  yr-  an,  ergeben  aber  als  GrenzwerUi  den  Werth  des  Integrals,  näm- 
lich I»u,  80  dass  die  Formeln  XIII)  in  gewissem  Sinne  alle  Fälle  umfassen; 
indessen  kommen  in  folgenden  Fällen  logarithmische  Glieder  Tor:  ftkr  ^=0, 
wo  jT  =  AlfiM,  und  für  /S  =  +  1,  wo  das  erste  resp.  zweite  Glied  der  Klammer 
in  den  Ausdrücken  für  y  und  s  gleich  2»u  ist.  In  allen  anderen  Fällen 
sind  die  Ausdrücke  sämmtlich  algebraisch. 
Endlich  ergiebt  sich  noch 


XIV) 


p=A(^f+l).^-2 


und 


r=^+^(l±£»!^y=^+£*(«/.+.+«(.-i). 


Es  sind  somit  alle  in  Betracht  kommenden  Grössen  durch  u  ausgedrückt 
Es  hat  auch  keine  Schwierigkeit,  alle  Grössen  als  Functionen  von  %  dar- 
zustellen, worauf  wir  nicht  weiter  einzugehen  brauchen. 

üeber  die  (Jestalt  der  erhaltenen  Gurren  erkennt  man  Folgendes,  bt 
/3  =  0,  also  auch  die  Beschleunigung  h  gleich  Null,  so  hat  man  die  ge- 
wöhnliche Eettenlinie,  wie  dies  schon  aus  der  allgemeinen  Discussion  her* 
vorgeht.  Der  Coordinatenanfang  ist  der  Scheitel.  Wählt  man  die  Integia- 
tionsconstante  h  positiv,  so  ist  die  Kettenlinie  in  der  gewöhnlichen  Lage, 
mit  positiven  Ordinaten,  Für  negatives  "h  erscheint  statt  dessen  dieselbe 
Curve,  aber  um  die  Scheiteltangente  hemmgeklappt,  wie  sie  beim  Gleich- 
gewichtspoljgon  als  Drucklinie  bezeichnet  wird.  Während  aber  im  Falle 
des  Gleichgewichts  hier  die  Spannung  überall  negativ  ist,  kann  für  eine 
mit  hinlänglich  grosser  constanter  Geschwindigkeit  t;  «=  c  in  sich  selbst  be- 
wegte Kette  die  Spannung  für  eine  beliebige  Strecke  zu  beiden  Seiten  des 
Scheitels  positiv  gemacht  werden,  wie  dies  für  eine  praktische  Bealisirong 
der  Bewegung  mit  gewöhnlichen  Ketten  nöthig  ist, 
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Ist  h  yon  Null  versehieden,  so  wollen  wir  znuftchst  &,  also  auch  /?, 
and  h  als  positiv  annehmen.     Durchläuft  t  nun  alle  Werthe  von  Null  bis 

+  9*'  ^  8^^^  ^  ^^^  1  ^^s  +^f  ^i  y  ^^^  s  gehen  von  Null  bis  +oo, 

die  Curre  geht  also  ohne  Asymptote  (parabolisch)  parallel  der  y-Axe  ins 
positiv  unendliche.     Durchläuft  andererseits  t  rückwärts  die  Werthe  von 

Null  bis  -^0-9  so  geht  u  von  1  bis  Null,  x  von  Null  bis  -— -x--    Doch  sind 

^  P 

hierbei  zwei  PäUe  zu  unterscheiden.    Ist  nämlich  /3  <  1,  also  h<igy  so  wird 

y  positiv  und  8  negativ  unendlich  (ftlr  ß=^l  logarithmisch,  sonst  alge- 
braisch).    Die  Curve  hat  alsdann,  rückwärts  verfolgt ^  die  Gerade  rc=: — - 

n  P 

rar  Asymptote.     Die   Spannung  wird   im   Punkte   t8=s  — -—   für  ßss  +  1 

ah 

gleich  f^+'9'>  ^  ß^^  ^^^  8^0  unendlich;  der  Ejümmungsradius  wird 
im  Punkte  t  =  — -^  stets  unendlich.    Ist  aber  /5  >  1,  so  wird  für  t  =  —  -^> 

h  hß  h 

y=-xz — T  und  g  ea  -*      ^    »    Die  Curve  hat  also  die  Gerade  «  =  — ~  zur 
p«  — 1  p»  — 1  p 

Tangente  und  die  Ordinate  des  Berührungspunktes  (7,  bis  zu  welchem  wir 

sie  zunächst  nur  verfolgen  können,  ist  -sf—f    I^io  Spannung  im  Punkte  C 

ist  ebenfialls  endlich  und   zwar  gleich  f;*.     Der  Krümmungsradius  ist  im 

Puncto  C  unendlich,  wenn  /3^2;  gleich  -j-i  wenn  /3  =  2,  und  Null,  wenn 

^^2  ist.  Wir  wollen  nun  beliebige  Werthe  von  h  zulassen,  ohne  ß  zu 
ändern.  Zwei  verschiedenen  Werthen  h  und  A^,  entsprechen  zwei  ähnliche  und 
ähnlieh  liegende  Curveni  welche  bei  unserer  Wahl  der  Constanten  den  Coordi- 
natenanfang  0  zum  Aehnlichkeitspunkte  haben.  Ist  das  Aehnlichkeitsverhält- 
niss  h^:h  positiv,  so  ist  der  Punkt  0  äusserer  Aehnlichkeitspunkt;  ist  hiih 
negativ,  so  ist  er  innerer.  Die  Curven  mit  negativem  h  sind  also  nach  der 
Richtung  der  negativen  Ordinaten  (nach  unten)  concav.  Auch  das  zweite  Glied 
des  Ausdrucks  für  die  Spannung  wechselt  mit  h  zugleich  das  Vorzeichen. 
Da  aber  für  diese  Curve  der  Bogen  8  auch  negativ  erscheint,  so  ist  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  h  nicht  etwa  die  der  wachsenden  r,  sondern  die  der 
abnehmenden.  Während  also  auf  den  nach  oben  concaven  Curven 
die  Beschleunigung  nach  dem  parabolischen  Aste  hin  gerichtet 
ist,  ist  sie  auf  den  nach  unten  concaven  Curven  entgegen- 
gesetzt gerichtet,  d.h.  von  dem  parabolischen  Ast  rückwärts, 
nach  dem  asymptotischen  Ast  oder  nach  dem  Punkt  C  zu  ge- 
richtet. Ersetzt  man  endlich,  ohne  h  zu  ändern,  ß  durch  — /?  und  gleich- 
zeitig T  durch  9s  — T,  so  bleiben  die  Gleichungen  XII)  ungeändert,  und  wir 
erhalten  eine  zur  ersten  Curve  in  Bezug  anf  die  y- Axe  symmetrische  Curve, 
auf  welcher  die  Beschleunigungsrichtung  nach  demselben  Gesetz  bestimmt 
ist  wie  vorher.  Da  die  Wahl  des  Anfierngspunktes  eine  beliebige  ist,  so 
kOnnen  wir,  um  sämmtliche  Curven  zu  erhalten,  auf  welchen  sich  die  Kette     j 
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bewegen  kann,  so  verfahren,  dass  wir  uns  znnSchst  mit  einem  beliebigen 
Maassstab;  der  durch  +h  bestimmt  ist,  und  dem  zu  Orunde  gelegten, 
ebenfalls  beliebigen  +ß  die  zuerst  besprochene  Curve  construiren,  ebenso 
ihr  Spiegelbild  gegen  die  y-Axe  (+Ä,  —ß)  und  die  Spiegelbilder  beider 
gegen  die  x-Axe  (— Ä,  — /5),  (— Ä,  +/5),  und  dann  jede  dieser  Curven 
durch  Parallelverschiebung  im  Baume  beliebig  verlegen.  Die  Richtung  der 
Beschleunigung  ist  bei  den  nach  oben  concaven  Curven  die  des  parabolischen 
Astes,  bei  den  nach  unten  concaven  die  entgegengesetzte.  Ist  /?^<1,  so 
kommt  für  einen  bestimmten  Bewegungsvorgang  nur  eine,  und  zwar  eine 
ganz  beliebige  dieser  Curven  als  Bahn  in  Betracht;  dieselbe  hat  einen 
parabolischen  und  einen  asymptotischen  Ast  und  ist  entweder  stets  nach 
unten  oder  stets  nach  oben  concav.  Ist  aber  /?'  ^  1 ,  so  würde  jede  ein- 
zelne Curve  im  Punkte  C  aufhören;  die  Bahn  aber  lässt  sich  alsdann  über 
diesen  Punkt  C  fortgesetzt  denken,  und  zwar  durch  eine  Curve,  welche 
demselben  Werthe  von  (5*,  jedoch  einem  Werthe  h^  entspricht,  der  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  hat  wie  ^,  aber  ganz  beliebigen  absoluten  Werth; 
jede  der  beiden  Curven  (^+h,  +ß)  kann  also  im  Punkt«  C  fortgesetzt 
werden  durch  eine  der  beiden  Curven  (— A^,  iiß)j  so  dass  der  ganze 
Linienzug  im  Allgemeinen  aus  zwei  verschiedenen  particulSren  Integralen 
sich  zusammensetzt.  Von  den  beiden  Aesten,  die  in  C  zusammenhängen, 
ist  der  eine  nach  unten,  der  andere  nach  oben  concav,  beide  gehen  para- 
bolisch ins  Unendliche  und  bilden  zusammen  entweder  in  C  einen  Wende- 
punkt {+h,  +ß)  und  {"h^f  +ß)t  oder  nicht  Im  letzteren  Falle  entsteht 
eine  Schleife  {+h^+ß)^  (-^^i»  '^ß)*  Diese  Fortsetzung  ist  deshalb  möglich, 
weil  alsdann  die  Richtung  und  Grösse  der  Tangentialbeschleunigung  ftlr  den 
ganzen  Linienzug  dieselbe  bleibt,  und  auch  die  Spannung,  welche  in  ü  — 
und  nur  in  C  —  unabhängig  von  h  gleich  t;*  ist,  auf  dem  ganzen  Linien- 
zuge sich  stetig  ändert.  Eine  anderweite  Zusammensetzung  zweier  particu- 
lären  Integrale  ist  ausgeschlossen.  Wählt  man  speciell  h^^h^  so  besteht  der 
ganze  Linienzug  aus  zwei  congruenten  Theilen  und  hat  entweder  C  zum  Mittel- 
punkt, oder  die  Horizontale  durch  C  zur  Sjmmetrieaxe. 

Im  Allgemeinen  ist  ß  irrational.  Wenn  ß  eine  rationale  Zahl  ist,  mit 
Ausnahme  von  0,  +1  und  "^^  so  wird  die  Curve  eine  algebraische  im 
engeren  Sinne,  und  für  ganzzahlige  Werthe  von  ß  (mit  denselben  Aus- 
nahmen) wird  die  Curve  eine  sogenannte  rationale  Curve.    Ist  z.  B.  ßs=2 

und  setzt  man  x  +  ^  =  x^,  y  — ■ö-  =  yi,  »o  dass  x^,  y^  die  Coordinaten  in 

Bezug  auf  ein  System  sind,  dessen  Anfangspunkt  in  (7 liegt;  setzt  man  end- 
lich Ä  =  2c,  so  wird 

woraus  folgt 
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Diese  Cnnre  besteht  ans  einer  Schleife,  sie  setzt  sich  also,  algebraisch 
betrachtet,  über  den  Verzweignngspnnkt  reell  fort,  wie  dies  bei  rationalen 
Werthen  Ton  j5  >  1  überhaupt  eintreten  wird ,  und  zwar  werden  die  Curven, 
wenn  man  sie  in  der  gewöhnlichen  Form  darstellt,  im  Punkte  C  im  All- 
gemeinen Selbstberührungen  haben,  wenn  sie  irreducibel  sind,  in  gewissen 
Fällen  aber  auch  in  zwei  symmetrische  Curven  zerfallen,  welche  in  dem  Punkte 
C  Wendepunktespitzen  bilden  ^  oder  welche  schleifenfSrmig  sind  und  sich  in 
ihren  Scheiteln  von  aussen  berühren.  Die  mechanische  Fortsetzung  der 
Bewegung  über  C  hinaus  braucht  aber  nicht  mit  dieser  algebraischen  zusam- 
menzufallen,  sondern  kann  so,  wie  es'obeu  auseinandergesetzt  ist,  geschehen. 

Man  kann  die  hier  betrachteten  BewegungsvorgSnge  in  gewissen  Fällen 
annähernd  realisiren,  indem  man  eine  geschlossene  Kette  über  eine  Bolle 
mit  horizontaler  Axe  legt,  deren  Umfang  kleiner  als  die  ganze  Länge  der 
Kette,  aber  nicht  allzuklein  gewählt  werden  möge  (etwa  halb  so  gross),  so 
dass  in  der  Buhelage  der  untere  Theil  der  Kette  die  Gestalt  einer  Ketten- 
linie annimmt.  Versetzt  man  nun  die  Bolle  in  gleichförmige  Botation, 
so  wird,  wenn  hinreichende  Beibung  zwischen  Bolle  und  Kette  vorhanden 
ist,  die  Kette  mitbewegt ^  und  nach  einigen  Schwankungen  wird  die  bewegte 
Kette  genau  dieselbe  Form  zeigen,  wie  vorher  die  ruhende.  Die  Spannung 
in  den  beiden  Endpunkten  des  freien  Theiles  wird  nämlich  durch  Mitwir- 
kung der  Beibung  —  und  zwar  Reibung  während  der  Buhe  —  aufrecht 
erhalten,  und  die  Schwankungen  werden  durch  den  Einfluss  der  Luft  be- 
seitigt, da  jedenfalls,  wenn  die  Kette  sich  in  sich  selbst  bewegt,  der  ge- 
sammte  Luftwiderstand  so  gering  wie  möglich  ist. 

Versetzt  man  die  Bolle  in  eine  gleichförmig  beschleunigte  Botation, 
was  angenähert  durch  ein  Gewicht  geschehen  kann,  welches  an  einem  Faden 
hängt,  der  an  der  Welle  der  Bolle  befestigt  und  hinlänglich  oft  darum 
geschlungen  ist,  so  wird  die  bewegte  Kette  wieder  nach  einigen  Schwan- 
kungen als  Ganzes  eine  bestimmte  Form  zeigen ,  die  aber  unsymmetrisch  ist, 
und  zwar  wird  der  tiefste  Punkt  von  der  Mitte  in  entgegengesetzter  Bichtung  der 
Beschleunigung  zurückweichen,  um  so  mehr;  je  grösser  die  Beschleunigung  b  ist. 

Ist  die  Beschleunigung  der  Kette  grösser  als  g^  so  wird  der  freie  Theil 
sogar  in  einem  Punkte  Ceine  verticale  Tangente  erhalten,  und  dieser  Punkt 
ist  dann  ein  Verzweigungspunkt,  so  dass  die  beiden  dort  zusammenhängen- 
den Curven  verschiedenen  Constanten  h  und  —\  entsprechen.  Je  grösser 
die  Beschleunigung  ist,   desto  höher  rückt  der  Punkt  C  und  desto  grösser 

wird  ~ ;  bei  einer  gewissen  Grösse  von  h  wird  -r-  ^=1  und  die  Curve  wird 

symmetrisch,  so  dass  C  auf  gleicher  Höhe  mit  der  Axe  der  Bolle  liegt;  bei 
noch  weiterer  Vergrösserung  von  h  würde  C  sogar  über  der  Axe  der  Bolle 
liegen.  Doch  würde  es  schwer  sein,  diese  Fälle,  wo  h  sehr  gross  ist,  zu 
realisiren,  weil  die  beschleunigte  Bewegung  jedenfalls  längere  Zeit  andauern 
müsste,  bis  sich  die  unveränderte  Gestalt  der  Kette  herstellt.     Bei  jeder 
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gewählten  Beschleunigung  existirt  noch  eine  Gestalt  der  Kette,  die  zu  der 
zuerst  besprochenen  bei  gleichem  Drehungssinn  symmetrisch  ist  in  Bezo^ 
auf  die  durch  die  Axe  der  Bolle  gelegte  Horizontale.  Eine  Bewegung  in 
dieser  würde  sich  aber  auf  diese  Weise  nicht  lealisiren  lassen,  weil  die 
Wechselwirkung  zwischen  Bolle  und  Kette  (Normaldruck  und  Beibung)  dann 
nicht  im  Stande  wäre,  die  erforderlichen  Kräfte  hervorzubringen.  Auch 
würden  dazu  sehr  grosse  Geschwindigkeiten  erforderlich  sein. 

6.  Wir  wollen  schliesslich  noch  für  die  frei  bewegliche  Kette  die  Vor- 
aussetzung machen,  dass  die  äussere  Ejraft  P  eine  centrale  und  ihre  Grösse 
eine  Function  der  Entfernung  r  ist.     Das  Potential  der  Beschleunigung  sei 

F{r) ,  also  die  beschleunigende  Kraft  P  gleich  — ^ — -  =  /(r).    Ein  positiver 

Werth  von  f{r)  bedeute  eine  Abstossung.  Da  die  Schmiegungsebene  die 
Angri&linie  der  Kraft  in  sich  enthalten  muss,  so  ist  die  Curve  eine  ebene, 
und  ihre  Ebene  geht  durch  das  Centrum.  Führen  wir  dann  Polarcoordina^en 
ein  und  bezeichnen  wir  den  Winkel  a  mit  ^i  so  sind  die  Tangential-  und 
die  Normaicomponente  von  P 

f{r)co8ilf  und  — /"(r)«»^. 
Die  Gleichung  VIII)  wird  also ,  wenn  wir  wieder  die  Differentiationen  nach 
8  durch  Accente  bezeichnen, 

f{r)  casflß  +  igfir)  5m t(;y=  6, 
und  es  ist  8inil;=^rg>',  C08ilf^r\  also  "^  =^  airceo8r\  der  Bichtungswinkel 
T  =  9  +  ip,  mithin 

—  =  T  =  9  +  ^  =:- ^   I  also    P=1— ^— ?ä TT- 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir 

XV)  fir)r'+[f{x)^^^^^^^^h, 

eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  zwischen  r  und  5,  deren  einmalige 
Integration  liefert  , 

XVI)  ^(r)  +  m  ^l^^rlyV  =  6»  +  0. 

Die  weitere  Integration  scheint  im  Allgemeinen  schwierig  zu  sein.  Nehmen 
wir  aber  2>  =  0,  suchen  wir  also  diejenigen  Bahnen,  auf  welchen  sich  die 
Kette  gleichförmig  bewegen  kann,  und  die  zugleich  auch  die  Gleich- 
gewichtslagen darstellen,  so  ergiebt  sich  aus  XVI) 

dF{r) 
r'  1  dr 


1_/«       r      C-F{r) 
oder  nach  Multiplication  mit  r 


rr 


1-r'*      r      C-F 
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Nach  AusfQhrang  der  Integration  und  kleinen  Umformungen  kommt 


also  'fiC-F{r)y 


mithin  8  = 


f»[C-F[r))* 


^   V         r'(,C-F{r)y 


um  znr  Polorgleiehnng  zu  gelangen,  benatzen  wir  die  Oleichong 

dtß^df'  +  f'dip',  also  d<p*  =  ^((^y-l), 
Bo  dass  wir  erhalten 
XVII)  ^^af  ^^  ^. 

Hiermit  ist  das  Problem  aaf  Quadraturen  zurückgeführt 

Ist  z.  B.  die  Gentralkraft  die  Newton 'sehe  Attraction,  also  f{r)  ='—  -§ » 

K 

so  können  wir  setzen  JP(r)  =  —  >   und  wir  erhalten   als  Polargleichnng  der 

Bahn  ^ 

XVm)  tp^af-         ^^ 

J  r] 


ein  Integral  y  welches  sich  ohne  Schwierigkeit  berechnen  Iftsst,  worauf  wir 
hier  nicht  weiter  eingehen,  da  das  Problem  des  Gleichgewichtes  der  Kette 
für  beliebige  Centralkrftfte,  welche  Functionen  der  Entfernung  sind,  bereits 
von  Bernoulli  gelöst  ist.  Es  kam  hier  nur  darauf  an,  zu  zeigen,  wie 
sich  dasselbe  aus  unserem  allgemeineren  Problem  ergiebt. 

7«  Wir  haben  bisher  eine  frei  bewegliche  Kette  betrachtet.  Wir  gehen 
nun  zu  dem  Falle  über,  dass  die  Kette  gezwungen  ist,  sich  auf  einer 
festen  Fläche  zu  bewegen,  und  zwar  ohne  Reibung.  Es  fragt  sich 
wieder,  unter  welchen  Bedingungen  diese  Bewegung  in  einer  Bahn  statt- 
finden kann.  Wir  bezeichnen  den  Winkel,  den  die  Normale  der  FlSche  mit 
der  Hauptnormale  bildet,  mit  »,  so  dass  sie  mit  der  Binormale  den  Winkel 

ö*  —  o  bildet     Die  in  Richtung  der  FlSchennormale  wirkende  Normalkraft, 

welche  den  Zwang  heryorbringt,  sei  Nds.  Dann  tritt  die  Straft  Nds  zur 
Susseren  Kraft  Pds  hinzu,  und  die  drei  oben  VI)  aufgestellten  Bedingungen 

''''^^''  dv     BT     ^ 

^^T  ^^{Fcosß  +  NeoBm), 
0  =    {Pcosy  +  Nsmn). 
a)  Wir  nehmen  zuerst  den  Fall,  dass  ios=0  ist    Dann  füllt  die  Haupt- 
normale  der  Gurre  mit  der  Flftchennormale  zusammen.    Die  Bahn  ist  also 
eine    geodätische  Linie  der  Fläche.     Soll  die  Bewegung  in  einer  solchen 
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Bahn  yor  sich  gehen,  so  muss  Pco8ys=^0  sein,  d.  h.  die  äussere  Erafi; 
musSy  wenn  sie  nicht  Null  ist,  in  die  Schmiegungsebene  der  Bahn  fidlen. 
Die  weiteren  Schlüsse  sind  ganz  dieselben  wie  in  2.  Wir  können  die  Grösse 
Pcosety  wenn  die  Kraft  P  gegeben  ist  und  nur  von  der  Lage  abhängt,  als 
Function  von  a=:^+s  auffassen,  wo  6  den  Bogen  der  Bahn  bedeutet 
Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  ds  und  integriren  zuerst  zwischen 
5|  und  s^f  dann  zwischen  s^  und  «,  so  ergiebt  sich 

{s-8,)^:=T^T,+fpC08adC, 
^  +  «1 

Sind  die  Spannungen  in  den  beiden  Endpunkten  als  beliebige  Functionen 
der  Zeit  gegeben ,  so  bestimmt  die  letzte  dieser  Gleichungen  ^  als  Function 
Yon  t  und  somit  die  vorhergehende  die  Spannung  T  an  einer  beliebigen  Stelle 
der  Kette.   Der  Zwang  Nds  ergiebt  sich  aus  der  zweiten  Gleichung,  nämlich 

N=' ±^PC08ß. 

Q 
Ist  die  Kette  in  ihren  Endpunkten  frei ,  so  sind  2\  und  T^  =  0. 

Dieser  Fall  zeigt,  obwohl  die  Bedingungsgleichungen  zunächst  eine  an- 
dere Form  haben,  wie  in  2,  doch  sonst  vollständige  Analogie  mit  dem  dort 
behandelten  Falle  der  geradlinigen  Bewegung  einer  frei  beweglichen  Kette, 
nur  dass  die  Angriffslinie  der  äusseren  Kraft  weniger  beschränkt  ist.  [Man 
vergl.  die  Formeln  II)  und  III).] 

h)  Wir  nehmen  femer  an,  die  Bahn  habe  geodätische  Krümmung,  so 
dass  09  von  Null  verschieden  ist.  Ist  dann  P=0,  so  ist  nach  der  dritten 
Gleichung  XIX)  auch  JV=0,  und  die  beiden  anderen  Bedingungen  werden 

:rr— ^— =  0»  t;*  — T  =  0.  Wir  sind  also  auf  den  in  3  bereits  behandelten 
at      OS 

Fall  zurückgeführt.  Die  Kette  bewegt  sich  auf  einer  beliebigen  Curve  der 
Fläche  mit  constanter  Geschwindigkeit  c.  Die  Spannung  ist  überall  gleich  <?. 
Da  die  Zwangskraft  Null  ist,  so  ist  es  so  gut,  als  wäre  die  Kette  vollkom- 
men frei  beweglich.  Natürlich  würde  die  Bewegung  dieselbe  sein  können, 
wenn  äussere  Kräfte  vorhanden  wären ,  welche  normal  zur  gegebenen  Fläche 
gerichtet  sind;  denn  dies  würde  nur  die  Grösse  der  Zwangskräfte  ändern. 
Dieser  Fall  träte  z.  B.  ein,  wenn  die  äusseren  Kräfte  ein  Potential  hätten 
und  die  Fläche  Niveaufläche  für  dasselbe  wäre. 

Wir  betrachten  endlich  allgemein  den  Fall,  dass  P  von  Null  verschieden 
ist    Alsdann  folgt  aus  der  letzten  Gleichung  XII) 

Pcosy 


Es  bleiben  also  die  Gleichungen  zu  erfüllen 
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dv     dT      „ 

XX)  \Tt-Ts='^'^"'^ 

«*  — T   =  Q  P{co$ß^co3yäga). 

Da  wir  bei  jeder  wirklichen  Bewegung ,  wenn  die  Kraft  P  nur  von  der 
Lage  abh&ngi,  p^  P,  «,  ß^  y,  co  als  Functionen  von  csr=^  +  s  ansehen 
können,  so  ist  die  weitere  Entwickelang  genau  wie  in  4,  und  wir  erhalten 

XXI)  —^  Pcosa^lfi  P{co8ß^co8ycotgoi>)Y=^hj 

wo  h  eine  Constante  bedeutet ,  die  beliebig  gewfthlt  werden  kann. 
Die  Differentialgleichung 

XXII)  Pcosa--  [q  P{casß-eo8y  äga)]'^ h 

bestimmt  diejenigen  Curven  auf  der  gegebenen  Fläche,  welche  unter  Vor- 
aussetzung gegebener  Süsserer  ErSfte  und  der  gegebenen  Constanten  h  Bahnen 
der  Kette  sein  können ,  und  in  jeder  derselben  kann  sich  die  Kette  mit  einer 
tangentialen  Beschleunigung  bewegen,  deren  algebraischer  Werth  gleich  b 
ist.  Die  Spannung  T  wird  schliesslich  durch  die  zweite  Gleichung  XX) 
bestimmt.  Ist  5  =  0,  so  erh&lt  man  die  Gleichgewichts-  (Buhe-)  Lagen  der 
Kette,  auf  denen  sich  die  Kette  aber  auch  gleichförmig  entlang  bewegen 
kann.  Dieses  Problem  hat  yollständige  Analogie  mit  dem  unter  4  behan- 
delten der  frei  beweglichen  Kette,  nur  dass  die  Angriffslinie  der  Kraft  P 
nicht  in  die  Schmiegungsebene  der  Bahn  zu  fallen  braucht,  yielmehr  be- 
liebig sein  kann.  [Man  vergleiche  namentlich  die  Formeln  VII)  bis  IX).] 
Die  Ermittelung  der  Gestalt  der  möglichen  Bahnen  erfordert  die  Inte- 
gration der  Gleichung  XXII),  welche  selbst  unter  einfachen  Annahmen  über 
die  Susseren  KrSfte  und  über  die  Gestalt  der  Fläche  sehr  verwickelt  wird, 
so  dass  es  mir  nicht  gelungen  ist,  ein  Beispiel  dafür  durchzuführen,  ausser 

dem  folgenden.    Ist  nämlich  die  gegebene  Fläche  eine  Ebene ,  so  ist  (o  =  -^% 

also  catgcassO.  Ist  femer  P  nach  Grösse  und  Richtung  constant,  wie  bei 
der  Schwere ,  so  ist  die  Form  der  Gleichungen  genau  dieselbe ,  wie  im  Räume, 
wenn  eine  constante  Straft  wirkt  (siehe  5).  Man  erhält  also  für  die  schwere 
Kette  auf  der  schiefen  Ebene  genau  dieselben  Bahnen,  wie  im  Baume. 

8.  Es  bleibt  noch  der  Fall  übrig,  dass  die  Kette  gezwungen  ist,  sich  auf 
einer  festen  Curve  ohne  Reibung  zu  bewegen  unter  dem  Einfluss  gegebener 
äusserer  Kräfte.  Bezeichnet  dann  Nds  wieder  die  Grösse  der  auf  das  Ele- 
ment ds  entsprechend  der  geometrischen  Bedingung  wirkenden  Zwangskraft 
und  CO  den  Winkel ,  den  ihre  Angriffslinie  mit  der  Hauptnormale  der  Curve 
bildet,  so  gelten  wieder  die  Gleichungen  XIX).  Die  äusseren  Kräfte  sind 
keiner  Bedingung  unterworfen.  Die  erste  Gleichung  XIX)  bestimmt,  wenn 
die  Endspannungen  I\  und  T,  gegeben  sind ,  die  Bewegung  und  die  Span- 
^^^g)  genau  so  wie  in  2  und  7a  entwickelt  ist;  die  beiden  anderen 
Gleichungen  aber  bestimmen  JVund  oo,  also  Grösse  und  Richtung  des  auf  das 
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Element  ds  wirkenden  Zwanges.   Dieser  Fall  ist  analog  der  Bewegung  in  den 
geodätischen  Linien  auf  eii|er  Fläche  and  der  geradlinigen  Bewegung  im  Baume. 

9.  Es  ist  wohl  der  XJebersicht  wegen  nicht  unnütz,  die  allgemeinen 
Resultate  unserer  Untersuchung  noch  einmal  zusammenzufassen: 

Wenn  auf  eine  homogene  Kette,  welche  entweder  a)  frei 
im  Baume  oder  ß)  ohne  Reibung  auf  einer  festen  Fläche,  oder 
y)  ebenso  in  einer  festen  Curye  beweglich  ist,  gegebene  äussere 
Kräfte  wirken,  welche  nur  von  der  Lage  abhängen,  und  wenn 
die  nöthige  Spannung  in  den  Endpunkten  durch  geeignete  Vor- 
richtungen hervorgebracht  wird,  so  kann  eine  Bewegung  der- 
selben in  einer  Bahn,  d.  h.  so,  dass  successive  jedes  folgende 
Element  in  die  Stelle  des  vorhergehenden  rfickt,  nur  in  einer 
der  folgenden  Weisen  vor  sich  gehen: 

Ä,  in  jeder  mit  der  Beweglichkeit  verträglichen  Kürzesten, 
also  &)  im  Räume  in  einer  Geraden,  und  zwar  wenn  die 
Angriffslinie  der  Kraft  in  diese  Gerade  fällt,  /?)  auf  einer 
Fläche  in  jeder   geodätischen  Linie,  und  zwar  wenn  die 
Angriffslinie  der  Kraft  in  die  Schmiegungsebene  fällt, 
y)  auf  der  festen  Curve  bei  beliebig  gegebenen  Kräften. 
Die  Endspannungen  können  hierbei  noch  als  beliebige 
FunctioncQ  der  Zeit  gegeben   sein   und  die  tangentiale 
Beschleunigung  kann  sich  hierbei  nach  den  verschieden- 
sten Gesetzen  ändern; 
B,  in  den  Fällen  a)  und  ß)  ausserdem  in  gewissen  anderen, 
nicht  kürzesten  Linien,  aber  immer  nur  mit  constanter 
tangentialer  Beschleunigung  h.   Gestalt  und  Lage  dieser 
Bahnen    ist    bei    gegebenen    äusseren   Kräften    von   der 
Grösse    der    tangentialen    Beschleunigung    h    abhängig, 
aber  unabhängig  von  der  Anfangsgeschwindigkeit    Die 
Spannung   ist   bei  jeder  Lage  und  Geschwindigkeit  für 
jeden  Punkt  der  Kette  bestimmt.  —  In  den  Bahnen,  fflr 
welche  5  =  0  ist,  kann  die- Kette  sich  gleichförmig  be- 
wegen oder  ruhen.     (Gleichgewichtslagen.) 
C,  Wenn  keine  äusseren  Kräfte  vorhanden  sind,    kann  die 
Kette   jede    mit    ihrer   Bewegungsfreiheit    verträgliche 
Bahn    mit   gleichförmiger  Geschwindigkeit   c   und  con- 
stanter Spannung  c*  beschreiben. 
Wird  in  den  Fällen  ß)  und  y)  auch  noch  Reibung  vorausgesetzt,  so  modi- 
ficiren  sich  diese  Gesetze.    Im  Falle  y)  ist  der  Einfluss  der  Reibung  leicht  za 
berücksichtigen,  im  Falle  ß)  bedürfte  es  noch  einer  grundlegenden  Feststellung 
über  den  Einfluss  der  Reibung  bei  krummliniger  Bewegung  auf  Flächen.  Des- 
wegen soll  hier  auf  die  Betrachtung  der  Reibung  nicht  eingegangen  werden. 

Berlin,  im  Juli  1888. 
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I3nematiBche  Fläohenenseugang  vermittelst  oylin- 
drisoher  BoUimg. 

Von 

Prof.  Dr.  L.  Bubmestek 

in  MflnolMn. 


ffiereu  Taf.  VII  Fig.  1-6. 


Die  Kinematik  führt  zu  mannigfachen  FlSchenerzeagnngen,  die  selbst 
in  den  einfachsten  Fällen  noch  nicht  behandelt  sind.  Wir  wollen  deshalb 
in  dieser  Mittheilong  die  einfache  kinematische  Fl&chenerzeugnng  betrachten, 
welche  sich  vermittelst  RoUang  einer  Ereiscylinderflache  an  einer  festen 
Kreise jlinderflftche  ergiebt,  und  die  daraus  folgenden  interessanten  Be- 
ziehungen darlegen,  um  damit  die  Richtung  fClr  die  Untersuchung  der 
Flächenerzeugungen  vermittelst  allgemeinerer  Bewegungsvorgftnge  zu  kenn- 
zeichnen. 

normale  Conoidfl&ohen. 

Nehmen  wir  in  Fig.  1,  Taf.  VII,  einen  festen  Kreis  n^  und  einen  in 
demselben  rollenden  Kreis  P|  an,  dessen  Durchmesser  gleich  dem  Radius 
des  Kreises  9r,  ist,  so  bewegt  sich  jeder  Punkt  des  rollenden  Kreises  p^  auf 
einem  Durchmesser  des  festen  Kreises  tt^,  und  jeder  andere  mit  dem  rol- 
lenden Kreise  p^  verbunden  gedachte  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse,  deren 
Mittelpunkt  der  Mittelpunkt  O^  des  festen  Kreises  n^  ist.  Wenn  aber  ins- 
besondere der  beschreibende  Punkt  der  Mittelpunkt  F^  des  rollenden  Kreises 
Pi  ist,  geht  die  Ellipse  in  den  Kreis  über,  dessen  Radius  O^F^  ist.* 

Betrachten  wir  die  Kreise  n^  und  p^  als  die  Basiskreise  zweier  Kreis- 
cjlinderflSchen  11  und  P,  die  auf  der  Grundrissebene  senkrecht  stehen,  und 
nehmen  wir  an,  dass  die  Kreiscjlinderfläche  P  in  der  festen  Kreiscylinder- 
fläche  il  rollt,  dann  beschreibt  jeder  Punkt  der  rollenden  Kreiscylinderflftche  P 
einen  Durchmesser  der  festen  Kreiscjlinderfl&che  11  und  jeder  andere  mit 
der  rollenden  Kreiscjlinderflache  P  verbunden  gedachte  Punkt  beschreibt  in 
einer  zum  Grundriss  parallelen  Ebene  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  sich 


*  Vergl.  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  1888.   Bd.  1  S.  26. 

Z«itsohrift  f.  MAthamfttik  u.  Phyiik  XXXUI,  6. 
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auf  der  Aze  ^O'  der  festen  Kreiscylinderflfiche  11  befindet.*  Für  jeden 
beschreibenden  Punkt,  welcher  in  der  Axe  FF'  der  rollenden  Kreiscjlinder- 
fläche  P  liegt,  geht  die  elliptische  Bahn  in  einen  Kreis  über. 

Ist  in  Fig.  1  eine  beliebige,  ebene  oder  räumliche  Curre  £  durch  ihre 
Projectionen,  S^,  Ig  ^™  Aufriss  und  Grundriss  gegeben,  und  erzeugen  wir 
eine  normale  Conoidfläche  6  durch  eine  an  der  Curve  {  und  an  der  Aze 
00'  senkrecht  entlang  gleitende  Gerade ^  deren  Lagen  o,  /?,  /,  ...  sind, 
so  bildet  diese  normale  Conoidfläche  S  mit  den  Kreiscylinderflächen  17,  P 
die  Schnittcurven  9r,  p.  Bei  der  Rollung  der  Kreiscylinderfläche  P  in  der 
festen  Kreiscylinderfläche  77  rollt  demnach  die  Curve  p  auf  der  festen  Curve  n, 
imd  die  auf  den  Mantellinien  o,  /?,  y,  ...  der  Conoidfläche  liegenden  Punkte 
Äj  B^  Cj  ...  der  Curve  p  durchlaufen  auf  diesen  Mantellinien  die  Durch- 
messer der  festen  Kreiscylinderfläche  77.  Hiernach  wird  durch  die  auf  der 
rollenden  Kreiscylinderfläche  P  liegende  Curve  p  der  Theil  der  Conoidfläche 
@  erzeugt,  der  sich  innerhalb  der  festen  Kreiscylinderfläche  11  befindet. 
Diesen  Theil  der  Conoidfläche,  für  den  die  Curve  n  die  Begrenzungscurve 
ist,  können  wir  durch  Vergrösserung  des  Basiskreises  tt,  der  Kreiscylinder- 
fläche i7,  deren  Axe  die  senkrechte  Leitgerade  <Z><2>'ist,  beliebig  vergrössem 
und  durch  die  entsprechende  Curve  p  der  zugehörigen  rollenden  Kreiscylin- 
derfläche P  erzeugen.     Wir  erhalten  somit  die  Sätze: 

Von  jeder  normalen  Conoidfläche  S  wird  der  innerhalb  der 
festen  Kreiscylinderfläche  77  befindliche  Theil  vermittelst 
Rollung  der  Kreiscylinderfläche  P  durch  die  Curve  p  erzeugt, 
welche  die  Schnittcurve  von  @  und  p  ist;  dabei  rollt  die  Curve 
p  auf  der  Begrenzungscurve  n  entlang,  welche  die  Schnitt- 
curve von  6  und  77  ist. 

Jede  normale  Conoidfläche  wird  von  allen  gleichen  Kreis- 
cylinderflächen,  welche  die  senkrechte  Leitgerade  der  Co- 
noidfläche als  Mantellinie  enthalten,  in  congruenten  Curven 
geschnitten. 

Aus  diesen  Sätzen  folgen  durch  Betrachtung  speoieller  Fälle  manche 
interessante  Ergebnisse,  und  wir  wollen  als  Beispiele  drei  besondere  Fälle 
hervorheben. 

a)  Das  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid. 

Nehmen  wir  in  Fig.  1  anstatt  der  Curve  5  eine  Gerade,  die  zu  jener 
senkrechten  Leitgeraden  00'  windschief  ist,  dann  ist  die  Conoidfläche  6 
ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid;  denn  dasselbe  wird  durch  eine 
Gerade  erzeugt,  die  an  der  Geraden  J  und  senkrecht  an  der  Geraden  0(P' 
entlang  gleitet     Die  rollende  Kreiscylinderfläche  P,  welche  durch  die  senk- 

*  Ein  im  Räume  befindliches  Gebilde,  Punkt,  Gerade,  Curve  etc.,  beieichoeD 
wir  durch  Buchstaben  ohne  Index,  die  Grundriss-  und  Aufrissprojection  desseibeu 
aber  durch  Anfügen  des  Index  1  resp.  2. 
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rechte  Leitgerade  0  0' geht,  schneidet  das  gleichseitige  hyperbolische  Para- 
boloid  in  einer  onbischen  Canre  p,  die  in  diesem  Falle  ein  cnbisoher  Kreis 
ist  und  eine  zur  Leitgeraden  <I><D'  parallele  Asymptote  besitzt.  Hiemach 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Von  einem  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloid  Q.  wird 
der  innerhalb  der  festen  Ereisoylinderflftche  17  befindliche 
Theil  vermittelst  Bollnng  der  Ereiscylinderflftche  Pdnrch  den 
cnbischen  Kreis  p  erzengt,  der  die  Schnittcurve  yon  €  und  P 
ist;  dabei  rollt  dieser  cnbische  Kreis  p  aaf  der  Begrenznngs- 
carve  n  entlang,  welche  die  Schnittcurye  von  S  nnd  17  ist. 

Das  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid  besitzt  zwei  sich  rechtwinklig 
treffende  Mantellinien,  von  denen  die  eine  die  Schaar  der  anderen  Mantel- 
linien senkrecht  schneidet;  und  wir  wollen  diese  beiden  ausgezeichneten 
Mantellinien  die  Hauptmantellinien  nennen.  Hiernach  kann  die  Erzeu- 
gung vermittelst  zweifacher  cylindrischer  Bollung  durch  einen  cubischen 
Kreis  erfolgen,  je  nachdem  die  zusammen  gehörenden  beiden  Kreiscylinder- 
fl&chen  der  einen  oder  andern  Hauptmantellinie  parallel  angenommen  werden ; 
und  femer  folgt  hieraus  der  Satz: 

Das  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid  wird  von  glei- 
chen Kreiscylinderflächen,  welche  durch  die  eine  oder  die  an- 
dere der  beiden  Hauptmantellinien  desselben  gehen,  in  con- 
gruenten  cubischen  Kreisen  geschnitten. 

Es  ist  überraschend,  dass  das  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid 
durch  diese  Beziehungen  von  dem  nicht  gleichseitigen  so  besonders  aus- 
gezeichnet ist  und  ausser  den  beiden  Mantellinienschaaren  noch  unendlich 
viele  Paare  von  je  zwei  Schaaren  congruenter  cubischer  Kreise  enthält. 

b)  Die  ilactagewindige  SchranbenflSehe« 

Ist  in  Fig.  1  die  Curve  $  eine  Schraubenlinie  mit  der  Axe  <D<J>\  dann 
ist  die  Conoidfläche  @  eine  normale  axiale  SchraubenregelflSche,  die  wir, 
weil  sie  bei  der  Schraube  mit  flachem  Gewinde  auftritt,  auch  eine  flach- 
gewindigeSchraubenfUche  nennen.  Die flachgewindige Schraubenfläche 
wird  demnach  durch  eine  Gerade  erzeugt,  die  an  der  Schraubenlinie  £  und 
rechtwinklig  an  deren  Axe  <P  <2>'  entlang  gleitet.  Die  Schnittcurve  n ,  welche 
diese  Schraubenfläche  mit  der  festen  Kreiscylinderfläche  17  bildet,  ist  eine 
coaxiale  Schraubenlinie  von  der  Ganghöhe  h  der  Schraubenfläche,  und  die 
Schnittcurve  p,  welche  die  Schraubenfläche  mit  der  rollenden  Kreiscylinder- 
fläche P  bildet,  ist  eine  Schraubenlinie  von  der  Ganghöhe  ^hy  weil  die 
Durchmesser  der  Kreiscylinderflächen  P  und  J7  sich  wie  1:2  verhalten. 
Während  einer  ganzen  ümroUnng  in  der  festen  Kreiscylinderfläche  17  macht 
die  rollende  Kreiscylinderfläche  P  zwei  Umwälzungen,  und  es  rollen  zwei 
Windungen  der  Schraubenlinie  p  auf  einer  Windung  der  Schraubenlinie  n 
ab.    Hieraus  folgen  die  Sätze:  ^ 
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Von  einer  flachgewindigen  Schranbenflftche  6  wird  der 
innerhalb  der  festen  Ereiscylinderflftche  U  befindliche  Theil 
vermittelst  Bollung  der  Ereiscylinderfläche  P  durch  die 
Schraubenlinie  p  erzengt,  welche  die  Schnittonrye  von  (St  P 
ist;  dabei  rollt  die  Schraubenlinie  p  auf  der  begrenzenden 
Schraubenlinie  n  entlang. 

Die  flachgewindige  Schraubenflftche  wird  von  gleichen 
Ereiscylinderflächen,  welche  die  Axe  dieser  Schraubenflftche 
als  Mantellinie  enthalten,  in  congruenten  Schraubenlinien 
geschnitten,  deren  Ganghöhe  gleich  der  halben  Ganghöhe  der 
Schraubenflftche  ist. 

e)  Die  Plfleker'sehe  Conoidfl&che« 

In  Fig.  2  wollen  wir  eine  P  lücker 'sehe  Conoidfläche*  annehmen,  deren 
senkrechte  Leitlinie  <P<P'  ist.  Die  Plücker'sche  Conoidfläche  schneidet  die 
Ereiscylinderfläche  27  bekanntlich  in  einer  Cnrve  n^  die  in  der  ebenen  Aus- 
breitung dieser  Ereiscj  linderfläche  TL  eine  aus  zwei  Wellenzügen  bestehende 
Sinoide  ist.  Die  entsprechende  Curve  p  auf  der  rollenden  Ereiscylinderfläche 
P  ist  demzufolge  in  der  ebenen  Ausbreitung  dieser  Ereiscylinderfläche  P 
eine  congruente,  aus  einem  Wellenzuge  bestehende  Sinoide,  welche  auf- 
gewickelt, auf  der  Ereiscylinderfläche  P  eine  Ellipse  bildet.  Bei  der  Rol- 
lung der  Ereiscylinderfläche  P  in  der  festen  Ereiscylinderfläche  77  bewegen 
sich  die  Punkte  der  Ellipse  p  auf  den  Mantellinien  der  Plück  er 'sehen 
Conoidfläche  S.  Die  Endpunkte  A^  B  der  grossen  Ellipsenaxe  AB  bewegen 
sich  auf  den  äussersten  Mantellinien  o,  ]?,  die  windschief  liegend  zueinander 
senkrecht  sind.  Die  Endpunkte  C,  D  der  kleinen  Ellipsenaxe  C7i>,  welche 
gleich  dem  Durchmesser  der  Ereiscylinderfläche  T' ist,  bewegen  sich  auf  den 
sich  rechtwinklig  schneidenden  Mantellinien  y^  d,  deren  Aufrissprojectionen 
zusammenfallen.  Der  Ellipsenmittelpunkt  M  beschreibt  einen  Ereis  fi.  Ans 
diesen  Darlegungen  ergiebt  sich: 

Von  einer  Plücker'schen  Conoidfläche  (S  wird  der  inner- 
halb der  festen  Ereiscylinderfläche  77  befindliche  Theil  yer- 
mittelst  Bollung  der  Ereiscylinderfläche  P  durch  die  Ellipse  p 
erzeugt,  welche  die  Schnittcurve  von  (S  und  P  ist. 

Die  Plücker'sche  Conoidfläche  wird  von  gleichen  Ereis- 
cylinderflächen, welche  die  senkrechte  Leitgerade  dieser  Co- 
noidfläche als  Mantellinie  enthalten,  in  congruenten  Ellipsen 
geschnitten. 

Nach  diesem  zweiten,  längst  bekannten  Satze  können  wir  die  Plflcker- 
sehe  Conoidfläche  auch  durch  eine  Gerade  erzeugen,   die  an  der  Ellipse  p 

*  Wir  vermeiden  die  fQr  die  Plfioke rasche  Conoidfläche  gebrauchte  Benen> 
nung  „Cylindroid*',  weil  dieselbe  bekanntlich  schon  viel  frfiher  bei  einer  andern 
Fläche  verwendet  ist. 
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and  senkrecht  an  der  Leitgeraden  <D<I>'  entlang  gleitet.  Da  diese  Leitgerade 
00'  die  Ellipse  p  in  einem  Punkte  trifft,  so  liegt  die  durch  diesen  Punkt 
gehende  Mantellinie  der  Conoidflftche  in  der  Ellipsenebene  und  schneidet  die 
die  Ellipse  P  noch  in  einem  zweiten  Punkte.  Dies  ist  der  Berührungspunkt, 
in  welchem  die  Ellipsenebene  die  Conoidfl&che'  berührt.  Die  Ellipsenebene 
enthSlt  also  in  allen  ihren  Lagen  eine  Mantellinie  der  Conoidfläche.  Denken 
wir  uns  in  Fig.  2  den  Kreis  p^  in  die  Lage  p\  gerollt,  so  sind  die  Grund- 
rissprojectionen  Yon  den  Endpunkten  der  grossen  Ellipsenaxe  nach  Ä\ ,  JB'j 
gelangt.  Die  zu  A\jBf^  Senkrechte  <Pil7"^i,  die  p\  in  U\  schneidet,  ist 
die  Grundrissprojeetion  der  Mantellinie,  welche  in  der  Ebene  der  nach  p 
gerollten  Ellipse  liegt,  und  ü\  ist  die  Grundrissprojeetion  des  Berührungs- 
punktes, in  dem  diese  Ebene  die  ConoidflSche  berührt.  Die  Grundriss- 
projeetion ^\J^i  der  grossen  Ellipsenaxe  umhüllt,  weil  A\y  Jff^  als  End- 
punkte einer  constanten  Strecke  sich  auf  den  rechtwinkligen  Geraden  a^ ,  ßi 
bewegen,  eine  yierspitzige  Hjpocjkloide.  Der  geometrische  Ort  der  Mitte 
H\  der  entsprechenden  auf  Ä^  £\  senkrechten  Strecke  0^  U\  ist  für  <Z>x 
als  Lothpunkt  die  Fusspuuktencurve  dieser  Hjpocjkloide.  Diese  Fusspunk- 
tencurve  ist  eine  yierblätterige  8temf5rmige  Trochoide,  und  demnach  bilden 
die  Grundrissprojectionen  U\  ...  der  Punkte,  in  welchen  die  Ellipsenebene 
bei  der  cjlindrischen  Rollung  die  Conoidfläche  berührt,  eine  ähnliche,  im 
VerhSltniss  1:2  vergrösserte  vierblSttrige  sternförmige  Trochoide. 

Aendem  wir  den  Durchmesser  des  durch  0^  gehenden  Kreises  p^  und 
entsprechend  den  doppelt  so  grossen  Durchmesser  des  Kreises  ^r^,  dann 
erhalten  wir  auf  der  rollenden  KreiscjlinderflSche  P  die  zugehörige  erzeu- 
gende Ellipse,  deren  Ebene  eine  entsprechende  Neigung  gegen  den  Grundriss 
oder  gegen  die  Leitgerade  <J><J>'  besitzt.  Nehmen  wir  umgekehrt  in  Fig.  2 
eine  beliebig  geneigte  Ebene  e  an ,  welche  durch  eine  Mantellinie  V  TJ'  der 
ConoidflSche  geht,  und  bestimmen  wir  die  Grundrissprojectionen  Ä\^  JB^^ 
der  Schnittpunkte,  welche  diese  Ebene  e  mit  den  äussersten  Mantellinien 
a,  ß  bildet,  dann  ist  Ä\JB^^  der  Durchmesser  des  entsprechenden  Basis- 
kreises p\  der  rollenden  Kreiscjlinderflfiche  P,  Denn  diese  durch  die  senk- 
rechte Leitgerade  00^  gehende  KreiscjlinderflSche  P  schneidet  die  P lücker - 
sehe  Conoidfläche  in  einer  Ellipse  p\  deren  Ebene  mit  der  Ebene  e  identisch 
ist,  weil  die  drei  Ellipsenpunkte  A^  B^   F  in  der  Ebene  e  liegen. 

Bewegt  sich  die  constante  Strecke  AB  mit  ihren  Endpunkten  A^  B 
resp.  auf  den  Geraden  a,  /?,  dann  bilden  die  Geraden  T'U\  ...,  welche  die 
kürzesten  Abstände  der  bewegten  Geraden  AB  von  der  Leitgeraden  00' 
enthalten,  die  Plücker'sche  Conoidfläche,  deren  äusserste  Mantellinien  die 
Geraden  a,  ß  sind.  Nehmen  wir  in  der  Ellipseuebene  eine  beliebige  zur 
grossen  Ellipsenaxe  \AJ3  parallele  Gerade  LN,  welche  die  Ellipse  p  in  den 
Punkten  X,  N  schneidet,  so  bewegen  sich  die  Endpunkte  X,  iV*  der  con- 
stanten Strecke  LN  resp.  auf  den  Geraden  il,  v.  Die  Geraden  FZ7, 
TTJ\  ...,  welche  die  kürzesten  Abstände  der  bewegten  öör^^ftßed'^/^ÖVjQlc 
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der  Leitgeraden  Od/  enthalten,  sind  dieselben  wie  vorhin,  und  bilden  somit 
dieselbe  P  lücker 'sehe  Conoidfläche,  zu  der  die  Geraden  X,  v  als  Mantel- 
linien gehören.  Schneidet  die  zur  Ellipsenaze  ^  £  parallele  Gerade  XJV  die 
Ellipse  p  nicht  I  dann  sind  die  Funkte  X,  j^^,  sowie  die  Geraden  A,  v  ima- 
ginfir,  und  wir  betrachten  die  Gerade  XJV  als  mit  der  rollenden  Ereiscylin- 
derfläche  P  verbunden.  Hiernach  ergiebt  sich  die  folgende  Erzeugungsweise 
der  PI  ück  er 'sehen  Conoidfläche: 

Ist  mit  der  Ereiscylinderflftche  P,  die  in  der  festen  Kreis- 
cjlinderfläche  17  rollt,  eine  schräge  Gerade  LN  verbunden, 
dann  erzeugen  die  Geraden,  welche  die  kürzesten  Abstände 
dieser  bewegten  Geraden  von  der  festen  Cjlinderflächenaxe 
<Z><J>'  enthalten,  eine  Plücker'sche  Conoidfläche. 

Die  durch  die  Gerade  LN  und  ihren  kürzesten  Abstand  von  O0'  ge- 
legte Ebene  schneidet  die  rollende  Kreiscylinderfläche  P  in  der  Ellipse  p, 
welche  dieselbe  Plttcker'sche  Conoidfläche  erzeugt;  und  die  Endpunkte 
der  grossen  Axe  der  Ellipse  bewegen  sich  auf  den  äussersten  Mantellinien 
dieser  Plücker'schen  Conoidfläche. 

Ist  in  einer  gegen  die  Leitgerade  <PC/  geneigten  Ebene  e  ein  Strahlen- 
büsohel  mit  dem  nicht  in  <Z><P'  liegenden  Mittelpunkt  S  gegeben,  so  wird 
auch  durch  die  Geraden,  welche  die  kürzesten  Abstände  der  Strahlen  dieses 
Büschels  von  der  Leitgeraden  <P<D'  enthalten,  eine  Plücker'sche  Conoid- 
fläche erzeugt;  denn  die  Fasspunkte  der  kürzesten  Abstände  auf  den  Strahlen 
befinden  sich  in  dem  elliptischen  Schnitte,  welchen  die  Ebene  e  mit  der 
durch  die  Leitgerade  <P<P'  und  den  Büschelmittelpunkt  S  gehenden  Kreis- 
cylinderfläche bildet,  deren  Durchmesser  der  Abstand  8  von  <D<J>'  ist. 

Die  Wringfläohe. 

Verbinden  wir  in  Fig.  3  mit  der  Kreiscylinderfläche  P,  welche  in  der 
doppelt  grossen  festen  Kreiscylinderfläche  77  rollt,  eine  schräge  Garade  ^, 
und  schneidet  dieselbe  die  rollende  Cylinderfläche  P  in  zwei  Punkten  Ä^  B, 
so  bewegen  sich  diese  als  Endpunkte  der  constanten  Strecke  AB  resp.  auf 
den  Durchmessern  a,  ß  der  festen  Kreiscylinderfläche  il  und  alle  anderen 
Punkte  der  Geraden  g  beschreiben  Ellipsen,  deren  Mittelpunkte  in  der  Axe 
OO'  der  festen  Kreiscylinderfläche  11  liegen  und  deren  Ebenen  senkrecht 
zu  dieser  Axe  sind.  Die  so  von  der  Geraden  g  erzeugte  Begelfläche  ist  von 
der  vierten  Ordnung,  weil  die  Gerade  g  bei  vollständiger  ümrollung  von  P 
in  n  eine  beliebig  im  Baume  angenommene  Gerade  höchstens  viermal  trifft; 
und  die  Geraden  o^  ß,  auf  denen  jene  Durchmesser  während  dieser  Bewegung 
zweimal  durchschritten  werden,  sind  Doppelgeraden  dieser  Begelfläche,  die 
ein  specieller  Fall  der  von  Bohn  ausführlich  behandelten  Flächen  ist.*  Um 
einen  Theil  dieser  Begelfläche  durch  ein  Modell  darzustellen,  bei  dem  die 


*  Mathematische  Annalen,  Bd.  28  S.  284. 
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Doppelgeraden  a,  ß  verschiedene  Winkel  bilden  können,  nehmen  wir  einige 
Drabtst&be  g\  g\  ...,  befestigen  auf  jedem  derselben  in  einem  constanten 
Abstände  AB  zwei  Oesen  ÄB\  Ä'B'\  ...  und  schieben  die  Oesen  Ä\ 
Ä\  ...  auf  einen  Drahtstab  er,  die  Oesen  JBf^  B",  ...  auf  einen  Draht- 
stAb  /?«  Dnrch  Windschiefhalten  der  Drahtstäbe  et,  ß  und  Aenderung  des 
Winkels  derselben  bildet  sich  durch  die  Drahtstäbe  g\  g'\  ...,  welche  an 
^^  ß  gleiten,  die  Regelfläche  in  verschiedenen  Gestaltungen,  die  also  gleich- 
sam durch  Wringen*  der  Drahtstäbe  a,  ß  entstehen.  Wir  wollen  deshalb 
diese  Begelfläche  eine  Wringfläche  und  die  Gerade  <X>^  als  ihre  Axe 
bezeichnen.    Demnach  ergiebt  sich: 

£ine  Wringfläche  wird  bei  Bollung  einer  Kreiscylinder- 
fläche  in  einer  doppelt  grossen  festen  Ereiscylinderfläche  ver- 
mittelst einer  schräg  mit  der  rollenden  Ereiscylinderfläche 
verbundenen  Geraden  erzeugt. 

Eine  Wringfläche  wird  von  senkrecht  auf  ihrer  Axe  stehen- 
den Ebenen  in  Ellipsen  geschnitten,  deren  Mittelpunkte  in 
dieser  Axe  liegen;  und  alle  Mantellinien  derselben  werden  von 
diesen  Ebenen  in  congruenten  Punktreihen  geschnitten. 

Bestinunen  wir  in  Fig.  3  auf  der  Geraden  g  den  Punkt  /,  welcher  der 
Axe  FF'  der  rollenden  Ereiscylinderfläche  P  am  nächsten  ist,  und  nehmen 
wir  auf  g  in  gleichen  Entfernungen  von  /  die  Punkte  C7,  2>  an,  dann  be- 
schreiben diese  Punkte  0,  D  die  congruenten  Ellipsen  /,  d,  welche  in  der 
Zeichnung  die  untere  und  obere  Begrenzung  der  dnrch  g  erzeugten  Wring- 
fläche bilden.  In  der  Grundrissprojection  entstehen  die  Ellipsen  Yi  >  <\  durch 
die  Punkte  (7|,  D|  der  Geraden  g^^  deren  Punkte  A^^  B^  als  Endpunkte 
einer  starren  Strecke  sich  auf  den  Geraden  a^,  ß^  bewegen.  Die  Schnitt- 
punkte, welche  die  Gerade  C\JF\  mit  dem  rollenden  Ereis  p^  bildet,  ergeben 
bekanntlich  durch  ihre  Verbindung  mit  (P^  die  Richtungen  der  Axen  der 
Ellipse  /i  und  durch  ihre  Abstände  von  C^  die  halbe  Grösse  dieser  Axen. 
Die  Grundrisscontour  r^  der  Wringfläche  wird  als  ümhüllungscurve  der 
Geraden  g^  erzeugt  und  ist  eine  Aequidistante  der  vierspitzigen  Hypocyk- 
loide,  die  von  einem  Punkte  eines  im  Ereise  n^  rollenden,  viermal  kleineren 
Ereises  beschrieben  wird.  Die  Aufrisscontour  O^  ist,  wie  man  leicht  erkennt, 
eine  Hyperbel,  die  in  besonderen  Fällen  zu  zwei  Geraden  degenerirt. 

Nehmen  wir  an,  dass  insbesondere  die  schräge  erzeugende  Gerade  g 
die  Axe  FF'  der  rollenden  Ereiscylinderfläche  P  schneidet,  dann  sind  die 
windschiefen  Doppelgeraden  a,  ß  rechtwinklig,  und  zu  diesen  sind  die  Axen 
der  Ellipsen,  welche  von  den  Punkten  der  Geraden  g  beschrieben  werden, 
parallel.  Der  Schnittpunkt  der  Geraden  ^,  FF\  beschreibt  einen  Ereis.  In 
diesem  Falle  kann  die  erzeugte  Fläche  als  die  normale  Wring  fläche 
bezeichnet  werden. 


*  Vergl.  Sanders,  Wörterbuch  der  deutschen  Sprache. 
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Berfihrfe  die  schrttge  erzeugende  Gerade  g  die  rollende  Ereiacylinder- 
flftche  Py  dann  sind  die  beiden  Doppelgeraden  nnendlich  nahe  aneinander 
und  sind  als  eine  einzige  Doppelgerade  zu  betrachten.  Schneidet  die  Ge- 
rade g  die  rollende  EreiscylinderflSche  P  nicht,  dann  sind  die  beiden  Doppel- 
geraden imaginKr.  Die  Oestaltungen  der  Wringfläche  sind  in  diesen  er- 
wähnten Fällen  sehr  yerschieden. 

Nach  früherer  Darlegung  ist  jede  Gerade,  welche  den  kürzesten  Abstand 
der  Geraden  g  von  der  Axe  <D  <P'  der  Wringfläche  enthält,  eine  Mantellinie 
der  PI ücker 'sehen  Conoidfläche,  und  diese  wird  von  der  rollenden  Kreis- 
cylinderfläche  Pm  einer  Ellipse  geschnitten,  deren  Ebene  durch  die  Gerade 
g  und  durch  ihren  kürzesten  Abstand  yon  OO'  geht.  Demnach  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Die  Geraden  der  kürzesten  Abstände  der  Mantellinien  einer 
Wringfläche  von  deren  Axe  bilden  eine  Plücker'sche  Conoid- 
fläche. 

Denken  wir  uns  mit  der  rollenden  Kreiscylinderfläche  P  alle  diejenigen 
in  einer  schrägen  Ebene  liegenden  Geraden  verbunden,  die  parallel  sind  zu 
dem  in  dieser  Ebene  liegenden  Schenkel  des  von  der  Axe  0<D'  mit  ihr  ge- 
bildeten Neigungswinkels,  dann  befinden  sich  die  Geraden  der  kürsesten 
Abstände  der  Mantellinien  aller  erzeugten  Wringflächen,  deren  gemeinsame 
Axe  00'  ist,  auf  einer  Plüoker 'sehen  Conoidfläche. 

Die  eykliflohe  Sohranbenfläohe. 

In  Fig.  4  sind  zwei  Schraubenlinien  «,  I  dargestellt,  deren  Axen  4^<P', 
FF'  parallel  sind  und  auf  der  Grundrissebene  senkrecht  stehen.  Denken 
wir  uns  die  Schraubenlinie  l  mit  der  Schraubenlinie  $  verbunden  und  diese 
letztere  in  sich  selbst  bewegt,  dann  vollzieht  die  Schraubenlinie  l  eine 
schraubenförmige  Bewegung  und  erzeugt  eine  cyklische  Schrauben- 
fläche, deren  zur  Axe  senkrechte  ebene  Schnitte  congruente  cyklische 
Curven  sind*  Da  während  der  schraubenfBrmigen  Bewegung  der  Schrau- 
benlinie l  die  Grundrissprojection  derselben  resp.  der  Kreis  {^,  dessen  Mittel- 
punkt J\  die  Grandrissspur  der  Axe  FF'  ist,  sich  um  den  festen  Punkt  O^ 
dreht,  und  der  Schnittpunkt  ii| ,  den  l  mit  der  Grundrissebene  bildet,  eine 
proportionale  Drehung  um  J\  auf  dem  Kreise  {|  vollzieht,  so  beschreibt  der 
Punkt  A^  eine  cjklische  Curve  a^  in  der  Grundrissebene.  Sind  für  die 
Schraubenlinien  « ,  {  die  Ganghöhen  hg ,  hi  und  ist  das  Yerhältniss  hg\hi^\\^ 
gegeben,  so  hat,  wenn  die  Schraubenlinie  l  sich  in  der  Axenrichtung  um 
ihre  Ganghöhe  ^/»jü.^«  bewegt,  der  Punkt  A^  den  Ejreis  \  durchlaufen 
und  gleichzeitig  hat  der  Punkt  J\  auf  dem  Kreise  g^j,  dessen  ümfiEUig  V 
sein  möge,  den  Bogen  fi.Z7  durchschritten.  Demnach  ist  das  ümdrehongs- 
verhältniss  von  ^j  auf  \  und  von  J^,  auf  q>^  gleich  l:f4,  und  beschreiben 

*  Yergl.  Burmester,  Bd.  18  dieser  Zeitschrift  S.  186.     ^  j 

Digitized  by  LjOOQIC 


Von  Prof.  Dr.  L.  Buruester.  345 

wir  um  <P|  den  Ereis  ^r^,  nm  J\  den  Kreis  P|,  die  sich  im  Punkte  ^^ 
berühren  und  deren  Radien  sich  wie  l:|ii  verhalten,  so  wird,  wenn  der 
Kreis  P|  auf  dem  festen  Kreise  n^  rollt,  von  dem  mit  pj  yerbundenen 
Punkt  A^  die  ojklische  Cnrre  a^  erzeugt  und  die  Punkte  F^  und  Ä^  drehen 
sieh  in  gleichem  oder  entgegengesetztem  Sinne,  je  nachdem  die  Schrauben- 
linien «,  2  in  entgegengesetztem  oder  gleichem  Sinne  gewunden  sind.  Die 
cyklische  Curre  o^  wird  noch  auf  eine  zweite  Weise  durch  KreisroUung  von 
dem  Punkte  J|  erzeugt.* 

Construiren  wir  das  Parallelogramm  <P^F^A^F\^  welches  in  der  be- 
betrachteten Lage  ein  Rechteck  ist,  ziehen  wir  die  Gerade  Ä^^^^  welche 
die  Gerade  OiF\  im  Punkte  ^\  schneidet,  und  beschreiben  wir  um  <Z>j,  F\ 
die  Kreise  n\j  p\y  die  sich  in  %\  berühren,  dann  beschreibt,  wenn  der 
Kreis  p\  auf  dem  festen  Kreise  n\  rollt,  der  mit  p\  yerbundene  Punkt  ^^ 
dieselbe  cjklisohe  Cunre  a,.  Alle  Punkte  des  Kreises  Z^,  den  wir  uns  mit 
dem  rollenden  Kreise  p^  yerbunden  denken ,  beschreiben  congruente  cyklische 
Curven.  Dieselben  congruenten  cyklischen  Curven  werden  auch  von  den 
Punkten  des  um  F\  mit  dem  Radius  F\  A^  gezogenen  Kreises  l\  erzeugt, 
wenn   wir  uns  denselben  mit  dem  rollenden  Kreise  p\  verbunden  denken. 

Bei  der  doppelten  Erzeugung  der  cyklischen  Curven  besteht  die  Be- 

und  femer  ist,  wenn  wir  beachten,  dass  die  Zahl  fi  positiv  oder  negativ 
zu  nehmen  ist,  je  nachdem  die  Schraubenlinien  s,  Mn  ungleichem  oder 
gleichem  Sinne  gewunden  sind, 

h  ^F,%^ 

Demnach  ergiebt  sich,  wenn  wir  den  Kreis  l\  als  den  Grundriss  einer 
Schraubenlinie  V  von  der  Ganghöhe  li'i  betrachten  und 

setzen,  die  Beziehung:  '  ^ 

Die  betrachtete  cyklische  Schraubenfläche  wird  hiernach  in  einer  zweiten 
Weise  auch  durch  die  Schraubenlinie  V  erzeugt,  wenn  dieselbe  mit  der  in 
sich  selbst  bewegten  Schraubenlinie  8  verbunden  ist  und  so  schraubenfSrmig 
sich  bewegt.     Hiernach  ergiebt  sich: 

Eine  cyklische  Schraubenflftche  kann  auf  zweierlei  Weise 
vermittelst  gleicher  schraubenförmiger  Bewegung  zweier  ver- 
schiedener Schraubenlinien  Z,  V  erzeugt  werden. 

♦  Vergl.  G.  Bellermann,  Epioykloiden  und  Hypocykloiden,  1867.  -  Bur- 
mester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  1888.    Bd.  1  S,  184.  (^ r\r\ri\c> 

'  '  Digitizedby  VjOOyiC 


346     Kinematische  Flächenerzeagung  vermitt.  cylindrischer  BoUang. 


Betrachten  wir  die  Kreise  tt^,  Pi  als  Basiskreise  zweier  Kreiscjlinder- 
flächen  Uy  P^  von  denen  P  auf  11  rollt,  so  wird  die  cjklische  Schrauben- 
flfiche  anch  durch  die  mit  der  rollenden  Kreiscylinderflftche  P  Terbnndene 
Schraubenlinie  l  erzengt.  Betrachten  wir  femer  die  Kreise  n\^  p\  als 
Basiskreise  zweier  Kreiscylinderflächen  17',  P\  von  denen  P'  anf  11'  rollt, 
so  wird  dieselbe  cyklische  Schraubenfläche  in  zweiter  Weise  auch  durch  die 
mit  der  rollenden  KreiscylinderflSche  P'  verbundene  Schraubenlinie  V  erzeugt 

Eine  cjklische  Schraubenfläche  kann  auf  zweierlei  Weise 
vermittelst  Bollung  einer  Kreiscylinderfläche  P  an  einer  an- 
dern n  durch  eine  mit  P  verbundene  Schraubenlinie  I  erzeugt 
werden,  oder  vermittelst  Bollung  einer  KreiscylinderflSche  P' 
an  einer  andern  11'  durch  eine  mit  P'  verbundene  Schrauben- 
linie l\  wobei  die  Axen  dieser  Schraubenlinien  den  Kreis- 
oylinderflftchen  parallel  sind  und  die  Axe  der  cyklischen 
Schraubenfläche  die  gemeinsame  Axe  der  beiden  festen  Kreis- 
cylinderflächen  77,  77'  ist 

Bei  der  oben  betrachteten  flachgewindigen  Schraubenfläche,  die  ein  spe- 
cieller  Fall  der  cyklischen  Schraubenfläche  ist,  sind  diese  beiden  Erzeugnngs- 
weisen  identisch. 

Die  Sohraubenregelfläche. 

Durch  schraubenförmige  Bewegung  einer  (Geraden  wird  eine  Schrauben- 
regelfläche  erzeugt,  die  ein  Specialfall  der  cyklischen  Schraubenfläche  ist 
In  Fig.  5  ist  die  Schraubenlinie  $  gezeichnet,  welche  von  dem  Punkte  E 
der  Geraden  l  beschrieben  wird,  der  den  kürzesten  Abstand  von  der  Aza 
<Z>  O'  besitzt ;  und  es  ist  diese  Schraubenlinie  $  die  engste  von  allen  Schrau- 
benlinien ,  die  von  den  Punkten  der  Geraden  l  beschrieben  werden.  Fttr  die 
coaxiale  Schraubenlinie  n ,  deren  Tangenten  mit  einer  zur  Axe  <P  O'  senk- 
rechten Ebene  denselben  Winkel  g  wie  die  bewegte  Gerade  {  bilden  und 
deren  Ganghöhe  h  gleich  der  Ganghöhe  der  Schraubenregelfläche  ist,  erhalten 
wirdenBadius  _Jij^tq_ 

^""2.3,14...* 

Beschreiben  wir  um  0^  im  Grundriss  mit  dem  Badius  q  den  Kreis  ff|, 
so  ist  derselbe  die  Grundrissprojection  der  Schraubenlinie  n  und  kann  zu- 
gleich als  die  Basis  einer  Kreiscylinderfläche  77  betrachtet  werden,  auf  der 
die  Schraubenlinie  n  liegt.  Denken  wir  uns  die  Schraubenlinie  n  auf  der 
Kreiscylinderfläche  77  80  gezeichnet,  dass  der  Berührungspunkt  $  einer  an  x 
gelegten  Tangente  p,  welche  einer  bestimmten  Lage  der  Geraden  l  parallel 
ist,  mit  dem  Punkte  E  der  Geraden  l  in  gleicher  Höhe  liegt,  dann  können 
wir  die  Tangente  p  mit  der  Geraden  l  fest  verbinden;  und  während  die 
schraubenförmig  bewegte  Gerade  l  die  Schraubenregelfläche  erzeugt,  be- 
schreibt die  Gerade  p  die  abwickelbare  Schraubenfläche,  welche  von  den 
Tangenten  der  Schraubenlinie  n  gebildet  wird.     Legen  wir  nun  an  die  feste 
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Ereiscjlinderflttehe  TL  die  durch  j9  gehende  Tangentialebene  P^  deren  Qrond- 
rissspar  p^  eine  Tangente  an  den  Kreis  n^ ,  sowie  auch  die  Qmndrissprojection 
▼on  p  ist;  und  denken  wir  ans  die  Gerade  l  mit  dieser  Tangentialebene  P 
verbanden ,  so  wird,  wenn  die  Tangentialebene  P  an  der  festen  Kreiscylin- 
derflftche  U  rollt ,  von  der  Geraden  l  die  Sohraubenregelfläche  erzeugt,  and 
alle  Punkte  der  Geraden  l  beschreiben  in  senkrechten  Ebenen  zur  Aze  <Z>(2>' 
congrnente  allgemeine  Ereisevolventen.  Hierbei  rollt  die  Gerade  p  der 
Ebene  P  als  Tangente  an  der  Schraubenlinie  n  entlang.  Die  Grundrissspur 
£,  der  Tangente  p  beschreibt  als  Punkt  der  an  dem  Kreise  n^  rollenden 
Tangente  p^  eine  gemeine  Kreisevolvente;  und  die  mitpi  verbunden  gedachte 
Grundrissspur  Ä^  der  Geraden  l  beschreibt  im  Grundriss  die  allgemeine 
Kreiseyolvente  aj.     Somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Schraubenregelflftohe  wird  vermittelst  Bollung  einer 
Ebene  P  auf  einer  festen  Kreiscylinderfläche  TL  durch  eine 
mit  der  Ebene  P  verbundene  parallele  Gerade  I  erzeugt,  die 
schrftg  zu  den  Mantellinien  der  Kreiscylinderfläche  ist;  und  die 
Aze  der  Schraubenregelflftche  ist  auch  die  Aze  der  festen  Kreis- 
cjlinderflttche. 

Geht  die  mit  der  rollenden  Ebene  P  verbundene  schr&ge  Gerade  l  durch 
die  Aze  OO'  der  festen  KreiscylinderflSche  17,  dann  wird  von  der  Geraden  { 
die  Bcharfgewindige  Schraubenflftche  erzeugt,  welche  bei  der 
Schraube  mit  scharfem  Gewinde  vorkommt,  und  alle  Punkte  von  l  beschrei- 
ben congrnente  Archimedische  Spiralen. 

Liegt  die  Gerade  l  in  der  rollenden  Ebene  P,  dann  wird  von  der  Ge- 
raden l  eine  abwickelbare  Schraubenflftche  erzeugt,  und  alle  Punkte  von  l 
beschreiben  congruente  gemeine  Kreisevolventen. 

Die  flachgewindige  Schraubenflftche,  welche  als  besonderer  Fall  aus  der 
Schraubenregelflftche  hervorgeht,  wenn  die  Mantellinien  derselben  die  Aze 
senkrecht  schneiden,  sowie  die  specielle  Schraubenregelfläche ,  deren  Mantel- 
linien senkrecht,  aber  windschief  zur  Aze  sind,  können  durch  die  betrachtete 
Bollung  einer  Ebene  auf  einer  Kreiscylinderflftche  nicht  erzeugt  werden; 
denn  eine  mit  der  rollenden  Ebene  verbundene  Gerade,  die  senkrecht  zu  den 
Mantellinien  der  Kreiscylinderflftohe  ist,  bewegt  sich  bei  der  Bollung  in 
einer  Ebene.  

Wird  in  Fig.  6  wfthrend  der  Bollung  einer  KreiscylinderflSche  P  in 
einer  festen  Kreiscylinderflftche  11  der  rollenden  Kreiscylinderflftche  P  Iftngs 
den  Mantellinien  eine  gesetzmftssige  Lftngsbewegung  ertheilt,  dann  wird  der 
Bewegnngsvorgang  cylindrische  Schrotung  genannt;  die  Kreiscylinder- 
flftche P  schrotet  an  der  festen  Kreiscylinderflftche  17.  Vermittelst  der  cylin« 
drischen  Schrotung  ergeben  sich  mannigfaltige  neue  Flächenerzeugungen. 
Schrotet  z.  B.  eine  Kreiscylinderflftche  P  in  einer  doppelt  grossen  festen  Kreis- 
cylinderflftche 27  derart,  dass  die  Lftngsbewegung  durch  harmonische  Schwing-  .QJp 
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nngen  bewirkt  wird,  deren  Schwingnngszeit  za  der  ümroUangszeit  in  einem 
bestimmten  Verhältnisse  steht,  dann  beschreiben  alle  Punkte  der  schroten- 
den Ereiscjlinderfläche  P  Lissajons'sche  Curven  in  Ebenen,  welche  durch 
die  |Axe  <P<P'  der  festen  Ereiscylinderfläche  17  gehen.  Ein  Kreis  auf  der 
schrotenden  Ereiscylinderfläche  P^  z.  B.  der  Basiskreis  p ,  erzengt  eine  Flfiche, 
die  von  den  darch  die  Aze  <P(&  gehenden  Ebenen  in  Lissajous 'sehen  Cnrven 
der  verschiedenen  Phasennnterschiede  geschnitten  werden;  und  diese  Fliehe 
lässt  sich  in  zwei  verschiedenen  Weisen  durch  Parallelbewegung  erzengen. 

Wenn  insbesondere,  wie  beispielsweise  in  Fig.  6  angenommen  ist, 
während  der  cjlindrischen  Schrotung  einer  vollen  ümrollnng  eine  ganze 
harmonische  Schwingung  entspricht,  sind  die  Lissajous'schen  Gurren 
Ellipsen,  welche  einen  gemeinsamen  Mittelpunkt  üf  in  der  Axe  OO'  besitzen. 
Beginnt  die  BoUung  und  harmonische  Schwingung  in  der  Lage  p^  des  Basis- 
kreises j9,  dann  schwingt  der  momentan  mit  dem  Berührungspunkte  der 
Basiskreise  p^^  n^  coincidirende  Punkt  Ä^  von  p^  in  der  Ebene  ^^'Ä  anf 
der  Geraden  a  resp.  auf  der  geraden  Strecke  AÄj  die  als  eine  degenerirte 
Ellipse  zu  betrachten  ist.  Ein  Punkt  ^^  des  Kreises  Pi  beschreibt  in  der 
Ebene  OO'B  eine  Ellipse  ß]  und  der  Mittelpunkt  F^  des  Kreises  p^  bewegt 
sich  auf  einer  Ellipse  tp.  Die  vermittelst  dieser  cjlindrischen  Schrotong 
von  dem  Kreise  p^  erzeugte  Fläche  gestaltet  sich  in  diesem  Specialfialle 
besonders  einfach.  Diese  Fläche  wird  auch  durch  Parallelbewegung  des 
Kreises  p^  erzeugt;  wenn  dessen  Mittelpunkt  F^  auf  der  Ellipse  qf  bewegt 
wird.  Alle  Punkte  des  Kreises  p^  beschreiben  dann  in  parallelen  Ebenen 
Ellipsen,  die  der  Ellipse  <p  congruent  sind.  Die  Mittelpunkte  dieser  con- 
gruenten  Ellipsen  liegen  auf  dem  Kreise  fi,  dessen  Orundrissprojection  auch 
der  Kreis  q>^  ist.  Demnach  wird  diese  betrachtete  Fläche  auch  durch  Parallel- 
bewegung  einer  dieser  Ellipsen  erzeugt,  wenn  deren  Mittelpunkt  auf  dem 
Kreise  fi  sich  bewegt  Die  Grundrisscontour  dieser  Fläche  wird  durch  den 
Kreis  n^  und  die  Aufrisscontour  durch  das  Parallelogramm  A^0\Ä\0^ 
dargestellt. 

Vermittelst  einer  andern  einftushen  cylindrischen  Schrotung,  bei  der  die 
Längsbewegung  der  Bollung  proportional  ist,  ergeben  sich  noch  manche 
interessante  Flächenerzeugungen;  und  nach  dem  Chasl  es 'sehen  Princip  der 
ümkehrung  der  Bewegung*  treten  durch  ümkehrung  der  cylindrischen 
Bollung  sowie  der  cylindrischen  Schrotung  wieder  Erzeugungen  neuer 
Flächen  auf. 

Die  Erzeugung  der  Conoidflächen  vermittelst  Rollung  wurde  von  mir 
im  Januar  1888  vorgetragen  und  auch  von  Mannheim  gefunden  (Comptee 
rendus  T.  CVI,  19  mars  1888,  p.  820),  wie  mir  durch  Separotabdruck 
bekannt  geworden  ist,  nachdem  diese  Abhandlung  zum  Druck  bef^dert  war. 

*  Chasles,  Geechichte  der  Geometrie,  deutsch  von  Sohncke,  18S9,  S.  447. 
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Constmotion  einer  Plüoker'schen  Complexfläohe 
aus  ihren  vier  singulären  Strahlen. 

Von 

Stud.  math.  Jon.  Kleibeb 

in  HOnohen. 


Es  soll  sich  in  den  folgenden  Ueberlegnngen  darum  handeln,  die  von 
Plücker  in  seinem  Werke:  „Neue  Geometrie  des  Baumes^  zuerst  charak- 
terisirte,  einem  Complexe  zweiten  Grades  bezüglich  irgend  einer  beliebigen 
Geraden  des  Baumes  zugeordnete  „Complexfläche^  aus  den  vier  ihr  eigen- 
thümlichen  singulSren  „Strahlen^  zu  construiren. 

Wir  bemerken  zu  dem  Ende  und  um  zunächst  unsere  Vorstellung  zu 
fixiren,  dass  jene  Gerade  &,  bezüglich  welcher  ein  gegebener  Liniencomplex 
zweiten  Grades  unsere  Fläche  definirt,  dem  Liniencomplexe  selbst  als  Ele- 
ment nicht  angehöre,  um  die  PL*  Nrrl92  bezeichneten  speciellen  Configu- 
rationen  anszuschliessen.  Um  diese  Gerade  denken  wir  uns  nach  dem  Vor- 
gange Plficker's  sich  drehend  eine  Ebene.  Dann  werden  die  jeweilig  in 
ihr  liegenden  Complexgeraden  einen  sogenannten  „  Complexkegelschnitt  ^ 
umhüllen,  die  Gesammtheit  der  Complexkegelschnitte  aber  die  von  uns  zu 
betrachtende  „Complexfläche'^  erzeugen.    (PI.  Nr.  167.) 

Indem  sich  nun  die  besagte  Ebene  um  Q  dreht,  kommt  es  im  Ganzen 
viermal  vor,  dass  der  in  ihr  enthaltene  Classenkegelschnitt  in  ein  Punkte- 
paar ausartet.  Jeder  einzelne  dieser  Punkte  stellt  einen  Knotenpunkt  der 
Fläche  vor,  deren  somit  im  Ganzen  acht  sein  können ,  wenn  dieselben  nicht 
paarweise  imaginär  werden.  Wenn  wir  auch  Letzteres  in  unserer  Construc- 
tionsvoraussetzung  nicht  ausschliessen  wollen ,  so  müssen  wir  doch  als  wesent- 
liche Bedingung  die  festhalten,  dass  die  vier  Ebenen  E^,  E^,  E3,  E4  reell 
seien,  in  denen  die  ausartenden  Classenkegelschnitte  zu  liegen  hätten.  Aus 
diesem  Postulat  aber  folgt  dann  weiter,  dass  die  in  diesen  Ebenen  E^  lie- 
genden Verbindungslinien  St  der  darin  enthaltenen  zwei  Knotenpunkte  reell 
sind,  denn  nach  Lösung  der  biquadratischen  Gleichung,  welche  die  E^  be- 
stimmt, sind  die  Si  in  linearer  Weise  zu  finden  (PI.  Nr.  188).  Die  vier 
Linien  Sf  heissen  die  vier  singulären  , Strahlen^  der  Fläche. 


*  Die  Bezeichnung  „PL**  bezieht  sich  stets  auf  Plüoker'a  Werk:   „Neue 
Geometrie  des  Baumes  etc.,  1868.' 
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In  Bezug  auf  unseren  späteren  Zweck  ist  es  nöthig,  noch  folgender 
Eigenschaften  Erwähnung  zu  thun: 

1.  Die  Gerade  a  ist  Doppellinie  der  FlSche  (PL  Nr.  172).  Die  Fl&cbe 
ist  also  vom  vierten  Grade. 

2.  Zugleich  ist  letztere  von  der  vierten  Classe  und  es  läuft  von  jedrai 
Punkte  m  der  Geraden  &,  welche  zugleich  als  Doppelaze  sich  erweist,  an 
die  Complexfläche  ein  Tangentialkegel,  der  nur  mehr  vom  zweiten  Grade  ist 
Es  ereignet  sich  bei  Fortrücken  des  Punktes  m  auf  der  Doppelaze  ff,  wie 
oben,  viermal,  dass  der  Tangentialkegel  in  je  ein  Ebenenpaar  ausartet  Die 
vier  ausgezeichneten  Punkte  m  sollen  mj,  mm  mni)  miv  heissen.  Die 
durch  sie  laufenden  Ebenenpaare  sind  Doppeltangentialebenen  unserer  Com- 
plexfläche. Die  Schnittlinie  je  zweier  durch  m<  gehenden  Ebenen  heisst 
nach  Flacker  eine  «, singulare  Axe''  der  Fläche  (PI.  Nr.  189).  Diese  Axen 
wollen  wir  der  Beihe  nach  Ai,  Ani  Anii  Aiv  benennen. 

Die  Polare  f  der  Complezfläche. 

Die  von  Plücker  Nr.  178  erwähnte  „Polare  der  Complexfläche*  wird 
das  eigentliche  Hilfsmittel  werden,  mit  dem  wir  später  unsere  Construction 
ermöglichen  werden.  Wir  wollen  uns  hier  deshalb  ihre  Definition  noch 
einmal  vergegenwärtigen,  wenigstens  nach  der  unseren  Zwecken  dienlichen 
Seite: 

„Die  Polare  f  der  Fläche  ist  der  Ort  der  Pole  (/)  des  Doppel- 
strahles   Q  bezüglich   aller   Complexkegelschnitte ,    deren   Ebene  E 
durch  a  läuft.« 
Aus  dieser  Definition  folgt  aber  sofort: 

„Die  Polare  f  trifft  alle  vier  singulären  Strahlen  8t** 
Wenn  wir  beachten,  dass  nach  PI.  Nr.  179  die  Gerade  f  auch  umhüllt 
wird  von  den  Polarebenen,  die  man  bezüglich  G  zu  den  Kegeln  zweiter 
Ordnung  construiren  kann,  die  von  letzterer  Greraden  auslaufen,  so  folgt 
femer : 

„Die  Polare  f  trifft  auch  alle  vier  singulären  Axen  Af.« 
Wir  erkennen  hieraus  schon  eine  grosse  Aehnlichkeit  im  Verhalten  Ton 
G  und  r  bezüglich  der  acht  singulären  Linien: 

„Sowohl  G  wie  f  wird  von  den  vier  singulären  Strahlen  und 
den  vier  singulären  Axen  getroffen." 
Die  angedeutete  Beziehung  der  Linien  G  und  f  wird  im  Laufe  unserer 
Construction  noch  klarer  zu  Tage  treten. 

Trifft  der  singulare  Strahl  Sg  die  Doppellinie  G  nach  dem  Punkte  ^i, 
die  Gerade  f  nach  ytf  so  ^^^^  die  Punkte  gt^  yi  harmonisch  zu  den  beiden 
Knotenpunkten  auf  8i.  Analog:  Heisst  die  Ebene,  welche  die  singolSre 
Axe  Ai  mit  G  bestimmt,  (r<,  die  Ebene,  welche  Ai  mit  V  bestimmt,  Ht 
so  trennen  auch  hier  die  Ebenen  Gi  und  Vi  die  durch  die  singulare  Axe 
laufenden  Doppeltangentialebenen  harmonisch. 
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Die  Bertthronnre  eines  Complexkegels ,  dessen  Spitze  anf  der 
Doppelgeraden  G  liegt 

Ein  derartiger  Complexkegel  ist  naeh  Früherem  ein  Tangentialkegel 
unserer  Complexfläche  vierten  Grades.  Da  er  selbst  von  der  zweiten  Ord- 
nung ist,  80  gewinnen  wir  als  erstes  Resultat  den  Satz: 

„Die  Cnrve,  nach  welcher  ein  von  einem  Punkte  der  Doppel- 
geraden aasgehender  Tangentialkegel  die  FlSche  berührt,  ist  eine 
Banmcttrve  vierter  Ordnung.^ 
Diese  Banmcnrve  wollen  wir  mit  JB4  beieichnen.    Benennen  wir  femer 
die  Spitze  des  Kegels  mit  dem  Bachstaben  m,  so  können  wir  folgenden 
Satz  erweisen: 

;,Die  Baamearve  B^  hat    im    Pimkte    m    einen   Doppelpankt, 
dessen  zwei  Schmiegungsebenen  darch  die  Doppelgerade  O  laafen 
and  dessen  zwei  Tangenten  die  Polare  f  der  Complezfläche  schneiden.'' 
Zom  Beweise  bemerken  wir,  dass  von  der  Geraden  0-  aus  an  den  Com- 
plexkegel zwei  Tangentialebenen  laafen:  %^  and  2^,  welche  den  Kegel  mit 
der  Spitze  m  nach  den  zwei  Erzeugenden  T|  and  Tg  berühren.    Betrachten 
wir  neben  £1  and  £,  noch  eine  dritte  durch  Q  laafende  Ebene  E,  so  ent- 
hftlt  diese  doch  einen  Complexkegelsohnitt,  dessen  beide  durch  den  Punkt 
m  gehenden  Complexlinien  (Tangenten  des  Kegelschnittes)  Erzeugende  des 
Kegels  m  sind.    In  den  Grenzlagen  Xi  und  Stj  rücken  diese  zwei  Erzeu- 
genden zusammen,  woraus  folgt,  dass  die  in  den  Ebenen  Z^  bez.  £9  gelege- 
nen Complexkegelschnitte  die  Geraden  2\   und  T^  im  Punkte  m  jeweilig 
berühren   müssen.     Somit  ist  m  auch  Doppelpunkt  der  Berührcurve  E4, 
welche  ganz  auf  dem  Kegel  m  liegt;  die  Tangenten  in  dem  Punkte  m  sind 
aber  Tj  und  T,. 

Da  der  Pol  eines  der  in  Z^  oder  Z^  gelegenen  Complexkegelschnitte 
anf  den  bezüglichen  Tangenten  Tj,  Tg  gelegen  sein  muss,  so  ist  ferner  klar, 
dass  die  Tangenten  Ti,  T«  des  Punktes  m  der  B^  die  Gerade  f  treffen. 

Im  üebrigen  liegt  weder  in  5C|  noch  Z^  ausser  m  ein  Schnittpunkt 
der  B^^  somit  sind  die  beiden  durch  G  laufenden  Ebenen  X^  und  Stj  zn- 
gleich  Schmiegungsebenen  der  Baumcurve  im  Doppelpunkte  m. 

Wenn  wir  bedenken,  dass  irgend  eine  Ebene  durch  eine  der  Erzeugen- 
den des  Kegels  die  B^  nach  vier  Punkten  schneiden  muss ,  von  denen  immer 
zwei  durch  den  Punkt  m  repräsentirt  werden ,  und  die  nicht  alle  zu  gleicher 
Zeit  m  einer  Geraden  liegen  können,  so  erhalten  wir  den  weiteren  Satz: 

j,Auf  jeder  Erzeugenden  des   Kegels  aus  dem  Punkte  m  liegt 
ausser  m  noch  ein  einziger  weiterer  Punkt  der  B^.*' 
Wir  bemerken  überdies,   dass  der  Kegel  auch  immer  durch  die  acht 
Knotenpunkte  laufen  muss,  woraus  folgt: 

j,Die    vier    singulftren  Strahlen   sind    immer   (eigentliche    oder 
uneigentliche)  Secanten  der  Ä^."  r^  1 
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Von  den  vier  singnlllren  Axen  können  wir  das  Gegentheil  erweisen, 
denn  die  durch  eine  solche  singulare  Axe  Ai  laufenden  Doppeltangential- 
ebenen müssen  bekanntermassen  je  vier  der  acht  Knotenpunkte  der  FlBche 
enthalten,  durch  deren  keinen  aber  A|  hindurchgeht.  Diese  acht  Knoten- 
punkte gehören  aber  der  R^  an. 

Lässt  man  die  Kegelspitze  wandern,  so  werden  natflrlioh  die  Tangen- 
tialebenen Sti,  £2  an  die  entstehenden  Complexkegel  immer  andere,  ebenso 
die  Tangenten  T|,  T2,  die  aber  immer  die  Polare  f  schneiden«  Fort- 
während gehen  aber  die  entstehenden  B^  durch  die  acht  festen  Knotenpunkte 
der  Complexflftche,  während  ihr  Doppelpunkt  die  Doppelgerade  G  durchlSoft. 

unter  diesen  möglichen  Curren  kommt  es  nun,  wie  wir  sogleich  ab- 
leiten werden,  viermal  vor,  dass  die  Ü4  in  ein  Paar  von  Kegelschnitten 
sich  auflöst,  und  viermal,  dass  dieselbe  in  eine  Gerade  und  eine  Baum- 
curve  dritter  Ordnung  degenerirt.  ' 

Wir  haben  früher  mit  mi,  mm  iHm»  iMiy  die  vier  Punkte  bezeichnet, 
für  die  der  Complexkegel ,  der  von  ihnen  jeweilig  ausgeht,  in  je  ein  Ebenen- 
paar zerfällt.  Die  Doppellinie  des  letzteren  war  die  singulare  Axe  A|. 
Diese  Ebenenpaare  aber  stellen  nichts  Anderes  vor,  als  je  ein  Paar  Doppel- 
tangentialebenen der  Complexüäche.  Wenn  aber  letztere  eine  ebene  Berühr- 
curve  besitzen  soll,  so  kann  dies  nur  ein  Kegelschnitt  sein.  Wir  haben 
hiemach  die  Existenz  zunächst  von  den  vier  Kegelschnittpaaren  erwiesen, 
welche  zusammen  eine  der  R^  repräsentiren,  welche  den  Punkten  mi,  mni 
191x11)  ^iv  zukommen. 

um  auf  die  vier  Baumcurven  dritter  Ordnung  endlich  zu  gelangen, 
lassen  wir  die  Kegelspitze  m  in  einen  der  vier  Punkte  g^  g^^  9$i  ^4  rücken. 
Mit  gt  bezeichneten  wir  früher  den  Schnitt  des  singulären  Strahles  Si  mit 
der  Doppelgeraden  Q.  Der  Complexkegel  selbst  zerAÜlt  nicht,  aber  wir 
können  auf  ihm  eine  Erzeugende  bezeichnen,  die  vier  Paukte  der  JB^  auf 
sich  enthält  Dies  ist  nämlich  der  singulare  Strahl  St  selbst.  Er  enthält 
nämlich,  unserer  Regel  widersprechend,  statt  „eines"  weiteren  Punktes  ausser 
m  noch  zwei,  nämlich  die  beiden  auf  ihm  liegenden  Knotenpunkte.  Wir 
haben  somit  den  Satz: 

„Der  vom  Schnittpunkt  eines  singulären  „Strahles^  mit  der 
Doppelgeraden  ausgehende  Tangentialkegel  berührt  die  Complexüäche 
nach  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung;  als  Best  der  B^  spaltet  sich 
der  singulare  Strahl  ab." 

Die  auftretendeiL  Baamcunren  dritter  Ordnung. 

Wir  wollen  zunächst  den  Satz  erweisen: 

„Jede  der  vier  auftretenden  Baumcurven  dritter  Ordnung  hat 
die  Eigenschaft,  sowohl  G  wie  f  zu  treffen;  aber  letztere  zwei  Ge- 
rade sind  blos  „Nichtsecanten  der  vier  Äj*.**      ^  , 
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Dass  die  Oerade  Q  getro£fen  wird,  ist  klar.  Denn  gehöre  im  Punkte 
gi  zum  singülftren,  sich  absondemäen  Strahl  8i  die  mit  B^*  bezeichnete 
Banmcnnre,  so  wird  eben  gt  zum  Doppelpunkt  der  zerfallenden  B^^  indem 
sieh  in  ihm  Sf  und  ^3'  treffen. 

Die  Tangenten  der  B^  im  Doppelpunkte  bezeichneten  wir  frtther  mit 
T^  und  T^;  sie  lagen  in  den  von  G  an  den  Regel  m  gehenden  Tangential- 
ebenen Z^  und  St)  und  schnitten  die  Polare  f.  In  unserem  Falle  ist  die 
Ebene  2;^  identisch  mit  der  Ebene  [G,  8i] ,  denn  in  dieser  liegt  der  in  die 
Doppellinie  8i  degenerirte  Punktkegelschnitt,  so  dass  in  Si  zwei  Erzeugende 
des  Kegels  von  gt  liegen.  Die  zweite  Ebene  SC,  dagegen  specialisirt  sich 
nicht  in  einer  ähnlichen  Art.  Die  in  ihr  liegende  Tangente  T,'  fdr  B^*  im 
Punkte  gi  schneidet  wie  gewöhnlich  f. 

Denken  wir  uns  eine  Ebene  durch  0,  die  sich  successive  in  die  Lage 
der  Tangentialebene  X^  bewegt,  so  erkennen  wir  unmittelbar  aus  der  Defi- 
nition unserer  Berührcurve  B^,  dass  die  Baumcurve  dritter  Ordnung  durch 
den  schon  früher  erwähnten  Punkt  yt  gehen  muss,  der  bezüglich  der  beiden 
auf  dem  singulSren  Strahl  8i  liegenden  Knotenpunkte  zum  Punkte  ^;,  d.  i. 
der  Kegelspitze  harmonisch  liegt.  Da  letzterer  Punkt  auch  der  Polaren  f 
zugehört,  so  ist  auch  der  Beweis  erbracht,  da«s  die  B^*  mit  f  einen  Punkt 
yi  gemein  hat.  —  Dass  aber  f  keinen  weiteren  Punkt  mit  der  B^*  gemein 
haben  kann,  folgt  indirect  ebenfalls  aus  der  angestellten  Betrachtung,  da 
keine  zwei  singulären  Strahlen  durch  denselben  Punkt  gt  hindurchgehen 
dürfen. 

Da  die  B^^  auf  dem  Kegel  mit  der  Spitze  gt  nicht  durch  die  beiden 
auf  dem  singulären  Strahl  8i  gelegenen  Knotenpunkte  laufen  kann  (wenn 
wir  dieselben  discret  auf  84  annehmen),  vielmehr  durch  den  auf  8i  liegen- 
den Punkt  yt  geht,  in  welchem  8i  von  f  getroffen  wird,  so  können  wir  je 
acht  Punkte  einer  jeden  der  vier  Baumcurven  dritter  Ordnung  in  folgender 
Weise  angeben: 

„Die  Baumcurve  B^*  geht  ausser  durch  den  Punkt  gt  auf  G 
noch  durch  den  Punkt  yt  auf  f  und  femer  durch  jene  sechs  übrigen 
Knotenpunkte  der  Complexflftche ,  welche  auf  dem  singulftren  Strahl 
8i  nicht  liegen.^ 

Zum  Obigen  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  die  im  Punkte  yi  der  B^* 
existirende  Tangente  doch  in  der  Tangentialebene  Sti,  die  längs  der  Erzeu- 
genden 8i  den  Kegel  gt  berührt,  liegen  muss.  Wir  wollen  diese  Tangente 
der  ^3'  im  Punkte  yi  etwa  mit  T3'  bezeichnen.  (T,'  ist  die  Tangente  der- 
selben Jßj'  im  Punkte  gt .)  Da  aber  die  Ebene  Xj  durch  die  Doppelliuie  G 
der  Complexfläche  läuft,  so  wird  natürlich  auch  G  von  T3'  getroffen. 

Indem  wir  hier  die  Frage  nach  der  Lage  dieser  Tangente  T3'  behan- 
deln, werden  wir  durdh  unsere  Betrachtungsweise  auch  auf  die  im  Punkte 
yi  der  B^*  existirende  Schmiegungsebene  geführt    Für  den  Punkt  gt  kennen      ^ 
wir  dieselbe  bereits  nach  früheren  Ueberlegungen :  sie  ist  die  Ebene  Xj,  die   gl^C 
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man  darch  G  und  T«'  legen  kann.    Wir  werden  analog  finden,   dass  die 
Schmiegongsebene  im  Punkte  yi  durch  f  und  Jg^  hindurchgeht. 

Dies  zu  erweisen,  benützen  wir  folgenden  elementaren  Satz  aus  der 
Theorie  der  Baumcurven  dritter  Ordnung: 

„Durch  eine  sogenannte  Nichtsecante  einer  Baumcurre  dritter 
Ordnung,  d.  h.  eine  Gerade,  welche  blos  einen  Punkt  mit  der  letz- 
teren gemein  hat,  ist  immer  ein  Hyperboloid  bestimmt,  auf  welchem 
die  Baumcurve  dritter  Ordnung  liegt '^ 
Mit  Hilfe  dessen  gelingt  es,  folgende  Behauptung  zu  erweisen: 

„Das  Hyperboloid  ^i,   welches  man  durch  die  :Gerade  G  and 
die  auf  dem  Eegel  aus  gi  liegende  Baumcurve  dritter  Ordnung  A^* 
logen  kann,  enthalt  in  der  „Nichtsecantenschaar'^  ausser  der  Greraden 
Q  noch  die  Polare  f  und  in  der  „Secantenschaar'^  jene  drei  übrigen 
singulftren  „Strahlen^,  welche  nicht  Si  sind.^ 
Denn   wir  brauchen  zunächst  nur  zu  bemerken,    dass  ein  singulSrer 
Strahl,  welcher  nicht  8i  ist,   z.  B.  Sa,   nach  früheren  Betrachtungen  eine 
Secante   der  R^*  ist   und  ausserdem  noch  die  Gerade  G  trifft,   somit  drei 
Punkte  mit  dem  Hyperboloid  ^i  gemein  hat  und  aus  letzterem  Grunde  ganz 
auf  Qi  gelegen  sein  muss.  —  Die  Gerade  f  hinwiederum  trifft  nach  Frühe- 
rem sämmtliche  singulare  Strahlen,  also  auch  die  drei  auf  dem  Hyperboloid 
Qi  liegenden,  woraus  eine  der  obigen  analoge  Schluss weise  ergiebt,  dass 
auch  r  auf  Qi  liegt.     Da  f  nur  einen  Punkt  mit  R^*  gemein  hat,  so  gehört 
es  natürlich  mit  der  Geraden  f  zur  Nichtsecantenschaar  des  Hyperboloids  ^  • 
Wir  können  sofort  noch  eine  weitere  zur  Secantenschaar  des  Hyper- 
boloids Qi  gehörige  Gerade  bezeichnen.    Es  ist  dies  nämlich  die  Tangente  T,^ 
im  Punkte  gt  der  R^K    Selbe  schneidet  die  Baumcurve  in  den  zwei  zusam- 
menfallenden Punkten  gi ,  femer  die  Gerade  f,  wonach  auch  sie  drei  Punkte 
mit  dem  Qi  gemeinsam  hätte,   somit  ganz  auf  Qi  liegt  und  natürlich  als 
Tangente  der  R^*  zur  Secantenschaar  zählt. 

Aus  der  Theorie  der  Baumcurven  dritter  Ordnung  wissen  wir  aber, 
dass  auf  jedem  durch  dieselbe  gelegten  Hyperboloide  zwei  Erzeugende  der 
Secantenschaar  Yorhanden  sind,  welche  die  R^  in  zwei  zusammenfidlenden 
Punkten  treffen  und  welche  somit  Tangenten  der  R^  sind.  Dieselben  können 
auch  gleichzeitig  verschwinden,  indem  die  sie  bestimmende  Involution  eine 
elliptische  wird.  In  unserem  Falle  sind  sie  aber  reell,  da  eine  derselben, 
nämlich  T^U  ideell  ist.  In  der  That  erkennen  wir,  dass  dies  die  Gerade  T^' 
sein  muss,  d.  h.  die  Tangente  im  Punkte  yi  ^^  -^s'*  Diese  schneidet  als 
Tangente  22,'  in  den  zwei  zusammenfallenden  Punkten  yt^  aber  ausserdem 
die  Gerade  G^  wie  wir  gesehen  haben.  Mit  dem  Hyperboloid  hätte  also 
auch  Ts'  drei  Punkte  gemein,  d.  h.  T3'  liegt  ganz  auf  $|. 
Wir  entnehmen  hieraus: 

„Die  beiden  Tangenten  der  B^*  in  den  Punkten  gt  bez.  yt^  d.  i.  die 
Geraden  T,',  T,',  liegen  ebenfalls  auf  dem  ^^^^1^^  ^^f^S^ß^^  &-' 
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Die  Schmiegangsebenen  der  R^*  in  den  beiden  Punkten  pt  nnd  yi  fallen 
dann  bekanntennassen  mit  den  in  jenen  Punkten  existirenden  Tangential- 
ebenen zusammen,  d.  h.  sie  sind 

ffSa  Punkt  gt  die  Ebene  &T2', 

Hiermit  haben  wir  die  uns  zur  Construction  der  Complexflflche  aus  den 
Yier  singulftren  Strahlen  nStbigen  Hilfsmittel  entwickelt.  Wir  kommen  nun 
zu  unserer  eigentlichen  Aufgabe: 

Die  Conttmetion  der  Complezfläche  aus  den  vier  singnlären  Strahlen. 

Wir  erwähnen  zunfichst,  dass  die  Construction  dann  für  geleistet  zu 
erachten  sein  wird,  wenn  es  uns  gelingt,  in  jeder  durch  die,  uns  noch 
gemSss  unserer  Voraussetzung  zwar  unbekannte  Doppellinie  Q  gehenden 
Ebene  E  fUnf  solche  Punkte  anzugeben,  welche  den  darin  enthaltenen  Com. 
plexkegelschnitt  zu  construiren  ermöglichen. 

Wir  kennzeichnen  die  Art  der  folgenden  Lösung  dadurch,  dass  wir 
darnach  streben,  zuerst  die  beiden  Geraden  Q  und  f  zu  ermitteln  und  hier- 
auf die  vier  oben  behandelten  Baumcunren  dritter  Ordnung  zu  construiren, 
Yon  denen  wir  wissen,  dass  sie  ganz  auf  unserer  Fläche  liegen.  In  einer 
durch  G  gehenden  Ebene  E  werden  wir  dann  jeweilig  sogar  acht  Punkte 
finden,  die  auf  dem  in  der  Ebene  E  liegenden  Complexkegelschnitt  liegen 
werden. 

„Die  acht  Punkte  ordnen  sich,  gemäss  ihrer  Zugehörigkeit  zu 
den  yier  Baumcurren  dritter  Ordnung,  zu  vier  Punktepaaren  einer 
Involution  auf  dem  Complexkegelschnitte  an.** 

Die  Geraden  G  und  V  aber  sind  aus  den  vier  singulären  Strahlen  81 , 
^%y  ^8'  ^^4  sofoi^  zu  finden.  Sie  sind  nämlich  nichts  Anderes,  als  jene 
beiden  Secanten,  welche  zugleich  alle  vier  singulären  Strahlen  treffen. 

Ihre  Bealität  yorausgesetzt,  ist  es  ebenso  einfach,  weiterhin  eine  be- 
liebige der  yier  Baumcurven  dritter  Ordnung  ^u  construiren,  denn  diese 
hängen  nicht  specieller  Weise  yon  G  und  f  ab,  d.  h.  sie  bleiben  nach  oben 
dieselben,  wenn  wir  G  und  V  yertaaschten.    Construiren  wir  etwa  22,'.    Zu 
dem  Ende  bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  yon  S|  mit  G  und  V  bez.  mit 
^i,  yi  und  suchen  die  durch  diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden  auf  dem 
durch  die  übrigen  singulären  Linien  gehenden  Hyperboloid  ^f,  welche  zur 
Schaar  der  8k  gehören.    Diese  beiden  Erzeugenden  sind  dann  Tg'  und  T3', 
d.  h.  die  in  gt  und  yi  existirenden  Tangenten  der  gesuchten  R^.    Da  aber 
die  Ebenen  (T,'  G)  bez.  (T3'  V)  in  den  Punkten  gt  bez.  yi  die  Schmiegungs- 
ebenen  der  Baumcurye  B^  in  gt  bez.  yi  repräsentiren ,  so  können  wir  sagen: 
„Von  jeder  der  yier  Baumcunren  dritter  Ordnung  kennen  wir 
je  zwei  Schmiegungsebenen ,  die  darin  enthaltenen  Tangenten  sammt 
«.gehörigen  Berührpankten.«  ^^   zedbyGoOglc 
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Diese  sechs  Stücke  reichen  bekanntermassen  aas,  eine  Banmcnnre  dritter 
Ordnung  eindeutig  zu  consiiruiren. 

Hiermit  sind  die  zur  Gonstruction  der  Fläche  nöthigen  Daten  erschöpft. 

Wir  bemerken  zu  Vorstehendem  noch,  dass  die  Aufgabe,  aus  vier 
Geraden,  als  singul&ren  Strahlen,  eine  Complexflftche  zu  construiren,  nach 
obigen  Erläuterungen  doppeldeutig  ist.  Die  beiden  construirbaren  Complex- 
flächen  haben  die  acht  Knoten  und  vier  singulären  Strahlen  gemein,  ebenso 
die  vier  Baumcurven  dritter  Ordnung;  die  wir  zur  Gonstruction  benutzten. 
Diese  letzteren  bilden  mit  den  vier  singulären  Strahlen  den  YoUstftndigen 
Durchschnitt  der  beiden  möglichen  Complexflächen. 

Anmerkung.  Die  Gonstruction  der  Fläche  aus  den  vier  singulären 
Axen  kann  nach  Vorstehendem  sofort  angegeben  werden,  indem  wir  statt 
der  vier  Baumcurven  dritter  Ordnung  vier  Developpable  dritter  Classe  leicht 
einftlhren. 

München,  Januar  1888. 


Digitized  by 


Google 


Kleinere  Mittheilungen« 


XXIX.  Zur  Elimiiiatioiittheorie. 

(AaszQg  einen  SchreibeoB  an  Herrn  Dr.  ViTanti.) 

. . .  Das  Theorem ,  womit  Ihre  jüngste  Arbeit  „Em  Satz  aus  der  Mi- 
mnatiansthearie''  (Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys,,  Bd«  XXXIII  S.  184)  endigt, 
kann  auch,  ohne  Ihr  Verfahren  anzuwenden,  Yon  dem  Besultantenansdruck 
hergeleitet  werden,  zu  welchem  die  dyalitische  Methode  führt.  Sind  nftm- 
lich  die  Coefficienten  a^^aji^^-i,  ...,  Om^it  ^i^  ^i+i*  «-m  ^m—x  der  Gleich- 
nngen 

«o^H l-a«  =  0,     &o«™H l-&m  =  0 

ganze  Functionen  einer  Variabeln  y^  deren  Orad  bis  auf  p  steigt,  so  sind 
in  der  Syl  Teste  raschen  Determinante  die  X  ersten  und  die  X  letzten  Ver- 
ticalreihen  von  y  unabhängig.  Entwickelt  man  daher  obige  Determinanten 
nach  den  Minoren  der  Matrix,  welche  aus  den  übrigen  2(m— A)  Vertical- 
reihen  entsteht,  so  schliesst  man  sogleich,  dass  die  Resultante  eines  Grades 
<  2(m— A)p  in  y  ist,  worin  Ihr  Satz  besteht. 

Dieses  Eaisonnement  kann  in  {ähnlichen,  aber  viel  allgemeineren  Fällen 
angewandt  werden,  auch  wenn  nämlich  die  Grade  der  betrachteten  Gleich- 
ungen verschieden  sind  und  ihre  von  y  unabhängigen  Coefücienten  nicht 
symmetrisch  am  Anfang  und  Ende  derselben  Gleichungen  vertheilt  sind.  Sind 
z.  B.  die  Coefficienten  o,,  Oji,  &2  ^^  Gleichungen 

d^i»*  +  «1«^  +  Oj«*  +  «s«  +  «4  =  0,     h^sfi  +  &i  «*  +  &«»  +  &8  =  0 
p-dimensionale  Functionen  von  ^9  während  die  übrigen  CoefiGicienten  kein  y 
enthalten,  so  ist  der  Grad  der  Besultante  <  4jp,  wie  man  aus  dem  Ausdruck 
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ersieht.  Es  würde  unschwer  sein,  einen  Satz  auszusprechen,  welcher  den 
Ihrigen  einschliessen  und  alle  Fälle  betreffen  würde,  welche  ich  oben 
charakterisirt  habe.  ^  j 
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Das  nämliche  Baisonnement  erlaubt  auch  die  Erniedrigungen  zu  be- 
stimmen, die  manchmal  in  jenen  oberen  Grenzen  für  den  Grad  der  Resul- 
tante eintreten;  sind  z.  B.  die  Gleichungen 

aQofi  +  a,ir*  +  a^a?  +  a^a^  +  a^x  +  aj  =  0,    IqH?  +  61«  +  6,  =  0 

vorhanden,  wo  nur  die  CoefEcienten  a^,  Og,  o,  p-dimensionale  Functionen 
Yon  y  sind,  so  ist  der  Besultantengrad  scheinbar  ^3jp;  doch  kann  man  in 
diesem  Falle  von  der  inneren  Matrix  keine  mehr  als  2p-dimen8ionale  Deter- 
minante herausziehen;  daher  ist  der  Besultantengrad  =2j7.  (üebrigens  i&t 
ersichtlich:  wenn  zwei  Gleichungen  gegeben  sind,  wefche  bis  auf  die  Grade 
m,  n  steigen  und  die  Coefficienten  der  ersten,  alle  oder  einige,  p-dimen- 
sionale  Functionen  yon  y  sind ,  während  die  der  anderen  von  y  unabhängig 
sind,  so  ist  der  Besultantengrad  s=np.) 

Endlich  bemerke  ich,  dass  eine  leichte  Untersuchung  der  Sylvester- 
schen  Determinante  selbst  zu  einer  oberen  Grenze  für  den  Grad  der  Resul- 
tanten führen  kann ,  wenn  die  Coefficienten  beliebige  ganze  Functionen  einer 
Yariabeln  sind.  Und  im  Allgemeinen  ist  meine  üeberzeugung,  dass,  um 
die  Fragen  zu  lösen,  die  der  von  uns  besprochenen  ähnlich  sind,  das  Beste 
ist;  sich  der  Sylvester 'sehen  Form  der  Besultanten  zu  bedienen.   ... 

Genua«  den  14.  Juli  1888.  Prof.  Gmo  Lokia. 


XXX.  ITeber  eine  Eigenscliaft  der  Binomialooeffieienten. 

Der  im  laufenden  Jahrgang  dieser  Zeitschrift  S.  190  von  Gek.  Bath 
Schlömilch  aufgestellte  Satz,  nach  welchem  die  Summe  der  (2Jk)**>^  Pq. 

tenzen  der  Binomialcoeffioienten   (?)  für  jeden  Werth  von  k  durdh  n+\ 

theilbar  ist,  lässt  sich  folgendermassen  beweisen. 
Sei  erstens  n  +  l  eine  Primzahl.    Es  ist: 

f»(f»-l)  ...  (n-A  +  l)  =  (-l)^Äl  {mod.n+1); 

da   aber   XI   prim   zu  n  +  l  ist  und  in  f»(fi  — 1)  ...  (n  — A  +  l)    aufgeht. 


so  folgt: 
also: 


(nynin-l)..^in-l+l)^^_^^  («^.„+1), 


-S^^^l?)  =0  (««i«+i). 


■=^("r- 


Sei  zweitens  n  +  l  das  Product  zweier  yerschiedenen  Primzahlen  p  +  1, 
q  +  l.  Die  n  +  l  Binomialcoefficienten  (.  j  können  in  q  +  l  Gruppen  tod 
je  p  +  l  Elementen  eingetheilt  werden,  nämlich: 
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erateZeüe:  (j)  (j)  ...  (j), 

(,+l)"M.,      (^(^"^,,)       (,„+"„  +  ,)    ...((,+,)^+„.,)- 

Setzen  wir: 

«r=((Ä_l)(p+l)  +  ,,_l)    (v=l,2,  ....p+l;  »=1,2,  ...,,  +  1), 
80  dass  aflf^  das  v*«  Element  der  h^^  Zeile  darstellt,  so  ist: 

a^  M-».«-....*>-(ft-t)(l'+l)-*'+l_  .,,(n+l)-[(»-l)(p+l)  +  vl 
*^«i  «*         (Ä_l)(p+l)  +  v  <^  (Ä-l)(p  +  l)  +  v 

da  aber  y^j>  +  l,  also  (»  — l)(p  +  l)  +  v  P^m  zu  1>  +  1  ist,  so  folgt: 

aj»+0=_ojj')    (»noAi>+l), 
und  daher: 

^(ay))»  =  (|,  +  l)(flji))«  =  0    (««I.j>+1), 

Man  beweist  auf  dieselbe  Weise,  dass  8  anch  durch  ^+1  theilbar  ist. 

Sei  drittens  n  +  l  das  Quadrat  einer  Primzahl  (p  +  1).  Behalten  wir 
die  früheren  Bezeichnungen  bei,  so  ergiebt  sich  aus  a),  da  ih  —  \)(p  +  l)  +  v 
ZQ  jp  +  1  und  folglich  zu  f»  +  l  relativ  prim  ist, 

b)  aJ'+»>  =  -fliJ')    (mod.f»+l), 

und  hieraus: 

V(ajf')r  =  (l)+l)(alf>)^    (m(Hifi+l), 
fi=(i)  +  l)V(a5J))»    (iiwd.f»+l). 
Nun  ist: 

"*+>     "*  A(l>  +  1)  ^  »(l»+l)  ^  *      '      s 

da  aber,  wegen  b) 

oJ'+i)  =  (_l)j;+«a]|;)   (mod.«+l) 

und  h  prim  zu  j>  +  l  ist,  so  folgt: 

aJJ^,  =  -(-l)i'+iai«    {«ad.p+1), 

^(af))«  =  (p  +  l)(a}»)»  =  0    (mod.i>+l). 
"^*  5=0    («o(i.«+l). 
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Bei  den  complicirteren  FlQlen  yerülhrt  man  ganz  analog.    Ich  werde  als 

Beispiel  den  Fall  .  <      ,     .  ix« 

w  +  l  =  (i)  +  l)' 

behandeln,   wo  p  +  l   eine  Primzahl   ist.     Stellen  wir  die  n  +  l  Binomial- 

coefficienten  in  {p  +  iy  Zeilen  von  je  (p  +  l)  Elementen  ein: 


af» 


•I 


V+D* 


«{j:*}!.. 


so  ist,  wie  früher  (da  v  prim  zu  p  +  1,  folglich  zu  n+l  ist): 

aj;+«  =  -a<,^    {mod.n  +  1), 
also 

f(a?))»  =  (|>+l)(«S))»*    (ino<i«+l), 

s=(p+l)  VW"  («w*«+i). 

Ferner  ist: 

ft+1       Ä  Ä(i>  +  1)  *  h 

Ist  A  prim  zu  p+1,  so  folgt: 

oJJ!^,  =  -  ojf +')  (ffiod.  (p  + 1)»)  s  +  ajT')  (m«i  (i>+ 1)»); 

geht  aber  p  +  1  in  ^  auf,  und  setzt  man  h  =  l{p  +  l)y   wo  {  nothwendig 
prim  zu  j)-!"!  ist,  so  ergiebt  sich: 

Aus  den  gefundenen  Relationen  folgt: 

(a»))«  =^t))»  =...  =  («(1)^^)»    =p^      (in<Hl.(i>+l)«), 

(<-.)(H-im)"=*Ki'-.)(r+.)+»)"=---  =  K}p+.)V=^»'     (»wd.  (p+l)»). 

P,  =  />,  =  . ..  =  />,  =  . ..^iV+i     (««I.|>+1), 
also: 

'v^(aJJ))»=(pH-l)^/'i     (m«l.(i)+l)»), 

^P2=(p  +  l)P,(«<Hl.p  +  l)  =  0      (fn<Hl.l»  +  l). 

Hieraus  ergiebt  sich: 

>'(aj?))«  =  0    (fHod.(p+lY) 

und  endlich:  * 

S  =  0    {mod.n  +  1). 
Mantua.  G,  Vivaätl 
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XXZL  lieber  den  mittteren  Abstand  einet  Planeten  Ton  der  Sonne« 

Man  bezeichnet  als  den  mittleren  Abstand  eines  Planeten  (Kometen) 
Ton  der  Sonne  oder  eines  Satelliten  vom  Hanptplaneten  die  halbe  grosse 
Axe  seiner  elliptischen  Bahn  —  und  in  der  That  entspricht  diese  Bezeich- 
nung auch  der  rein  geometrischen  Anschauungsweise  am  besten,  mag  man 
die  halbe  grosse  Axe  als  das  arithmetische  Mittel  des  grössten  und  kleinsten 
Leitstrahls  ansehen  oder  als  den  Grenzwerth  für  das  arithmetische  Mittel 
der  die  Ellipsenperipherie  in  gleiche  Theile  thependen  Leitstrahlen  (vergl. 
Schlömilch,  üebungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Analysis,  3.  Aufl., 
Bd.  2  S.  390). 

Anders  stellt  sich  die  Sache  vom  astronomischen  Standpunkte  aus  dar, 
wo  es  das  Natürlichste  ist,  die  Oerter  des  Planeten  nach  gleichen  Zwi- 
schenzeiten zu  Orunde  zu  legen,  also  seine  Umlauf sz ei t  in  gleiche 
Theile  getheilt  zu  denken  und  den  Orenzwerth  des  arithmetischen  Mittels 
der  den  einzelnen  Zeittheilpunkten  entsprechenden  Leitstrahlen  (für  unend- 
lich klein  werdende  Zwischenzeiten)  als  den  mittleren  Abstand  gelten  zu 
lassen.     Hierauf  will  ich  im  Nachfolgenden  in  aller  Kürze  eingehen. 

Nach  dem  ersten  und  zweiten  Kepler 'sehen  Gesetze  kann  statt  der  Zeit 
der  Flacheninhalt  des  elliptischen  Sectors,  der  seinen  Scheitel  im  Brennpunkte 
hat,  als  unabhängig  variabel  eingeführt  werden.  Bildet  also  der  zum  Perihel 
gehende  Leitstrahl  den  festen  Grenzstrahl  des  elliptischen  Sectors  und  be- 
zeichnen beziehungsweise  r,  p,  oo^u  einen  beliebigen  Leitstrahl,  die  gesuchte 
mittlere  Entfernung,  die  wahre  und  die  ezcentrische  Anomalie,  so  hat  man 
[8  Flficheninhalt  des  elliptischen  Sectors): 

8  a 

0  0 

Zufolge  der  bekannten  Formeln 

ist  femer 

Jf^dm  =  anj{l-eco8uydu. 

Demnach  wird  für  die  ganze  Ellipse 

2» 


nahQss ^a^b  /  (1— c  cosuf  du. 


0 

mithin 

Q^a  +  ^a^. 

Die  zu   diesem  mittleren  Abstände  gehörige  wahre  Anomalie  folgt  dann 

aus  a+4-ae*=r-r— — ^»  woraus   cosm=^r-- — 5»  die  zugehörige   Zeit  t 
*  l  +  eco8(D  J  +  e* 

(vom  Durchgang  des  Planeten  durch  das  Perihel  an  gerechnet)  aus  der  be- 
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kannten  Belation  ( — p j  T,  wo  T  die  anomaüstische  ümlanftzeit  des 

Planeten  bedeutet,   während  die  dem  Vector  a  entsprechende  wegen  des 


(ö^ 


dann  statthabenden  us=-p   durch   \--r — J  T  gegeben  ist. 

Für  die  Mehrzahl  der  Planeten  unseres  Sonnensystems  ist  e  und  am 
so  mehr  e*  ein  kleiner  Bruch,  demnach  auch  ^ae*  relativ  nicht  gross. 
Anders  bei  den  stärker  excentrischen  Bahnen  einzelner  Planeten  (Merkur^ 
Pallas,  Aethra)  und  noch  weit  mehr  der  Kometen.  Die  folgenden  drei 
Beispiele  mögen  dies  yeranschaulichen. 

Für  unsem  Wohnplaneten  ist  6  =  0,0167,  (^  =  0,00028,  a  rot.  20MU- 
Honen  geogr.  Meilen.  Es  wird  hier  | ae*  =  rot.  2820  g.  M. ,  La>^  9V  26'  23", 
Z. tt  =  90» 28' 44",4  =  |^i|J  =  1,58446,  ^  =  91,13^,  während  für  r^a 
t  s=  90,337^  ist  (Zeitdifferenz  0,79^).  Da  die  Erde  gegenwärtig  am  31.  Januar 
durch  ihr  Perihel  geht,  so  hat  sie  also  am  3.  (im  Schaltjahr  am  2«)  April 
und  am  2.  October  ihren  mittleren  Abstand  von  der  Sonne. 

Für  Merkur,  wo  6  =  0,2056,  a  =  rot  7750000  g.  M. ,  ist  \a(?^  110985 
g.M.,  a,=:107<>34'43",6,  u  =  95^54' 2"=  1,67378,  r=87,97^,  *=45'>, 
während  für  r  =  a  <  =  21,76^  wird  (Zeitunterschied  23,24^). 

Für  den  Encke'schen  Kometen,  wo  e  =  0,8467,  ist  ^ae^^ rot.  795000 
g.  M.  Die  mittlere  Entfernung  erreicht  er  346,48^  nach  (und  yor)  dem 
Periheldurchgang,  193,45^  später  (bezw.  früher)  als  die  Entfernung  a  von 
der  Sonne. 

Liegnitz.  Dr.  0.  Bs&iiahm. 

xkAu,  Weitere  Bemerkungen  über  die  Oammaflmetionen  mit 
negatiTen  Argumenten. 

In  dieser  Zeitschrift*  ist  gezeigt  worden,  wie  sich  Gammafunctionen 
mit  negativem  Argument  durch  ein  Integral  darstellen  lassen;  es  ist  näm- 
lich, wenn  h  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet  (wobei  ich  den  a.  a.  0.  ge- 
brauchten Index  1  fortlasse): 

OD 

1)      r(«)=yi^--i(e-'-.i+«-j^  +  ...+(-i)*+i|^)dx, 

^  '  -Ä>«>-(*+l). 

Ebenso  lässt  sich  das  Product     „,    .  ^f; »  welches  für  positive  a  und  ß 

gleich  dem  sogenannten  Euler'sclien  Integral  erster  Gattung   l^J  oder 

B{a^  ß)  ist,  auch  für  negative  Werthe  von  a  und  ß  in  die  Form  eines  In- 
tegrals bringen. 

•  Jahrg.  32  (1887),  S.  246. 
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Nehmen  wir  zu  dem  Zwecke  ß  zunächst  als  positiv  an,  während  a 
zwischen  —*  und  —  (fc  +  l)  liegen  soll.  Schreiben  wir  dann  in  1)  yx  statt  x, 
y  als  positive  Grösse  vorausgesetzt ,  und  multipliciren  beiderseits  mit 
(T^y^'^dy^  so  entsteht  die  Gleichung: 

OD 

-Ä>«>-(Ä  +  1). 
Ist  jetzt  €i  +  ß  positiv,  so  können  wir  diese  Gleichung  beiderseits  nach  y 
von  0  bis  oo  integriren  und  erhalten  dann,  wie  sehr  leicht  zu  sehen: 

r(.)  r(«=  r(«+^)/«->  (^^^^^-j. +(«+/»), 

Ist  aber  a  +  ß  negativ  und  liegt  etwa  zwischen  den  ganzen  negativen  Zahlen 

—  h  und  —  (^  +  1),  wobei  h<,k  sein  muss,  so  ist  der  Coefficient  von 
af^^dxdy  in  2)  auf  eine  etwas  andere  Form  zu  bringen.  Bezeichnen  wir 
ihn  nämlich  mit  Q  und  setzen  noch  z.  A.  a  +  ß^^y^  so  schreibe  ich: 

ö=j^-.(.-,a+-)_l+y(.+.)-q+f>!  +  ...  +  (-l)*+.?^*) 
T      ^c    1^»^+*-l/'(i+^      1      *        1  »»  _J_        '  **\ 

+  ...+(-i)*y^+*^(-jj — M-TUr^\-T\'W^\"—hO' 

Dieser  Ausdruck  Q^  ist  also  identisch  gleich  0,  und  setze  ich  nun  für  Q 
seinen  Werth  mit  Fortlassung  von  Q^  in  2)  ein,  so  kaim  ich  die  Gleichung, 
da   «  +  j8  zwischen  — ä  und  — (Ä  +  1),  a  +  /5  +  l   zwischen  — (*— 1)  und 

—  Ä  etc.,  a+/J  +  Ä  zwischen  0  und  —1  liegt,  während  a+/5  +  Ä+l»  •••! 
a  +  ß-^k  positiv  sind,  mit  Rücksicht  auf  1)  von  0  bis  oo  nach  y  integriren, 
erhalte  dann  aber  genau  die  Gl.  3)  wieder,  so  dass  deren  rechte  Seite  ihrer 
Form  nach  nicht  von  der  Lage  von  tf  +  jS,  sondern  nur  von  der  Lage 
von  o  abhängig  ist. 

Sei  nunmehr  ausser  a  auch  noch  ß  negativ  und  liege  zwischen  —  A 
und  —  (Ä+l).     Dann  haben  wir  die  GL  1)  mit  r^  ^ 
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zu  moltipliciren  nnd  nach  Umformung  der  rechten  Seite  Yon  0  bis  oo  nach 
y  zu  integriren.  Die  Rechnung  iSsBt  sich  fttr  J^«=0  leicht  durchführen, 
wird  aber  ftb:  grössere  Werthe  Yon  h  unbequem  in  der  Darstellung  und  ich 
ziehe  es  vor,  das  Resultat  hinzuschreiben  und  seine  Richtigkeit  zu  beweisen. 
Setze  ich  unter  Voraussetzung  negativer  a  und  j8: 
oo 

5(«, /S)  =y**«->  {^j-i^  -  (l-ya!+ (y+l),fl^  + ...  +  (-l)*(y+*-l)*a*) 

-Ä>«>-(Ä+1),    -Ä>/J>-(Ä+1),    «  +  ß  =  y, 
SO  behaupte  ich,  dass  für  beliebige  negative  Werthe  von  a  und  ßi 

ist.     Integrire  ich  n&nlich  4)  partiell,  so  kommt: 
^(«.^)=[^{(i:p^,-(lHF...+  (-l)*(y+*-l)*a^) 

-ii,(.-^±.-+(-l^^')l-• 

Der  vom  Integralzeichen  freie  Summand  ergiebt  sich,  wenn  man  beachtet, 
dass  ftb:  x  bez.  kleiner  oder  grösser  als  1: 

^^+'^'  X<  1; 

«>1 

ist,  in  beiden  Grenzen  als  Nnll  und  es  wird: 

6)  B(«,«  =  Jb(«+1,/J). 

Setzt  man  femer  in  4)  —  statt  x ,  so  erhält  man  einen  ganz  ähnlichen 

X 

Ausdruck,  in  welchem  nur  gegen  4)  a  mit  ßy  k  mit  h  vertauscht  ist.    Die 
analoge  Behandlung  desselben  führt  zu  der  Gleichung: 


7)  S{a,ß)  =  JB{«,ß+l). 
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Gelte  nun  die  Gleichung  5)  ftlr  j8  zwischen  0  und  —1,  wofür,  wie  gesagt, 
der  Beweis  leicht  zu  ftthren  ist,  und  liege  nunmehr  ß  zwischen  —1  und 
~2,  so  gilt  die  Gleichung: 

n«)  nß+i) 


Es  ist  aher: 
und  nach  7): 
somit : 


r(«)r03+i)^    na).ßr(ß) 

r{a+ß  +  l)        {a+ß)  r(a+ß) 
B(«,/J+1)  =  ^B(«./S), 


X 


d.  h.  die  Gl.  5)  ist  für  ein  zwischen  —1  und  —2  liegendes  ß  und  in  gleicher 
Schlussart  allgemein  bewiesen.  —  Mittels  der  Substitution  in  4): 

_     V 

"""  l^v 

nimmt  die  Gl.  5)  die  Form  an: 

r{u)r{ß)  =  na+ß) 
(/,.-i(l-.y-.{i.^-jA^(l.yj£-H.(y^l).(3£-JV..+(-])My+*-^^^ 

-Ä>«>-(Ä+1),   ^Ä>^>-(Ä4.1),    «  +  ^  =  y, 

worin  auch  gleichzeitig  a  mit  ß  und  h  mit  h  vertauscht  werden  dürfen. 

In  dieser   Gl.  8)   sind  die   in   -^ r-  multiplicirten  Glieder  fortzulassen, 

{l-v)r 

wenn  a  positiv  ist,  die  in  —  multiplicirten,  wenn  ß  positiv  ist. 

Wenn  a  +  ßssy  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  so  muss,  da  r(«)  r{ß) 
einen  bestimmten  endlichen  Werth  behält,  r{a+ß)  aber  unendlich  wird, 
das  Integral  gleich  Null  sein,  und  in  der  That  iSsst  sich  in  diesem  Falle 
leicht  nachweisen,  dass  die  Klammer  {  }  identisch  verschwindet. 


Beispiele  der  Anwendung. 

Um  zu  zeigen,  dass  sich  mit  der  GL  8)  wirklich,  so  zu  sagen,  Etwas 
anfangen  Iftsst,  will  ich  durch  Beispiele  darthun,  wie  die  bekannte  Methode, 
Reihen  umzuformen  oder  zu  summiren,**  sich  auf  negative  a  und  ß  aus- 
dehnen Iflsst. 


*  Siehe  Schlö milch,   Compend.  d.  höh.  Analysia  II,  in   der  Abhandlung 

über  die  Gammafanctionen  (§  VII).  r\r\n]o 
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1. 

Wenn  a^<l  and  v  zwischen  0  nnd  1  einscUieBslich  der  Grenzen  liegt, 
so  gilt  für  jedes  ii  die  Entwickelnng: 

(l-*(l-r))''  =  l-W,fl!(l-»)  +  (^),«»(l-t;)«  +  ... 
oder: 

Liegt  jetzt  x  zwischen  —1  und  +^,  mit  Ansschlnss  der  Grenzen,  so  gilt 
anch  die  Gleichung: 

10)  1        ^-'         ^^-'^ 

Multiplicire  ich  diese  mit  t^'~^(l  — t;)/'^^  dt?,  so  kann  ich  unter  Voraus-      1 
Setzung  positiver  a  und  ß  von  0  bis  1  integriren  und  erhalte  nach  leichten 
Beductionen : 

i     /  N      «  /  X         «(«  +  !)         ,    ,  ,  (if(a+l)(a  +  2)         ,. 

11)  1     f,  , ,    |J     »     ,  X      /S{(S+i)      /  » V      l« 

Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  will  ich  nun  fttr  negative  a  und  ß  er- 
weisen. Dabei  kann  ich,  wie  die  Gl.  8)  zeigt,  unabhängig  voneinander  erst 
a,  dann  ß  als  negativ  in  Betracht  ziehen.  Liege  nun  also  a  zvnschen  —  t 
und  —  (Ä  +  l);  dann  multiplicire  ich  10)  mit  t;«-*(l--t;y-'  und  bringe 
die  linke  Seite  auf  die  Form  L  +  L^: 

i2)+(^).(l^J-<-)'-{'-ä:^.±-+(-')'-Ö^^^-| 

+  ... 

*  Vergl.  Kummer,  Ueber  die  hypergeometrisobe  Reihe,  in  Crelle*B  Joam. 
Bd.  15. 
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oder  anders  geordnet: 

+W,(y+«-l).-«(I:^J  +  •••+(-l)-W.(l^)■). 

worin,  wie  anch  in  den  folgenden  Oleichnngen,  Binomialcoefficienten  mit 
dem  Index  0  als  1,  mit  negativem  Index  als  0  anzusehen  sind. 
Die  rechte  Seite  bringe  ich  anf  die  Form  B  +  Ea: 

'fr        t,-»(i-t>y+--t         f  1       ,     (r+r)v 

j-    4./  ivt-i(y+«-+fe-t)t«*l 

+  •••  +  (-1)*  (l_t,)r+r+*  )• 
und  Aa>  in  ci'i^  Art  geordnet,  dass  aus  jeder  Zeile  der  Coefficient  von 
(!-«,).+.+  »  «enommen  wird,  ist: 

Nun  ist,  wenn  fA  und  p  beliebige,  n  und  r  aber  ganze  positive  Zahlen 
bedeuten: 


^„,(.^.>  —  ^  "■ca+'r). 


d.  i.  ausgeführt: 

^'(f*)r(p+r)«af 

Setze  ich  hierin  ^x  statt  x  und  z  +  M'-'I  statt  p^  so  wird  der  Coefficient 

f^a+fi  — t 

^^°  n \a+n+i  ^^  ^^  genau  gleich  demjenigen  in  13);  somit  ist: 

Ist  ^  auch  negativ  und  liegt  zwischen  —h  und  —  (^+1),  so  sind  zu 
L  und  R  noch  die  der  zweiten  Zeile  in  8)  entsprechenden  Glieder  hinzu- 
zufügen ,  die  ergSnzenden  Glieder  Lß  «und  Rß  sind  also : 
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X  X 

Setzt  man  aber  in  15)  :i statt  x^,  also  z statt  1+«  nnd  x  statt 

1 — X  1— Ä 

X 

j  sowie  y  +  n^l  statt  p,  so  sieht  man ,  dass  L^  =  22/?  wird.    Da  nun : 

ist,  so  ist  nunmehr  auch: 

und  die  Multiplication  mit  dv  und  Integration  von  0  bis  1  führt  gemäss  8) 
wieder  auf  die  61.  11).  Man  überzeugt  sich  übrigens  leicht,  dass  dieselbe 
auch  noch  für  a;=3|  gilt,  wenn  man  die  Bedingung: 

hinzufügt. 

Setze  ich  in  9)  «e=3^,  so  entsteht: 
16)    (H-t>y  =  2M{l-^-§*(l-«)  +  ^-g*(l-t;)«-^^»(l-r)»+...j. 
Multiplicire  ich  mit  r«~*(l  — »)/*■"*  d»,  setze  aber: 
so  wird:  ,  ^^       ^^    , 

^^)  ^  2^ -1  ^a-i  j  (1  _  ^)/»-i  _  (i:zlli  (1  _,,)/»  + (^^ 

Sind  nun  a  und  ß  positiv,   so  komme  ich,   wenn  ich  von  0  bis  1  (links 
mittels  der  Substitution  v'  =  u)  integrire,  sehr  leicht  zu  dem  Resultat: 
.      iß-l)ß   ,  ,  (ß-2)(ß-l)ß{ß+l)  {ß-S)...{ß+2) 

l.ia  +  ß)'^^1.2{a+ß)ia+ß+l)  *      1.2.3(a+/3M«+/»+2)***- 

Liege  aber  a  zwischen  —  2ä  und  —  (2*  +  l)  oder  z?nschen  —  (2Ä  +  1)  und 
—  (2* +  2),  -^  also  zwischen  —  Ä  und  —  (Ä+l)>  während  j3  positiv  bleibe, 
so  muss  auf  der  linken  Seite  von  17)  (mit  v^  =  tt)  das  Integral: 


19) 


/«*    *(1-m)*-». 


(1_„)«    "      (1_„)T+''+' 

("  +  ß+h-i)y 

Aigifeecf^yVjOOgle 


du 
2"' 
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dessen  Werth  nach  8)  4 — 7 v"  ist»  ^^  erzielen  gesucht  werden.     Ich 


•(f+^) 


habe  also  auf  derselben  Seite ,  um  sie  angeändert  za  lassen ,  noch  die  sofort 
ans  19)  ersichtlichen  Integrale  hinzuzufdgen.  Addire  ich  ausserdem  zu  17) 
Tor  der  Integration  die  identische  Gleichung: 


20) 


und  beachte,  dass: 

+  -  +  (ß-l)r 

ist,  80  kommt  im  Oanzen  auf  der  linken  Seite  von  17)  noch  folgende  Summe 
Ton  Integralen  J  hinzu: 

A  .f      1      d+O"  6+*)«*! du 


y    t  (i,„)T+»  (1-«)^^*-^' 


;c-..-..-.,./-{>-^-^-,)t. 


21) 


Diese  Summe  erhält  aber  den  Werth  [indem  in  8)  ß=l  gesetzt  wird] : 

1K5+0      ^(5+2)  4+*+OI 

Da  femer  die  rechte  Seite  der  OL  16)  aus  deijenigen  der  Gl.  9)  ent- 
steht, wenn  x  =  i,  n  =  ß  —  l  gesetzt  wird,  sonst  aber  in  ihrer  Form  ganz 
QngeSndert  bleibt,   so  sind  auch  die  derselben  nach  der  Multiplication  mit      j 
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t;«— i(l-.t;y— 1^  aber  vor  der  Integration  fortzunehmenden  und  gleiclu»itig 
hinzuzufügenden  Glieder  zunächst  dieselben ,  wie  bei  jener,  also  mit  Hinblick 
auf  14):  Ra  mit  x=^^,  |[i  =  j3  — 1,  2A;  oder  2k  +  l  statt  k.  BieaBamuss 
dann  mit  dv  multiplicirt ,  um  die  rechte  Seite  von  20)  vermehrt  und  dann 
von  0  bis  1  integrirt  werden,  so  dass  wir  den  Werth  eines  Integrales  J^: 
1 

22) /i==y'{i2„-(t;«->-(/J-l)t;«+» +•..  +  (- 1)^/5-1)* t;«+2^ 

0 
zu  bestimmen  haben.     Jetzt  ist  nach  15)  die  in  Ba  [s.  14)]  vorkommende 
Grösse: 

=  («  +  n+^-l)„-(iS-l),(«+n+/J-l)..,  +  (^-l),(a+n+^-l).-,+... 

Dies  ist  aber  wieder,  weil  allgemein  der  Coefficient  von  a?"  in  (l+a;)P+*(l— a:)» 
gleich  dem  von  af^  in  (1  +  ä)p(1  — a?*)«  ist, 

=  («+«)»-(«+n)„-2(/J-l),  +  («+n)„.4(^-l)Ä  +  -.., 

bis  die  Beihe  von  selbst  abbricht.  Dies  geschieht  aber  spätestens,  da  n 
höchstens  gleich  2k  oder  gleich  2^  +  1  werden  kann,  wenn  im  Index  von  n 
eine  grössere  (gerade)  Zahl  als  2A;  abgezogen  wird.  Daher  nimmt,  wenn 
über  dem  ersten  Summenzeichen  in  14)  k  durch  m,  in  der  Bedeutung  2  k 
oder  2X;  +  1,  ersetzt  wird,  22«  die  Gestalt  an: 

m 

Darin  ist  die  Summation  für  («+«)«  mit  w  =  0,  für  (a+w)«_2  mitn  =  2, 
für  {a  +  n)n^i  mit  w  =  4  und  so  fort  zu  beginnen.  Demnach  wird  nach  22): 

»    1 

-w-i),/^+'{.-^(-i).<-=±^s^'}.. 

0 

1 

0 

'Dies  giebt  aber,  mag  a  zwischen  — 2ä  und  -  (2&+1)  liegen,  (w  =  2*),  oder 
zwischen  —  (2ä;  +  1)  und  —  (2ä;  +  2)   (m  =  2Ä  +  l),  den  Werth: 
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,_,   n«)      ,.   ,.r(cr+2)  r(«+4) 


'r(«+2fc+l) 

Demnach  hat  /j  denselben  Werth,  den  21)  zufolge  J  hat,  und  somit  ist 
die  Bichtigkeit  der  Ol.  18)  für  positive  und  negative  a,  so  lange  ß  positiv 
bleibt,  bewiesen. 

um  anch  den  Fall  eines  negativen  ß  zu  erledigen ,  scheint  eine  analoge 
Methode  nnbeqaem  zu  sein;  wir  kommen  aber  sehr  leicht  in  folgender  Art 
zum  Ziele.  Denken  wir  in  18)  a^  statt  a,  ß^  statt  ß  geschrieben  und  ver- 
stehen nnter  a^  eine  positive  oder  negative,  unter  ß^  eine  positive  Zahl,  so 
ist  die  Gleichung  richtig.    Jetzt  setzen  wir: 

ft  =  l-./J,     «,  =  «  +  2^-1, 

dann  bleibt  die  entstehende  Gleichung  sicher  ftir  jedes  negative  ß  richtig. 
Ihre   linke  Seite  wird  aber  identisch  mit  derjenigen  von  18),   wfthrend  die 

r(^+^)r(«+« 

wir  denselben  mit  Y  und  multipliciren  die  folgenden  drei  Gleichungen  mit- 
einander, deren  zweite  und  dritte  aus  dem  Theorem  von  Gauss  entspringen: 


rechte  Seite  den  Werth  sfr*  • ,    ,  -.^  annimmt  Bezeichnen 


r=2/»-»— -^ - . 

r(«-H.2|J)r(?±l) 


■(^+^) 


-.  22-«-2/».  — r^XL 


2»—  = 


so  kommt: 


r(«)  r(i.) 


jy(j)r(«+/J) 

also  die  rechte  Seite  von  18) ,  womit  diese  Gleichung  also  für  positive  und 
negative  a  und  ß  bewiesen  ist  —  Schliesslich  sei  daran  erinnert,  dass  Y 
in  mancherlei  Fällen  sich  in  geschlossener  Form  darstellt.   Solche  l|jlS(.|i54>oQle 
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\.  ß  ist  eiue  ganze  Zahl;  2.  a  ist  eine  gerade  Zahl;  3.  Sa  +  2ß\&i 
eine  gerade  Zahl;  4.  ct  +  2ß  ist  eine  ungerade  Zahl;  5.  2a  +  2ß  ist  eine 
ungerade  Zahl. 

Königsberg,  im  Juni  1888.  Louis  Saalschütz. 


TrTYTTT    Die  Widerstandsgleichnng  einer  Potential -Hiveanfläobe. 

In  Bd.  IX,  1888,  S.  270  der  Elektrotechn.  Zeitschrift,  Berlin,*  ist  vom 
VerfiEtöser  ein  Satz  aufgestellt,  bewiesen  und  weiterhin  (S.  373) ^der  prak- 
tischen Verwerthung  entgegengeführt  worden,  dessen  Hauptinhalt  sich  wie 
folgt  ausdrücken  lässt: 

In  einem  körperlichen  Leiter  ohne  elektromotorische  Innenkiäfte, 
in  welchem  durch  Anlegung  zweier  Elektroden  eine  stationäre  Strö- 
mung hergestellt  wird,  ist  für  die  Punkte  einer  Potentialniyeaufl&che 
die  Differenz  der  nach  den  beiden  Elektroden  gemessenen  Wider- 
stände constant. 
Der  an  erwähnter  Stelle  gegebene  Beweis  übergeht  im  Interesse  der 
Anschaulichkeit  den  strengereu  Gedankengang  auf  einem  kurzen  Ann&he- 
rungswege«    Es  möge  gestattet  sein,  den  strengen  Beweis  an  dieser  Stelle 
nachzuholen. 

Verbindet  man  (s.  Figur)  die  beiden 
Punkte  a  und  h  eines  körperlichen  Lei- 
ters mit  den  Polen  einer  constanten 
Säule,  welche  die  elektromotorische  Kraft 
'^  2E  hat,  und  denkt  man  sich  je  die 
Hälfte  dieser  elektromotorischen  Kraft, 
J5?,  an  die  beiden  Enden  des  Batten^ 
bogens  verschoben,  so  entsteht  in  letz- 
terem ein  Potentialgefälle,  welches  alle  Potentialwerthe  des  körperlichen 
Leiters  mit  enthält.  Man  kann  infolge  dessen  irgend  einen  Punkt  c  des 
Körpers  mit  einem  Punkte  c  des  Batteriebogens  widerstandslos  verbinden, 
ohne  dass  das  elektrische  Verhalten  der  Zusammenstellung  eine  Veränderung 
erleidet. 

Bezeichnet  man  mit  Wi  und  w^  die  Widerstände  der  Batteriebogentheile 
I  {ßc')  und  II  (cV)y  mit  Wy  und  W^  die  zwischen  a  und  c  bez.  c  und  h 
gemessenen  Widerstände  des  körperlichen  Leiters  und  mit  J  die  sowohl  in  I 
wie  in  II  vorhandene  Stromstärke,  so  ist 

im  Bogentheil  I:   J==  .^^  ^_  +tj, 


1) 


II:  J= 


E 
Wj  +  tP, 


¥h- 


*  Vergl.  auch  Zeitschr  f.  Elektrotechn.,  Wien  1888,  Heft  6. 
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Hierin  sind  t,  und  $,  die  von  der  elektromotorischen  Kraft  und  dem  Leitungs- 
vermögen  des  Nachbarbogens  herrührenden  Stromtheile. 

Die  von  der  benachbarten  elektromotorischen  Kraft  E  erzeugte  Strom- 
vermehrnng  —  sie  heisse  aE  —  ist  nach  dem  Satze  von  der  gleichen 
gegenseitigen  Wirkung  elektromotorischer  Flächenelemente  in  beiden  Bogen- 
theilen  gleich.  Von  der  Wirkung  des  benachbarten  Bogenwiderstandes  gilt 
im  Allgemeinen  nicht  dasselbe ,  wohl  aber  in  dem  Falle  der  Gleichheit  beider 
Hauptströme  J  und  J  und  der  wirkenden  elektromotorischen  Krftfte.  Dies 
ergiebt  sich  aus  folgender  ErwSgung: 

Wird  die  vom  Leitungsvermögen  des  benachbarten  Bogentheiles  her- 
rührende Stromvermehrung  mit  j\  bez.  j^  bezeichnet,  so  ist  nach  Früherem 

2)  *i  =  a^+i,,     i,  =  «-E?+i,. 

ji  Iftsst  sich  durch  eine  in  den  Bogen  II  eingefügte  elektromotorische  Kraft 
E^  aufheben,  welche  in  diesem  Bogen  den  Strom  ---aE  hervorzubringen 
im  Stande  sein  würde.  Diese  Stromvernichtung  ist  in  Hinsicht  auf  I  gleich- 
bedeutend mit  der  Hinwegnahme  von  II,  welche  in  I  das  Erlöschen  von  ;\ 
zur  Folge  haben  müsste. 

Die  Vernichtung  von  aE  im.  Bogen  II  durch  £^  wird  durch  die 
Gleichung  ^ 

Em 

ausgedrückt,  worin  L-^  diejenige  Stromsteigerung  darstellt,  welche  durch 

Einwirkung  des  Bogens  I  eintreten  würde  und  welche  zu  j,  in  dem  an 
gegebenen  einfachen  Verhältnisse  stehen  muss. 

Aus  den  Gleichungen  3),  2)  und  1)  finden  wir 

Da  nun  die  Stromwirknn^  von  £^  in  I  die  Grösse  j^=^aE^  haben  muss, 

a*E* 
so  ist  ji  und  dementsprechend  auch  j^  =» —^  woraus  nach  Gl.  2)  un- 

mittelbar  ii^i^  und  weiterhin  nach  Gl.  1) 

4)  TTi-TT^^K^i-ie^, 

folgt;  in  Worten:  mit  c  haben  alle  diejenigen  Punkte  gleiches  Potential, 
für  welche  W^^W^  constant  und  zwar  gleich  w^  —  w^  ist.  Man  kann 
demnach  den  Ausdruck 

5)  TTj  -  TT,  =  Const. 

die  Widerstandsgleichung  einer  Niveaufläche  nennen. 

Die  Anwendung  des  Satzes  auf  Bestimmung  von  Niveaulinien  und  auf 
Erdleitungsmessungen  ist  an  der  eingangserwähnten  Stelle  besprochen  worden. 

Die  üebertragung  des  Satzes  auf  stationäre  Wärmeströme  bietet  keine 
Schwierigkeit. 

Dresden.  Dr.  R.  Ulbricht, (^qqqTp 
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XXXIV.  Ein  Sats  über  das  dem  Kegelschnitt  nmschriebene  Siebeneck. 

Bekanntlicb  spricht  der  Brianc  hon 'sehe  Satz  ftlr  das  einem  Kegel- 
schnitt nmschriebene  Sechseck  die  Eigenschaft  aus: 
L  Berühren  die  Seiten 

|12|    1231    |34|    |45|    |66|    |61| 
eines    einfachen    Sechsecks    123456    einen    Kegelschnitt,    so 
laufen  die  drei  Diagonalen 

1141    |25|    |36| 
durch  einen  Punkt. 

An  diesen  Satz  schliesst  sich  ein  anderer  über  das  einem  Kegelschnitt 
umschriebene  Achteck,  welcher  ein  specieller  Fall  des  allgemeinen  Schniti- 
punktsatzes  ist: 

II.  Berühren  die  Seiten 

|12|    1231    1341    1451    |561    167|    178|    |81| 
eines   einfachen   Achtecks   12345678   einen  Kegelschnitt,    so 
werden  auch  die  Diagonalen  desselben 

1141    1251    1361    1471    |58|    |611    1721    |831, 
welche  sich  zu  dem  Achteck  14725836  zusammensetzen,  einen 
neuen  Kegelschnitt  berühren. 

[In  der  That,  übertragen  wir  der  kürzeren  Aussprache  wegen  den  Sats 
in  seinen  dual  gegenüberstehenden,  nehmen  also  ein  dem  Kegelschnitt  ein- 
beschriebenes Achteck 

12345678, 
so  bilden  die  vier  Seiten 

1)  |12|    1341    1561    |78| 

eine  ausgeartete  Curve  vierter  Ordnung  und  die  vier  übrigen  Seiten 

2)  1231    |45|    167|    1811 

eine  zweite  Curve  vierter  Ordnung;  die  16  Durchschnittspunkte  dieser  beiden 
Curven  bUden  also  die  Grundpunkte  eines  Büschels  von  Curven  vierter  Ord- 
nung und  jede  Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch  13  dieser  Punkte  hin- 
durchgeht, muss  auch  durch  die  drei  übrigen  gehen  (Salmon-Fiedler, 
Höhere  Curven,  S.  22). 

Von  diesen  16  Durchschnittspunkten  liegen  aber  acht,  nKmlich  1234 
5678,  auf  einem  Kegelschnitt,  folglich  muss  der  durch  fünf  der  übrigen 
acht  Punkte  gelegte  Kegelschnitt  auch  durch  die  drei  letzten  gehen,  also 
liegen  die  acht  Punkte 

(12,45),    (45,78),    (78,23),    (23,66), 
(56,  81),    (81,  34),    (34,  67),    (67,  12) 
auf  einem  neuen  Kegelschnitt,  und  diese  sind  die  Ecken  desjenigen  Acht- 
ecks, dessen  aufeinander  folgende  Seiten  sind: 

112|    |45|    |781    1231    |561    |81|    134|    167|. 
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Herr  A.  Hurwitz  hat  diesen  Satz  aus  einer  sehr  einfachen  Quelle  abgeleitet, 
nftmlich  aus  der  Betrachtung  eines  auf  dem  einfachen  Hyperboloid  yerlau- 
fenden  geradlinigen  räumlichen  Achtecks  durch  perspective  Projection,  ebenso 
wie  der  Brianohon'sche  Satz  aus  der  Betrachtung  eines  rftumlichen  Sechs- 
ecks auf  dem  Hyperboloid  durch  Projection  abzuleiten  ist.  (Siehe:  H« 
Schroeter,  Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  und  der  Baumcurven 
dritter  Ordnung,  S.  121.)  Aus  derselben  Quelle  sind  auch  allgemeinere  Sfttze 
über  das  2ft-Eck  abzuleiten. 

Zwischen  den  beiden  Sätzen  I.  und  II.  steht  nun  aber  in  der  Mitte  ein 
Satz  über  das  einem  Kegelschnitt  umschriebene  Siebeneck,  welcher,  wie  es 
scheint,  noch  nicht  bemerkt  worden  ist.    Derselbe  lautet: 

HI.  Berühren  die  Seiten 

|12*|    |23|    |34|    |45|    |56|    |67|    |71| 
eines   einfachen   Siebenecks   1234567   einen   Kegelschnitt,   so 
bilden  die  Diagonalen  desselben,  in  der  Reihenfolge  genommen 

|14|    125|    |36|    |47|    |51|    |62|    |73|, 
ein  neues  einfaches  Siebeneck,  welches  einem  zweiten  Kegel- 
schnitte einbeschrieben  ist. 

Dieser  Satz  lässt  sich  nicht  durch  Projection  aus  dem  Hyperboloid  ab- 
leiten und  ist  auch  nicht  ein  specieller  Fall  des  Schnittpunktsatzes.  Den  sehr 
einfachen  synthetischen  Beweis  dieses  Satzes  stelle  ich  dem  Leser  anheim. 

Breslau.  Prof.  H.  Schbowteb. 


XXXV.  Hotis  über  swei  Sätze  der  Wahncheinlichkeitsreobnnng. 

I.  In  der  Einleitung  zur  „Theorie  analytique  des  probabilit^s*  von 
Laplace  wird  —  zunächst  als  Princip  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  — 
folgender  Satz  angeführt: 

„Es  sei  das  Eintreffen  eines  Ereignisses  E  constatirt  worden,  das  yer- 
schiedene  Ursachen:  A,  Bj  Cy  ...  haben  konnte.  Die  Wahrscheinlichkeit 
dafür,  dass  die  Ursache  Ä  das  Ereigniss  E  herbeigeführt  hat,  yerhält  sich 
dann  zur  Wahrscheinlichkeit,  dass  B  das  Ereigniss  herbeigeführt  hat,  wie  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des  Ereignisses  E^  wenn  die  Ursache  A 
sicher  ist,  sich  yerhSlt  zur  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des  Ereig- 
nisses Ey  wenn  die  Ursache  B  sicher  ist.^ 

(a.  a.  0.,  2™*  6dition,  Paris  1814,  VI"»*  principe,  Introduction  p.  10.) 

Indem  Laplace  auf  späteren  Seiten  (livre  II,  chap«  1,  p.  182)  einen 
strengen  analytischen  Beweis  für  jenen  Satz  erbringt  —  und  zwar  einen 
Beweis,  der  sich  auf  die  Theorie  ,, zusammengesetzter  Ereignisse"  stützt  — , 
▼erliert  der  obige  Satz  wieder  die  Bedeutung  eines  „ Grundsatzes **,  d.  h. 
eines  nicht  beweisbaren  „Princips", 
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Auch  im  Nachfolgenden  soll  yersucht  werden,  einen  ganz  elementaren 
und  möglichst  anschaulichen  Beweis  des  obigen,  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung a  posteriori  begründenden  Theorems  zu  geben ;  indem  gezeigt  wird, 
wie  —  durch  die  Möglichkeit  der  ümkehrung  in  den  Bezeichnungen  „ür- 
sache^  und  ;, Wirkung^  —  der  Beweis  obigen  Lehrsates  den  einfttchen 
Methoden  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  a  priori  zugftnglich  gemacht 
werden  kann.  Und  zwar  erreichen  wir  jenen  Beweis  im  unterschied  yon 
La  place  nicht  durch  das  Hereinziehen  jener  „zusammengesetzten  Wahr- 
scheinlichkeit **,  sondern  ausschliesslich  mit  Benutzung  der  Definition 
der  Wahrscheinlichkeit  a  priori^  d.  h.  mit  dem  „ersten  Principe  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. 

Wir  geben  für  die  Aufgabe: 

„nach  stattgefundenem  Ereignisse  E  die  Wahrscheinlichkeit  ftir  das 
Bestandenhaben  einer  der  n  Ursachen  (von  a  priori  gleicher  Wahrschein- 
lichkeit), welche  es  herbeigeführt  haben  können,  der  Reihe  nach  zu  be- 
stimmen^ 
folgende  Lösung. 

Hier  handelt  es  sich  —  mit  anderen  Worten  —  darum,  nachdem  das 
Ereigniss  E  eingetreten,  seine  Ursache  aber  noch  nicht  aufgedeckt  ist, 
darauf  zu  wetten,  dass  eine  bestimmte  jener  n  Ursachen  bei  der  Heryor- 
bringung  des  Ereignisses  E  thätig  war. 

Obige  Aufgabe  kann  aber  kein  verschiedenes  Resultat  geben,  wenn  man 
sich  ein  Mittel  gegeben  denkt,  um  jene  Ursache,  die  gewirkt  hat,  durch 
das  Ereigniss  selbst  zu  constatiren,  nachdem  man  auf  das  Bestandenhaben 
einer  Ursache  bereits  gewettet  hat.  Dieser  einfache  Gedanke  gestattet  das 
Problem  umzukehren,  d.  h.  in  eine  Aufgabe  der  a-|7rtori -Wahrschein- 
lichkeit zu  verwandeln ;  man  wettet  eben  nicht  mehr  auf  die  Vergangenheit, 
sondern  auf  das  zukünftige  Constatiren  der  Ursache. 

Es  seien  n  Ursachen  c^,  c^,  c^,  ...,  c^,  ...,  c.  gegeben;  jede  liefere 
fA  mögliche  Fälle,  aber  die  einzelne  Ursache  Ci  nur  li  für  das  Ereigniss 
günstige  Fälle  unter  ihren  fi  möglichen  Fällen.     So  erhält  man 

iti  +  A,  +  A3  +  ...+A,+  ...  +  X, 
günstige  Fälle  unter  fi.fi  möglichen  Fällen;  d.  h.  wenn  E  eingetreten  ist, 
muss    einer  jener    il]  + A2  +  ^8  +  ""^^"i"""^^"   ausgezeichneten  Fllle 
eingetroffen  sein. 

Wir  nehmen  der  Aufgabe  nichts  an  ihrer  Allgemeinheit,  wenn  wir 
voraussetzen:  jeder  dieser  ili  +  )l2  +  ***  +  ^  +  ***  +  ^ii  günstigen  Fälle  trage 
bereits  vor  dem  Ereignisse  irgend  ein  ihn  unterscheidendes  Merkmal: 
einen  Index  i  und  eine  Nummer;  als  letztere  mag  man  in  beliebiger  Reihen- 
folge die  Zahlen  von  1  bis  Xi  wählen,  somit  jeden  der  li  günstigen  FfiUe 
der  Ursache  a  mit  dem  Index  i  und  einer  jeweilig  verschiedenen  Nummer 
bezeichnen  (beispielsweise  kann  •  als  Exponent  geschrieben  werden). 
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Beispiel.     Die   günstigen  FSlle  ftir   E  der  Ursache   Ci  tragen   das 

Merkmal  resp. 

1',  2*.  3'.  ....  i,' 
in  beliebiger  Anordnung. 

Es  sei  dafür  gesorgt,  dass  E  jeweilig  das  Merkmal  jenes  Falles  trägt, 
der  es  herbeigeführt  hat.  und  zwar  sei  dieses  Merkmal  am  beobachteten 
Ereignisse  E  zunächst  nicht  sichtbar,  man  besitze  aber  Mittel,  um  dieses 
Merkmal  zu  beliebiger  Zeit  sichtbar  zu  machen.  Wäre  es  sofort  am  Ereig- 
nisse E  erkenntlich,  so  wäre  damit  auch  die  Ursache  ci  erkannt,  welche  E 
herbeigeführt  hat.  —  Sucht  man  hingegen  die  Ursache  zu  errathen,  nach- 
dem das  Ereigniss  E  constatirt  ist  und  bevor  man  sein  Merkmal  sichtbar 
gemacht  hat,  so  fällt  das  Rathen  (Wetten)  auf  das  zum  Vorschein  kommende 
Merkmal  zusammen  mit  dem  Bathen  auf  den  Fall,  welchem  E  seine 
Entstehung  verdankt,  d.  h.  auf  die  Ursache  Ct  des  Ereignisses. 

Die  Sichtbarmachung  des  noch  unbekannten  Merkmals  von  E  kann 

^i  +  ^  +  ^  +  ---  +  ^  +  --  +  ^ 
yerschiedene  Merkmale  Heferii;  so  wird  diese  Sichtbarmachung  selbst 
zu  einer  , Ursache,   welche  ^i+l^  +  l^  +  ^'^  +  K  verschiedene  Wirkungen 
—  Pille  —  liefern  kann''. 

Unter  diesen  möglichen  Fällen,  wie  sie  die  Constaürung  des  Merkmals 
von  E  liefert,  sind  It  dem  „ Ereigniss **  günstig,  dass  das  Sichtbarmachen 
das  Merkmal  unter  die  It  Nummern  mit  t- Index  der  Ursache  O;  einreiht. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Ereigniss  E  (unbekannter  Ursache) 
von  der  Ursache  d  herbeigeführt  worden  ist,  fällt  ganz  zusammen  mit 
der  Wahrscheinlichkeit  y  dass  das  Ereigniss  E  sich  durch  Constatirung  seines 
Merkmals  als  zur  Ursache  Ci  gehörig  erweisen  wird.  Denn  so  oft  eine 
Ursache  Ci  gewirkt  hat,  trägt  ja  das  Ereigniss  —  zunächst  unsichtbar  — 
ihr  Merkmal  (t- Exponent),  wird  also  eines  der  Xi  i- Merkmale  1^2^,  ...,  k\ 
erscheinen  lassen  bei  Sichtbarmachung  des  Merkmals  von  E. 

Die  Wahrscheinlichkeit  aber,  dass  ein  bis  jetzt  nicht  sichtbares  Merk- 
mal, das  sich  übrigens  unter  il^  +  ^  +  ^  +  ***  +  ^  +  ***  +  ^ii  verschiedenen 
Merkmalen  finden  muss,  sich  bei  Sichtbarmachung  erweisen  wird  als  zur 
Gruppe  {!',  2^,  3%  •..,  XU\i  der  Oruppe  der  (Tj- Ursache  gehörig,  ist  nach 
dem  , ersten  Principe,  d.  h.  der  Definition  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 

^_ li 

A,  +  A,  +  A3  +  ...  +  A<  +  ...  +  A„' 

Demnach  ist,  wenn  zum  Eintreffen  des  Ereignisses  E  sämmüiche  n  Ursachen 
Cn^Cn  thätig  gewesen  sein  können  und  a  priori  gleiche  Wahrscheinlichkeit 

(— j  ihrer  Existenz  aufweisen,  die  Wahrscheinlichkeit,   dass  die  Ursache 

Ci  gewirkt  hat,  -^ 


^,  +  A,  +  ...  +  A« 
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Man  kann  also  A<  gegen  Xk  wetten,  dass,  wenn  eine  der  beiden  Ur- 
sachen d  und  Ck  sich  herausstellt  als  gewirkt  habend,  eher  c«*  als  c  ge- 
wirkt hat. 

Das  Verhältniss  -^  ist  aber  =  — :  — »    d.  h.  gleich  dem  Verhältnisse 

der  Wahrscheinlichkeit  a  priori,  mit  welcher  einerseits  a  das  Ereigniss  E 
liefert,  wenn  Ci  sicher  ist,  zu  der,  mit  welcher  andererseits  Ck  das  Ereig- 
niss E  liefert,  wenn  Ck  sicher  ist,  —  w.  z.  b.  w. 

Der  Verfasser  glaubt,  dass  in  diesem  hier  mitgetheilten  Verfahren  eine 
Vereinfachung  gegenüber  dem  Laplace 'sehen  Beweise  gefunden  werden 
kann. 

Letzterer  Nachweis  benützt:  1.  die  unbekannte  Wahrscheinlichkeit  ftir 
das  Bestandenhaben  einer  Ursache  ct  nach  stattgefundenem  Ereigniss  E] 
2.  die  (zusammengesetzte)  Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  des  Ereig- 
nisses überhaupt  und  fQr  die  spätere  Constatirung,  dass  speciell  d  gewirkt 
hat;  3.  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  überhaupt,  mit  Berücksich- 
tigung sämmtlicher  Ursachen  Cj  bis  c»;  4.  die  a-jTion -Wahrscheinlichkeit 
des  Eintreffens  des  Ereignisses,  wenn  eine  bestimmte  Ursache  Ct  sicher  ist; 
5.  —  was  wir  ebenfalls  in  Rechnung  ziehen  mussten  —  die  a-|>ri0ri- Wahr- 
scheinlichkeit l  —  f  des  Bestehens  jeder  Ursache  vor  dem  Ereignisse. 

(Vergl.  von  der  deutschen  Literatur:  Citat  aus  Laplace  in  Mejer, 
^Vorlesungen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung*,  Leipzig  1876,  S.  168.) 

Anmerkung.  Das  Resultat:  ^Die  Wahrscheinlichkeiten  fOr  das  6e- 
standenhaben  zweier  Ursachen  verhalten  sich  wie  die  Wahrscheinlichkeiten 
des  Ereignisses  bei  gegebenen  Ursachen^  lässt  eine  identische  Umformung 
zu:  Es  seien  P^,  P^,  ,..,  /*<,  ...,  P„  die  Wahrscheinlichkeiten  für  die  Ur- 
sachen Cj,  c^y  ...,  dy  ...,  Cn  nach  eingetretenem  Ereigniss  £[,  — p^,  p^^ 
•  --t  Piy  '"7  Pn  die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  Ereigniss,  wenn  die  Ur- 
sachen Cj,  c^,  ...,  Ci9  •••)  Cn  sicher  wären.    Dann  ist  nach  dem  Bewiesenen: 

Da  nach  eingetretenem  Ereigniss  eine  der  Ursachen  C|  — Cn  als  thätig  ge- 
wesen constatirt  werden  mnss,  so  ist  /'i  +  ^s  +  **  +  ^n  =  1;  durch  Addition 
obiger  Oleichungen  entsteht  also: 

a.l=Pi+p^  +  '"+Pny 

demnach  durch  Einsetzen: 

Pi 


Pi  = 


Pl  +Pi  +  *'*  +  Pn 
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II.  A.  „Es  sei  mit  einer  Urne  0,  die  unendlich  viele  Kugeln  Yon  weisser 
und  schwarzer  Farbe  enthielt,  eine  sehr  ausgedehnte  Versuchsreihe  angestellt 
worden ,  welche  als  Resultat  ergab ,  dass  sich  die  Zahl  der  gezogenen  weissen 
Engeln  zur  Anzahl  der  gezogenen  schwarzen  Kugeln  verhielt  wie  a:h. 

Alsdann  wird  unter  allen  Vertheilungsarten ,  die  man  den  unendlich 
vielen  Kugeln  im  Innern  von  u  zuschreiben  könnte,  jene  am  relativ  wahr- 
scheinlichsten (nach  sehr  oft  wiederholten  Ziehungen,  die  immer  dasselbe 
YerhSltniss  aib  erneuerten),  nach  welcher  in  der  üme  17  das  Verhältniss 
der  Anzahlen  der  unendlich  vielen  weissen  und  schwarzen  Kugeln  ebenfalls 
=  a:ft  ist." 

(Dieser  Satz  A  kann  noch  elementar  bewiesen  werden.) 

B.  „Aber  es  wird  jener  Yertheilungsmodus  aih  im  Innern  der  Kugel 
nicht  nur  relativ  am  wahrscheinlichsten,  d.h.  im  Vergleich  zu  allen 
anderen  denkbaren  Vertheilungsarten  der  beiden  Farben,  sondern  die  Wahr- 
scheinlichkeit ftir  das  Bestehen  jener  Farbenvertheilung  a:h  im  Innern  der 
üme  wird  absolut  sicher  =1  nach  unendlich  oftmaliger  Wiederholung 
der  Versuche;  mit  anderen  Worten:  die  Wahrscheinlichkeit  für  diese  spe- 
cielle  Farbenvertheilung  aih  im  Innern  der  Urne  verdrängt  alle  Möglich- 
keit, eine  andere  Anordnung  nur  tiberhanpt  mehr  in  Betracht  zu  ziehen, 
da  sie  selbst  bereits  =  1. 

Man  kann  also  nach  unendlich  oft  wiederholten  Versuchen,  wenn 
sie  fUr  die  gezogenen  Kugeln  immer  dasselbe  VerhSltniss:  je  a  weisse  auf 
h  schwarze,  zu  Tage  förderten,  a  gegen  h  wetten,  dass  bei  der  nächsten 
Ziehung  eher  eine  weisse,  als  eine  schwarze  Kugel  erscheint. ** 

üeber  diesen  zweiten  Theil  B  unseres  Satzes  bemerkt  Laplace  (a.a. 
0.  p.  52,  53  der  Einleitung),  dass  derselbe,  obwohl  indiquipar  le  hon  sens, 
doch  zu  seinem  strengen  Nachweise  so  grossen  analytischen  Apparat  in  An- 
spruch nehme,  dass  Jacques  Bernoulli  mit  Becht  dem  von  ihm  geliefer- 
ten algebraischen  Beweise  einen  ganz  besonders  hohen  Werth  beilegte. 

(Vergl.  wegen  des  analytischen  Beweises  dieses  Baye-Bernoulli- 
Laplace'schen  Satzes:  Laplace,  a.  a.0.  livre  II,  chap.  VI,  Nr.26,  p.  367 
der  zweiten  Ausgabe  von  1814;  femer  Meyer,  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, 8.  171,  226.) 

Was  im  Nachfolgenden  gebracht  wird,  will  nur  den  Werth  eines  popu- 
lären Beispiels  in  Anspruch  nehmen,  den  eines  Weges,  auf  welchem  die 
Vorstellung  sich  dem  von  der  Mathematik  gelieferten  Resultate  nähern 
kann. 

yi  Wir  können  zeigen,  dass  ftlr  eine  nahestehende  Wissenschaft,  nämlich 
die  Chemie,  dieser  Satz  angewendet  wird,  dort  aber  eigentlich  gar  keines 
Beweises  mehr  bedarf,  insofern,  als  überhaupt  die  Chemie  nicht  ezistiren      , 
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könnte,  wenn  der  Chemiker  jemals  aufhören  wollte,  an  die  Bichtigkeit  des 
Satzes  B  zu  glauben,  bevor  er  ein  Experiment  unternimmt;  er  setzt  jenes 
Theorem  in  der  Tbat  als  bewiesen  voraus  bei  jeder  seiner  Untersuchungen. 

Um  sich  über  die  Zusammensetzung  einer  ihm  vorgelegten  Mischung 
aus  zwei  Stoffen,  die  in  einem  grösseren  GrefUss  U  enthalten  ist,  zu  unter- 
richten ,  wird  der  Chemiker  dem  Geföss  U  einen  kleinen  Theil  u  entnehmen 
und  diese  „Stichprobe^  u  für  sich  untersuchen. 

Er  schliesst^  wenn  die  Stichprobe  als  Verhältniss  von  den  zwei  ge- 
mischten Stoffen  den  Quotienten  aih  ergiebt,  dass  auch  im  grösseren  Ge- 
fässe  U  die  Mischung  das  Verhältniss  a :  &  in  den  beiden  Stoffen  aufweist 
Er  nimmt  dies  mit  Sicherheit  an,  wenn  das  Mischen  der  Stoffe  ein  mög- 
lichst inniges  und  vollständiges  war;  er  schliesst  weiterhin,  dass  bei  einer 
weiteren  Probe  nochmals  das  Verhältniss  a :  h  der  beiden  Stoffe  sich  in  der 
zum  zweiten  Male  herausgenommenen  Menge  zeigen  würde,  wie  es  beim 
ersten  Versuch  constatirt  wurde. 

Dieser  Schluss  bildet  aber  genau  den  Inhalt  des  oben  angeführten  Satzes 
B  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  In  der  Stichprobe  kann  allerdings  der 
Chemiker  die  Moleküle  der  beiden  gemischten  Stoffe  nicht  zählen  —  ihre 
Anzahl  ist  unendlich  gross,  gerade  wie  nach  der  Voraussetzung  über 
unsere  Versuchsreihe  unendlich  viele  Kugeln  gezogen  wurden  — ,  aber 
er  kann  das  Verhältniss  ihrer  Anzahlen  bestimmen  —  nach  chemischer 
Trennung  der  Stoffe  und  Abwägung.  Der  seiner  Seele  innewohnende,  durch 
Beobachtung  gewonnene  und  dem  Gedächtnisse  einverleibte  Begriff  einer 
„vollständigen  Mischung^  lässt  es  ihm  dann  als  sicher  erscheinen,  dass  die 
Anzahlen  der  unendlich  vielen  Moleküle  zweierlei  Art  im  Gef&sse  U  sich 
verhalten  wie  in  der  Probe,  wie  a:&.  Diese  Behauptung  ist,  wie  gesagt, 
weiter  nichts,  als  unser  oben  gegebener  Satz  B. 

Bei  dieser  Analogie  entspricht  also  die  Herausnahme  einer  kleinen 
Menge  der  „unendlich  lang  ausgedehnten^  Versuchsreihe  der  ursprünglichen 
mathematischen  Fassung  des  Satzes;  das  „Abwägen^  kann  erklärt  werden 
als  „Abzählen  von  unendlich  vielen  Dingen,  den  Molekülen **. 

Noch  sicherer  erscheinen  diese  in  der  Chemie  fortwährend  gebrauchten 
Schlüsse,  wenn  man,  statt  von  einer  „Mischung^,  von  einer  „Verbindung" 
spricht;  denn  die  Chemie  beweist,  dass  in  einer  „Verbindung''  die  Atome 
selbst  keinerlei  Zusammenballung  des  einen  Elements  in  verschiedenen  Theilen 
des  zu  untersuchenden  Körpers  dulden,  sondern  dass  schon  die  nothwendige 
und  einzig  mögliche  Anschliessung  der  Atome  zu  regelmässig  gebauten 
Molekülen  die  Homogeneität  des  Körpers  sichert  —  in  Bezug  auf  das  Ver- 
hältniss ,  in  welchem  sich  an  jeder  Stelle  des  Körpers  die  Atome  der  beiden 
Elemente  verbunden  finden. 

Was  vorhin  durch  Voraussetzung  einer  möglichst  vollständigen  Misch- 
ung gesichert  werden  sollte,  das  leistet  hier  bereits  das  physikalische  Ver- 
halten der  Atome.  ^  j 
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Schon  durch  ihren»  Begriff  versichert  nns  eine  „Verhindung**  über  die 
gleichmSssige  Vertheilung  ihrer  zwei  verschiedenen  Atome  durch  den  ganzen 
Körper;  noch  viel  mehr  als  vorhin  wird  also  anzunehmen  sein,  dass  eine 
probeweise  Zerlegung  eines  Theilchens  von  einem  als  „Verbindung"  vor- 
gelegten Körper  genau  die  im  Körper  durchweg  herrschende  Vertheilung 
der  Atome  kennen  lehrt.  Leider  hilft  nur  diese  bei  der  Schwesterwissen- 
schaft so  absolut  feststehende  Wahrheit  der  —  nicht  empirischen  —  Mathe- 
matik um  keinen  Schritt  weiter  auf  dem  Wege  des  Beweises,  wie  letztere 
ihn  fordert,  so  wenig,  wie  der  von  Laplace  als  Zeuge  citirte  hon  sens, 
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XXXYL  Parameterdarstellung  von  orthogonalen  Snbstitationen, 
welehe  identiseh  umkehrbar  sind,  auf  geometrischem  Wege. 

Das  Nullsetzen  einer  quadratischen  Form,  welche  ausschliesslich  Qua- 
drate der  Veränderlichen  enthält,  kann  geometrisch  gedeutet  werden  als  die 
Gleichung  einer  „FlSohe**  (letzteres  Wort  im  übertragenen  Sinne)« 

Beispiel.  F  ...  a;*  +  y*  +  if*+w^  =  0  ist  die  Gleichung  einer  (ima- 
gin2lren)  KugeL 

Es  sei  nun  ab  cd  ein  ausserhalb  der  Fläche  gelegener  Punkt: 
F{a,b,e,d)^a^+h^  +  <?  +  cP^O; 
dann  kann  man  zu  jedem  Punkte  x^yie^fo^  auf  der  Fläche  ^  jenen  Punkt 
(linear)  bestimmen,  wo  die  Verbindungsgerade  von  ab  cd  nach  x^y^B^w^ 
hin  die  Fläche  F  zum  zweiten  Male  trifft:  x^y^if^tOf- 

Die  Coordinaten  dieses  zweiten  Schnittpunktes  sind  von  der  Form: 

Durch  Einsetzen  in  F  erhält  man: 

^\x,^+yi*+gi'+iOi^  +  2H(^x,  +  by,+  ce^  +  dw,)  +  {a^  +  b'+c^+d')  =  0. 

Da  nach  der  Voraussetzung 

80   ist 

_  a^  +  h^  +  C^  +  d^ 


2{axi  +  by^  +  ce^+dw^) 
Daher 

IpÄ^=2a(aaf, +  5yi  +  CiPi  +  dw,)  — Äi(a*+&*  +  c^  +  eP), 
Qy^=^2b(ax,  +  by,  +  ce,  +  dw,)'-y,{a'+V  +  (^  +  d'), 
Qt^=-2c{ax,  +  by^  +  c0,  +  dio,)'-e,{a'+b'  +  ^+d^), 
QW^^2d  (axi  +  by^  +  cMi  +  dtc^)  —  Wi(a*+5*+c*+<P). 
So  oft  _ 

«i*+yi*  +  ''i*  +  «^i'  =  0'    a«  +  6«  +  c»  +  (P^0, 
wird  auch  die  nach  den  Formeln  T)  zu  bildende  Quadratsumme 

Ist  aber  ein  Werthesjstem  x^y^fffffft  auf  diesem  Wege   ausgerechuet 
worden  —  von  einem  Werthesystem  F(a;iy,jEf,ir,)  =  0,  F(a5cd)  ^O^us-       ^ 
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gehend  —  nnd  unterwirft  man  die  Zahlen  tr,,  y^j  e^,  w^  neuerdings  dieser 
Transformation  T),  so  erhält  man  jenen  Punkt  der  Flache  F,  welcher  mit 
x^y^g^ic^  und  atcä  auf  einer  Geraden  liegt,  d.h.  das  System  ^i^ii^Vi, 
Ton  welchem  man  ausgegangen  war. 

Zahlenbeispiel.  Für  a^h^Cj  d  sei  gewählt  1, 1, 1, 1;  für  a^,  j^j,  irpfe?^ 
sei  gewählt  6,  2,  3,  i7.     Man  erhält  als  zweiten  Schnittpunkt 

a;,  =  2.1(1.6  +  1.2  +  1.3  +  l.i7)~6(P  +  P  +  P  +  P)  =  -2+Ut, 

y,=     2(ll  +  *7)-2.4  =  14+14f, 

g^  =     2(ll  +  i7)  -  3.4  =  10+14», 

iü,=     2(ll  +  i7)-i.28=22-14f. 
Demnach  ist 

(«2  +  14*)»  +  (14  +  14i7  +  (10+14i)*  +  (22-140«  =  0. 

Benützt  man  diese  vier  Coordinaten  als  neuerdings  zu  transformirende  Wertbe 

—  nach  T),  so  stellt  sich  ein 

a:',  =  2[(-2+14t)  +  (14+14t)  +  (10+140  +  (22-14f)]-4.(-2+14f)  =  96, 

y',  =  2.4(11 +7f)- 4.(14  + 14f)=   32, 

/,  =2.4(11+70-4. (10  +  14i)=  48, 

«;',  =  2.4(ll  +  7t) -4.(22-140  =112i. 

Diese  Zahlen  stimmen  bis  auf  den  hinzugekommenen  Factor  16  überein  mit 

den  Coordinaten  6,  2,  3,  t7  des  Ausgangspunktes. 

Setzt  man  in  die  Gleichung  F  statt  Xy  y^  0y  w  resp.  die  nachfolgenden: 
X,  F,  Z,  TT  ein  —  in  ihrer  vollständigen  Schreibweise  in  den  x^y^  g^  w  — ,  also 
^  statt  a;:    Z£=:2a(aÄ  +  6y  +  cy  +  dir) -a;(a«+&«  +  c«+<P), 
„     yx    Y=2h{ax  +  hy  +  cz+dw)-y{c?+V^+i?+iP), 
„     gl    Z=2c(afl?+5y  +  c/r  +  dw)-;»(a«  +  &«+c«+eP), 
„    wi  W=2d{ax+hy  +  cg  +  da))'-a)(p?+V+(?+ö?), 
80  erhält  man  eine  neue  Gleichung  F'  in  den  Xy  y^  g^  noy   welche  die  Be- 
dingrmg  ausdrückt,  dass  x^  y^  g^  w  ^o  gelegen  ist,  dass  der  ihm  nach  £) 
zugeordnete  Punkt  auf  F  liegt.     Offenbar  haben  alle  Punkte  der  Fläche  I 
selbst  diese  Eigenschaft. 

Daher  muss  die  transformirte  Gleichung 

F')  z«+r«  +  z«+w^«  =  o, 

nachdem  sie  ausgeschrieben  erscheint  in  den  x^  y,  g^  w  [nach  St)],  bis  anf 
einen  Zahlenfactor  identisch  sein  mit  JP. 

Somit  hat  die  Tabelle  von  Substitutionscoefficienten  [yergl.  Jt)] 
(a«-6«-c«-(P)  2ah  2ac  2ad 

2ba  (-a«+t«-c«-cP)  2hc  2hd 

2ca  2cb  (-a«-5«-fc«-cP)  2cd 

2da  2dh  2de  (-a«-6«-c»+£p) 

die  Eigenschaft,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  vier  Elemente  jeder 
Verticalreihe  eine  (für  alle  vier  Reihen  gleichbleibende)  Constante  ist;  bei 
der  Ausrechnung  ergiebt  sie  sich  als  (a*  +  6*  +  c' +  d*)'. . 


3;) 


M) 
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Dagegen  muss  immer  die  Summe  jener  vier  Produete  verschwinden, 
welche  entstehen  durch  Multiplication  von  je  zwei  gleichliegenden  Elementen 
von  zwei  verschiedenen  Verticalreihen.  Beispielsweise  muss  die  Summe  der 
vier  so  gebildeten  Produete  für  die  beiden  ersten  Verticalreihen,  nSmlich: 

sein,  weil  ihre  Verdoppelung  den  Factor  von  xy  in  der  Entwickelung  von 
F'^F^XYZW)  liefern  würde.  Dieser  Factor  muss  aber  verschwinden, 
da  er  in  F  nicht  vorkommt. 

Die  Tabelle  3f )  hat  also  wegen  (ihrer  Symmetrie  und)  diesen  genannten 
beiden  Beziehungen  vollständig  die  Eigenschaften  einer  orthogonalen  Snb- 
stitutionstabelle,  nachdem  man  noch  schliesslich  jedes  in  ihr  vorkommende 
Element  durch  (a*  +  5*  +  c*  +  <P)  dividirt  hat. 

Sie  besitzt  aber  die  s.pecielle  Eigenschaft,  dass  die  Auflösung  des 
Systems  %)  nach  Xy  y,  0y  iv  wieder  alle  Coefficienten  und  in  derselben  Lage 
auftreten  Ifisst,  wie  sie  die  Tabelle  M)  aufweist,  d.  h.  das  System  £)  ist 
involutorisch,  identisch  umkehrbar.  In  der  ausgerechneten  Tabelle  Jtf) 
ist  der  —  vorausgesagte  —  Charakter  einer  ,,involutorisGhen''  Substitution  in 
ihrer  Symmetrie  direct  erkennbar  (vergl.  die  ersten  Zeilen  der  vorigen  Seite). 

Um  eine  involutorisch -orthogonale  Substitution  zu  bilden  für  n  Ver- 
änderliche, stehen  n  willkürliche  Parameter  zur  Verfügung.*  Wählt  man 
dieselben:  a,  &,  c,  d,  e,  /*,  ...,  so,  dass 

a«+5«  +  c«  +  cP  +  e«  +  /^  +  ...  :^0, 
so  wird  die  Tabelle  der  Substitutionen  gebildet  nach  dem  Schema: 

Z.Ä'=(a«-t«-c«-d« )x  +  2ahy  +  2acz  +  2adw+-^r 

r.JV^c=25aa?  +  (-a«  +  6«-c*-(P )y  +  21)cz  +  2hdfß  +  ", 

Z.N^2cax  +  2chy  +  {-'a^-V+(^''(fi )^  +  2cdw  +  ..., 

W.N:=^2dax  +  2dhy  +  2dc0  +  {-a^-h^-c^+€P )w  +  -.. 


T') 


Hierbei  bedeutet  N  die  Quadratsumme  der  n  Parameter 
JN'=(a«+fe«+c«+(P+e«+/*  +  -)- 
Zahlenbeispiele.    I.     (Drei  Veränderliche.) 

a  =  5,     6  =  2,    c  =  4;     2f«45; 
46X==5aj  +  20y  +  40ir,  45r=20«-37y  +  16j»,  45Z=4Ox  +  l6y-l30 
ist  eine  orthogonale  Substitution. 
II.    (Vier  Veränderliche,) 

a  =  3,    6=1,    c  =  2,   d  =  -l;   2f=15giebt 
f   Z=     ^x  +  ^y  +  \^ß^^fv, 

♦  Darunter  (n-1)  wesentliche,  wegen  der  Homogeneität  der  Formeln  T'L         j 
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Im  Allgemeinen,  für  n  >  3,  sind  diese  Formeln  nicht  aus  den  allgemei- 
nen Hermite-Cayley 'sehen  (auf  Entwickelangen  schiefer  Determinanten 
sich  stützenden)  Formeln  für  orthogonale  Sabstitutionscoefficienten  herstellbar, 
will  man  eben  nicht  besondere  Verfügungen  treffen  über  die  in  den  allgemei- 


neren Formeln  sich  in  grösserer  Anzahl, 


1.2 


einstellenden  Parameter. 


Für  ns=3  können  unsere  Formeln  aus  den  allgemeinen  abgeleitet  werden 
durch  folgendes  Verfahren  (gütige  Mittheilung  von  Herrn  Cayley). 

Die  allgemeinen  Hermite- Cayley 'sehen  Formeln  für  orthogonale 
Substitutionen  bei  drei  Verftnderlichen  —  wie  sie  entspringen  aus  dei^  Vor- 
schriften über  die  Anwendung  von  schiefen  Determinanten  —  sind  die  fol- 
genden (Baltzer,  Determinanten,  5.  Aufl.,  8.  194): 

^  |(l  +  ««_/Jt_y«)a,  +  2(«|J-y)y  +  2(«y  +  /J)*|, 


X  = 


r= 


l  +  ««  +  |J»  +  y* 
1 


1 


|2(«/J+y)*  +  (l-«»+/»»-y»)y  +  2(/Jy-«)f}, 
}2(ya-/J)*  +  2(/Jy  +  «)y  +  (l-B»-/J»  +  y«)»}. 


Aber  indem  man  statt  a,  ß,y  schreibt  -ji  -ji  -ji  erkennt  man,  dass  aach 
das  System 


d 


ß 
i 


j«-fa«-|y-y»         2{aß-Y8) 


N 
2{aß+yi) 

N 
2{Ytt-ßS) 


N 
N 

2(ßr+«i) 


2i»Y  +  ß«) 

N 
2(ßy-ud) 

N 


N  N  If 

alle  Bedingungen  erfttllt  für  die  Coeffitäententabelle  einer  orthogonalen  Substi- 
tution; bei  beliebigen  a,|3,}',  ^(wobeihSchstensa'-f /S'-f/*-)- j'^0  zaerwSbneD). 
Die  Bedingungen  fOr  orthogonale  Transformationscoefficienten  sind  Iden- 
tit&ten,  wie  sie  sich  ergeben  bei  Bildung  der  Qnadratsnnune  der  Ele- 
■  mente  einer  Beihe  n.  s.  w.;  —  sie  werden  nicht  'gelindert,  und  bleiben  er- 
follt,  wenn  man  oben  i  =  0  setzt  Dies  ftthrt  aber  gerade  auf  jene  Trau- 
formation  involntorischer  Eigenschaft,  die  nnsere  Methode  direct  hennstelleD 
gestattet:  N=a^+ß*+Y», 
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Historisch -literarische  Abtheilung, 


Zur  Oesohiöhte  der  annahemden  Bereohnong 
quadratisoher  Irrationalitäten. 

Von 

Kakl  Hünrath 

iB  B«ndib«rg. 


Die  nachstehenden  Notizen  bitte  ich  als  Nachträge  zu  meiner  1884 
bei  Lipsins  &  Tischer  in  Kiel  erschienenen  Abhandlung: 

,,Die  Berechnung  irrationaler  Quadratwurzeln  vor  der  Herrschaft 
der  Decimalbrüche  *S 
beziehungsweise  zu  der  älteren  grundlegenden  Arbeit  S.  Günthers: 

„Die  quadratischen  Irrationalitäten  und  deren  Entwickelungsmethoden *' 
[Supplement  zum  27.  Jahrgang  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik, 

Leipzig  1882] 
ansehen  zu  wollen. 

Ausser  auf  diese  Schriften,  von  denen  die  erstere  im  Folgenden  kurz 
mit  Abb.,  die  letztere  mit  G.  angeführt  wird,  werde  ich  des  Oefteren  auf 
Prof.  Dr.  Treutlein's  Abhandlung: 

„Das  Rechnen  im  16.  Jahrhundert" 
[Abhandlungen  zur  Gesch.  der  Math.,  I.  Heft,  Leipzig  1877] 
—  künftig  kurz  mit  Tr.  bezeichnet  —  Bezug  nehmen  müssen. 


L  Zu  dem  Hähernngswerthe  l/a*+  h=^a  + 


2a  +  l 

Abh.  S.  26  ist  auf  Günther's  Autorität  (G.,  S.  44)  angeführt  worden: 
1.  Beha-eddin^s  Essenz  der  Rechenkunst,  arabisch  und  deutsch 
von  Nesselmann,  Berlin,  1843. 
Dort  findet  sich  ausser  auf  S.  16  /28  172=:358yfy  auf  S.  22  das   be- 
merkenswerthere  Beispiel  , — 

Sodann  habe  ich  auf  8,  37  nach  Tr.  S.  66  angegeben  des 

HUt-m.  Abthlg.  d.  Z«it8ohr.  f.  M^th.  u.  Phyt.  XXXIII,  I.  D^itized  by  GOOQIC 


2  Hi8ix)risch- literarische  Abtheilung. 

Gemma   Frisius    Methodus    arithmeticae    practicae,    Ant- 
werpen, 1540. 
Von  dieser  Schrift  hat  mir  vorgelegen  die  Ausgabe 

2a.  Arithmeticae  practicae  methodus  facilis  per  GemmamFrisium; 
Paris,    1553,   ...  huc  acoesserunt  Jacobi   Peletarij  ... 
annotationes , 
und  die  Uebersetzung 

2b.  Pierre   Forcardel,    TArithm^tique    de   Gemme    Phrison. 
traduite   en   Fran9ois,    ...    Paris  ...   (in   der  Vorrede  die 
Jahreszahl  1560). 
In  2a.  wird  auf  fo.  43  die  Regel  gegeben,  aber  ohne  Beispie];  ein  solches 
in   den  angehängten  Anmerkungen  des  Peletarius:  ^1939  =  44^.    Da- 
gegen findet  sich  auf  fo.  50  von  2a.,  S.  78  von  2b.  das  Beispiel: 

/436(JÖ  =  208-14, 
zu  welchem  der  Uebersetzer  a.  a.  0.  bemerkt,  es  sei 


208|t  >  /43  600  >  208|4^,    das  heisst 


a  +  ^>ya^+h>a 


2a"^  '^      ^     -^    .     2a  +  l 
Damit    ist   freilich  Gemma's  Näherungswerth    keineswegs    erklärt*,    denn 

^«  ^«*  208|4*>208^i>208j|^,     nämlich 

208Hi*  >  208f fl  >  208^1  f 
Ferner  habe  ich  Abh.  S.  37  unter  3.  nach  Tr.,  S.  68,  aufgeführt  des 
Petrus  Bamus  Arithmeticae  libri  III,  Paris,  1555. 
Ich  habe  Gelegenheit  gehabt,  einzusehen 

3.  P,  Bami  Arithmeticae  libri  duo,  geometriae  Septem  et  viginti. 
Basel,  1569. 

Auf  S.  90^  in  Geom.  libr.  XII,  cap.  8,  habe  ich  das  von  mir  a.  a.  0. 
schon  benutzte  Beispiel  ^148  =  12^  wiedergefunden,  femer  gefunden  an 
derselben  Stelle  /7  =  2|,  sodann  in  Geom.  1.  XIX,  c.  1  (S.  131)  y21=^5^, 
und  in  demselben  Buche  c.  VI  (S.  133  und  134)  den  Inhalt  eines  gleich- 
seitigen Dreiecks  mit  der  Seite  8  zu  27^f ,  offenbar  aus 

4/8^in?  =  4;/48  =  /f68  =  /27«  +  39  =  27  +  27^^ 

und  den  Inhalt  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  dem  Schenkel  9  und 
der  Basis  6  zu  25^f ,  offenbar  aus 

3^9^^=^  =  3^72=/648  =  ^258  +  23  =  25+2-^^-^ 

Endlich  habe  ich  Abh.  a.  a.  0.  unter  4.,  gleichfalls  nach  Tr.  S.  69,  genannt 

4.  Christoph  Claviua,   Epitome  arithmeticae  practicae,  Köln, 

1584. 

*  Eine  Erklärung  werde  ich  unten,  ad  13,  yersuchen. 
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Ausser  einer  Ausgabe  dieses  Schriftchens,  Köln^  1592,  welche  das  unten 
weiter  zu  besprechende  Beispiel  ^/20^44  (c.  27,  S.  9)  bringt,  haben 
mir  des 

5.  ClayiusOpera  mathematica,  Mainz,  1611,  vorgelegen. 

Im  2.  Bande,  in  Geom.  pract.  libr.  IV,  c.  2,  habe  ich  folgende  N&hemngs- 
werthe  gefunden: 

auf  S.  108:    ^ra  =  ?^  =  75T«i|«j:8  =  9^Vs     «n<l    ^75  =  8^, 

auf  8.   109:    ^72  =  8,^.  V^  =  ^-?ity  ^^^^=^^^=56^1 , 
}/l26720  =  355ff|, 

auf  8. 109  und  110:  /^  =  j/^  =  ?^>^  oder  >^,    dagegen 

Weiteres    Vorkommen    der    Regel    bei    Schriftstellem    des    16.    und 
17.  Jahrhunderts: 

6.  Orontii  Finei  Delphinatis  ...  Protomathesis ,    Paris,   1532. 
Fo.  14  im  „Notandum^'  die  Regel  ohne  Beispiel. 

7.  Merliers,  la  practique  de  Geometrie,  Paris,  1575. 
S.  5:  IjQ  raäne  quarrü  de  32  sera  presque  ö^  ou  5^^. 

8.  Elice  Vinet,  L' Arpanterie ,  Bourdeaus,  1577. 
Lib.I,  c.  30:  ^'5  =  2|,    /234=15y\; 

lib.  VII,  c.  6  (unter  Verweisung  auf  lib.  I,  c.  30):  j/8Ö0  =  28i|, 
lib.VII.  c.  7:   j/10  =  3|,     c.  11:  /l4  =  3f. 

9.  Urstisii   elementa   arithmeticae ,    Baarel,    1579,   mit   einem 

„appendix    de    analjsi    quadrati    et    cubi   in   numeris,    ad 
inueniendum  latus".  —  S.  172:  /5)  =  6^. 
.    10.  Errard,  la  g^ometrie  et  practique  generalle  dUcelle,  11*  6dition, 
Paris,   1602   (die  Vorrede  von   1594)   S.  31,  corollaire  3: 
.  .  ,    la    racine    de    ce    nomhre   sourd  39    (qui  est   6  tS:  3 

treeiesmes)  ...,  

also  j/39  =  6,^,     femer  auf  S.  47:  j/363  =  19^. 

11.  Gottschalk  Müllinghausen's  teutsche  Arithmetik,  Frank- 

furt, 1602. 

S.427:  ^11614744=  3408^ftftJV- 

12.  Langii  artis  mathematicae  elementa,  Freiburg,  1617. 
Auf  S.  35  die  Regel  ohne  Beispiel. 

13.  Ursini  arithmetica  practica,  Köln,  1619. 


In  lib.  III,   c.  2,  §  6  wird  die  Regel  gegeben;   bei  dem  Beispiel  j/ 43 608 
=  208iH  statt  208114. 

Ich   nehme   an,    dass   hier   bei  ürsinus   und   oben  (s,  ad  2b.)   bei 
Gemma  das   gleiche  Versehen   zu    Grupde   liegt.     G.   berechnet  a.  a.  0.       j 
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j/ll9Ü2ö  ganz  in  unserer  Weise:  er  findet  zunächst  3,  bildet  2.3  =  6^ 
leitet  aus  29 : 6  ...  4  ab ,  bildet  64 . 4  und  zieht  das  Product  von  290 
ab,  bildet  2.34  =  68,  leitet  342:  68...  5  ab,  bildet  685.5  und  findet 
3425.  Da  nun  ohne  Zweifel  G.  in  gleicher  Weise  208</436()0  ge- 
fanden,  also  zuletzt  408.8  gebildet  hat,  so  muss  man  als  möglich  zugeben, 
dass  G. ,  statt  2 .  208  =  416  zu  bilden ,  irrthümlich  das  zuletzt  gebrauchte 
408  genommen  und  so  -}^4^  aus  |-|f  geTunden  hat.  In  ähnlicher  Weise 
könnte  ürsinus  25  +  1=408+ 1  =409,  statt  =2.208  +  1=417  ge- 
setzt haben. 

14.  Stegmani   institutionum   mathematicarum  libri   II,    Bakow, 

1630.  

S.  27:  /l  1038  =105^. 

15.  Herigoni  cursus  mathematicus ,   tomus  II,   Paris,  1644  (la- 

teinisch und  französisch;  Privileg  von  1633). 

S.  116:  4f>^2Ö>4|. 

II.  Ännähernngen  höheren  Grades  im  Sinne  der  unter  I  behandelten 

Methode. 

Aus  des  Christoph  Clavius  Epitome  arithmeticae  practicae,  Köln, 
1592,  c.  27  ist  oben  (I,  ad  4)  schon  der  Näherungswerlh 

angeführt  worden. 

Aus  diesem  Werthe  findet  dann  a.  a.  0.  Clavius  Annäherungen  höheren 
Grades  auf  folgendem  Wege. 

Nachdem  er 

20-(4i)»  =  |^    5-4^  =  1,    2.4i  +  (5-4i)  =  8|  +  |  =  94 
berechnet  hat,  erhält  er  als  Näherungswerth  zweiten  Grades 

^  +  M--9*  =  4^»     wieder  </2Ö. 
Darauf  bildet  er 

(4^)»=19M.    20-19|||=,|,.    5-4^  =  A. 
2.4^  +  (5-4,V)  =  8H  +  iV  =  yA. 
und  findet  als  Näherungswerth  dritten  Grades: 

4^  +  7*^:9^  =  4^.     wieder  <J/2Ö. 
Es  wird  dann  noch  angedeutet ,  wie  man  den  Näherungswerth  vierten  Grades 
finden  könne. 

Abb.  S.  37  habe  ich  nach  Tr.  S.  68  darauf  hingewiesen,  dass  P.  Ramus 
die  Formel  x 


Vc^-\-h  =  a  +  x^a  +  ^ 


2a+l 

daraus  ableitet,  dass  er  das  Quadrat  mit  der  Seite  a+  1  ergänzt  und  dann 
die  Correctur  x  aus  der  Proportion  (2a+l):l  =  6:a;  findet.  Mit  andereu 
Worten,   wie   diese  Begründung   des  Ramus   zeigt,   und   es  auch  an  sich 
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klar  ist,  die  gedachte  Formel  beraht  auf  der  nur  annähernd  richtigen  An- 
nahme, dass  dem  Wachstham  der  Fläche  eines  Quadrats  das  Wachsthum 
der  Seite  proportional  sei.  Ich  werde  nachweisen,  dass  die  hier  wieder- 
gegebene Methode  des  Clavius,  Annäherungen  höheren  Grades  zu  finden, 
auf  derselben  Annahme  beruht.  Ergänzt  man  nämlich  das  Quadrat  von 
4^  zu  dem  Ton  5:  [4^  +  (5  —  4^)]*,  so  findet  man  die  Ergänzung  (den 
„  Gnomon*')  =  [2 .  4|^  +  (5  —  4|)]  ^  und  die  Correctar  des  Näherungswerthes 
ersten  Grades  aus  der  Proportion: 

[2.4t+(5-4|)]|:|  =  [20-(44)«]:a;,    also  «  =  H  :9f 
Und  ergSnzt  man. wieder  (4^)*  za  5*,  so  ist  die  Ergänzung 
und  aus  der  Proportion    t^ .  4^  +  (5  -  4^)]  W , 

[2.4W  +  (5-4A)]^:^  =  [20-(4W)*]:» 
erhält  man  die  neae  Correctar  x  =  ^1^ :  9:j^. 

Nach  heutiger  Bezeichnungsweise  kann  man  das  Verfahren  des  Clayius 
durch  die  recurrirende  Formel 

"'-'  =  "■+ u.+a  +  l°  a  +  l  +  t^  [a+l>/Sqri,oder6<2a+l^ 
darstellen.    Unter  den  weiteren  Voraussetzungen 

Wn  <  A«  +  &    und    a»  +  6>l 

folgt,  wenn  man  a  +  l  =  ^a*  +  &  +  a?,  ttn  =  ^a*+&  —  y  setzt,  [l>a?>0 
und  l>y>0,  daher  auch  a?  — y<l]: 

=  /?+& ^^ .     also  <  l/ä»+6. 

Nun  ist  u^^aK^j/a^+h^  mithin  auch  Uj,«4g,  ...,  M»<y^a*  +  5.  Das 
Verfahren  liefert  daher  Werthe,  die,  so  sehr  sie  sich  auch  nähern,  doch 
stets  zu  klein  bleiben. 

m.  Zu  dem  Näherungswerthe  j/a^  +  5  =:  a  +  ^• 

, .  5  h 

Häufig  wird  ftlr  ya^  +  5  neben  a  +  ^        .  der  Näherungswerth  «  +  ö" 

angewendet;  ausser  bei 

1.  Merliers  (s.  I  ad  1)  und 

2.  Herigonus  (s.  I  ad  15)  bei 

3.  Forcardel  (s.  I  ad  2b). 

Zu  der  Regel,  die  bei  Gemma  in  der  lateinischen  Ausgabe  lautet: 
„ex  residuo  vero,  si  quod  fuerU,  mimUias  quodamoäo  coUige  hoc  paäo: 
Dupla  radicem  inventam,  dein  unüaiem  adiicey   huic  numero  tanquam 
denaminatori  suprascriheto  residuum^' 

macht  F.  in  seiner  üebersetzung  den  Zusatz: 
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„ährs  la  radne  aera  plus  petUe:  mais  si  le  double  tont  seulement  est  pris 
paur  d^nomnaieurf  ce,  gut  $e  pred  au  Ueu  de  racmej  sera  plus  gräd 
que  la  radne". 

4.  Clavius  (s.  I  ad  4,  aach  II  und  lY)  giebt  für  )/20  als  erste 

Näherungswerthe  4^>/^>4f 

5.  Fineus  (s.  I  ad  6)  setzt  in  der  dort  angeführten  ,,Protomathe8i8" 

fo.  14  im  Text  ^17  =  4i.   und  fo.  26  ^^  =  ^  =  2^:3^  =  ^  k{\ 

[\  \  wofal  Drackfehler  für  ^  -^] ,  ferner  in  der  Schrift 

De  re  et  praxi  geometrica,  Paris,  1556 
auf  S.  25:  /50  =  7yV. 


6.  Die  Formel  J^a*  +  ö  =  a  +  ^-^  weist 

Luca  Pacioli  (Abh.  S,  36,  S.39flg.) 


für  Z>=2a  zurück  und  empfiehlt  für  diesen  Fall  die  Formel  )/a'^  &»a  — ä~' 

Nach  der  Ausgabe  der  „Summa  flgg/*  von  1494,  fo.  46  (soll  heissen  fo.  45) 
sagt  er: 

da  für  /8  aus  j/W+4  sich  ergebe  2  +  2-5  =  3, 
da  für  /24aus/^+8  sich  ergebe  4  +  ö-2  =  5, 

so  solle  man }/8  =  /3»^=3-2^=2|  und  j/24=/6«^=5-2^=4/p 

setzen.     Gleicher  Weise  wird  von 

7.  Maurolycus,  arithmeticorum  libri  duo,  Venedig,  1575 
im  lib.  II,  prop.  25  a,  S.  110  — 112   j/8  =  3  — ^    angenommen. 

8.  Aus  dem  Näherungswerthe  /a*  +  h<^a  +  r—  hat,  wie 

Tannery   im  „Bulletip  des  Sciences   math^matiques  et  astro- 
nomiques,  2*  s6rie,  t.  VIII,  sept  1884, 
bekannt  gegeben   hat,    der   dem    14.  Jahrhundert   angehörende  Byzantiner 
Rh  ab  das  den  Werth 

a^+b    ^    a^  +  b 


y¥+b=: 


"  Za 


abgeleitet.  In  der  oben,  I  ad  5,  wieder  gegebenen  Bestinunung  zweier  Grenz- 

i/Zä  ^ 

werthe  für  ^-A  aus  ^-ttt-»  bezw.  aus  — — : 
16  j/48 

16  ^'^^^eu 

ist  eine  sinngemässe  Anwendung  dieses  Verfiahrens  auf  den  NSherungswerth 
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IV.  Annähernngen  höheren  Orades  im  Sinne  der  nnter  m 
behandelten  Methode. 
Bei   dem   eben   genannten  Bhabdas  hat  Tannery  a.  a.  0.  aach  die 
Annäherung  zweiten  Grades:  /  i»  \« 

./-TXT         M    ^  ^^^ 


'{'±1) 


nachgewiesen.  Hierzu  bemerkt  er  S.  14:  „La  mähode  est,  sans  douie, 
anter  teure  au  XIV.  süde,  ä  ü  s'agiraU  d'en  retrouver  des  traces  ä  une 
6po^iue  pJm  rSeidee,  soU  chcB  les  Qrecs,  soü  che»  les  OccidentatM^f  soU  chee 
les  ÄraJbes" 

Dass  im  13.  Jahrhundert  Leonardo  von  Pisa  dieses  Verfahren  ge- 
kannt und  angewandt  hat,  glaube  ich  Abh.  S.  29,  3.  Absatz,  gezeigt  zu 
haben.     Vordem  hat 

Wöpcke,    Traduction   du   trait6   d'arithm^tique  d*Alkalsädl, 
Rome,  1859*, 
dasselbe  für  diesen  Araber  nachgewiesen  (S.  40  und  41).     Endlich  möchte 
ich  eine  Regel  im 

Talkhjs   des  Ibn  Albannä,   publi6  et  traduit  par  A.  Marre, 
Rome,  1865*, 
dahin  deuten.    Ich  lasse  die  Stelle  (a.  a.  0.  S.  23)  im  Wortlaut  der  franzö- 
sischen Uebersetzung  folgen: 

...  (Erst   wird  die  Regel  gegeben,   j/a^+h  solle  man  »a  +  o—  ^^ 

h  ^^ 

h<a,   aber  s=a  +  ^ — p^   für   6>a   setzen)  ...  „ce  qui  tu  ohtiens  dest 

la  radne  qui,  muUipliee  par  eHe-meme,  danne  U  nombre  dont  on  a  demande 
la  radne  par  approximation.  Et  si  tu  veux  r affiner  Tapproximation,  tu 
dinornrnea  par  le  double  de  la  racme  et  tu  soustrais  le  risuUat  de  la  radne, 
il  reste  une  radne  dont  le  carr6  est  plus  approche  du  nombre  dont  on 
demande  la  radne  que  le  tarri  primitif'*. 

Die  mit  den  Worten  „Et  d  tu  veux*'  beginnende  Anweisung,  einen 
Näherungswerth  zweiten  Grades  zu  finden,  kann,  da  die  Correctur  abgexogen 
werden  soll   („et  tu  soustrais  le  resuUat  de  la  radne*') ^   sich  nur  auf  den 

zu   grossen  Näherungswerth   ersten  Grades,   auf  a  +  zi—)  beziehen.     Nun 

^a 

wird  nicht  gesagt,  welcher  Zahl  man  das  Doppelte  der  „Wurzel^*,  d.  h. 
des  ersten  Näherungswerthes ,  als  Nenner  geben  soll;  doch  geht  voran, 
wenn  man  diesen  mit  sich  selbst  multiplicire,  so  erhalte  man  den  Badicand 

näherungsweise.    In  der  That  erhält  man  zu  yiel,  und  zwar  f  o~~)   zn  viel, 
•  Extrait  des  „Atti  deir  Academia  de' Nuovi  Lincei",  t.  12  (1869),  bezw.  t.  17 
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und  diesen  Ueberschnss  sehe  ich  als  Object  zu  „denommes  par  la  double 
de  la  radne"  an.  Zum  Vergleich  setze  ich  die  Regel  Alkalsädi's  in 
Wöpcke's  Uebersetzung  hierher: 

„VopiraJtion  (de  rendre  Tapproximation  plus  exaäe)  consisU  a  denmmtr 
la  Partie  qui  r^esentaU  le  degrS  de  Vapproximationy  d^aprds  le  dauhk  de 
la  racine,  et  ä  rärancher  le  rdsuUat  de  la  racine/*  ^ 

Hier  wird  die  Regel  durch  ein  Beispiel  erläutert:  j/ö  =  2  +  ^  — {:5. 

Es  ist  bekannt,  dass  das  in  Rede  stehende  Verfahren  durch  die  re- 
currirende  Formel  p         ^«  •!_  ^-i 

ausgedrackt  werden  kann.  Doch  lässt  sich  eine  unmittelbare  Anwendung 
dieser  recurrirenden  Formel  (Abb.  S.  42)  bei  den  älteren  Italienern  nicbt 
nachweisen.  Eine  solche  will  Heiberg  (Revue  critique  d'histoire  et  de 
litt6rature,  18*  ann6e,  Nr.  18)  in  der  Logistik  des  byzantinischen  Mönchs 
Barlaam  (ed.  Chamber,  Paris,  1600,  11,39)  gefunden  haben. 

Ganz  nach  der  Weise  der  Italiener  berechnet  Clayins  (s.  I  und  III 
ad  4,  auch  II)  in  der  „Epitome**  a.  a.  0.: 

durch  einen  Druckfehler  4ff); 

Soweit  in  genauer  üebereinstimmung  mit  Cardano  (Abb.  S.  40),  der  das- 
selbe Beispiel  behandelt;  Clavius  giebt  noch  die  Anweisung,  die  An- 
näherung vierten  Grades  aus  ^(4^5j*^Yt)*—  tttt^tift  ^^  finden. 

y.  Die  Annäherung  nach  Nicolas  Chuquet 

Treutlein,  S.  66  (vergl.  Abb.  S.  43),  hat  bei 

Estienne   de   la  Roche,    L'arismetique   nouellement  compos^ 
Lyon,  1520, 
ein   absonderliches  Verfahren   nachgewiesen,   aus  einem  oberen  und  einem 
unteren  Grenzwerth   einer  Wurzel   einen   genaueren  Mittelwerth   zu  finden. 

Es  sei  -r^j/A"^  ~:  so  solle  man  bilden  =  ~»  versuchen,  ob  l-zj  ^  ^ 

c  ^*  c  a  ^k  € 

sei  9   dann  nach  Befinden   .  .   ■  oder  ,  .    ,  bilden  und  dieses  Verfahren  be- 

f+a  v+f 
liebig  weit  fortsetzen. 

Nach  Tannery  (Bibliotheca  Mathematica,  1887,  S.  17)  hat  de  U 
Roche  diese  Methode  einem  älteren  Autor  entnommen: 

Nicolas  Ghuqnei;  Le  tripartj  en  la  science  des  nombres, 
(von  1484   datirtes  Manuscript,   herausgegeben   von  Marre  im  Ballett  di 
bibliogr.  d.  sc.  math.  13,  1880,  S.  696—699). 

Nach  Eneström  (Bibl.  Math.  1887,  S.  18—19,  Anmerkung)  hat  die 
Methode  Erwfthnung  gefunden  bei  ^  j 

Digitized  by  LjOOQIC 


Zar  Geschichte  d.  annähernden  Berechn.  quadrat.  Irrationalitäten.       9 

Button,    Logistica   quae  et  Arithmetica  vulgo  dicitar,   Lag. 
duni,  1559,  S.  76  und  77. 
Nan  findet   sich   in   dem  auf  der  Landesbibliothek  zu  Kassel  enthaltenen 
Exemplar   der  Arithmetik   des   Oemma  (s.  I  ad  2*)   auf  fo.  43   zu   der 

Regel  ]/a'  +  h  =  a  +  ^ — -r— =■   am   Bande   eine  handschriftliche  Bemerkung 
in  lateinischer  Sprache  folgenden  Inhalts: 

n^  +  ö — TT  sei  zu  klein,     dagegen     a  +  5—  zu  gross, 

zum  Beispiel  2J>/7>2i; 
wolle  man  eine  grössere  Annäherung  finden,  so  solle  man  }=f  und  f  =  -]^ 
setzen  und  ^^      ^     ^  =  föTö  ~  ^  "  I  bilden :  2|  sei  dann  ein  genauerer 

NSherungswerth ,  und  zwar  ein  zu  grosser,  da  (2})^>7  sei.    Darum  solle 

12 

man   f  =  ^^  und  1  =  ||  setzen  und    ^      ^^     ^  ~  jf  bilden.     Aehnlich 

finde   man   für  ^7j  zunächst  3>^7^>2,    dann    j/2«  +  3i  =  2  +  g-^ 

=  2  +  il  =  2i,  bezw.  =2  +  ^-|t-j  =  2  +  f  i  =  2A,  und  zwar  2^  zu 

gross,   2-^^  zu  klein,   hierauf,   da  2^  die  „intermedia"  der  „fractiones"  ^ 
und  y'^   sei,  als  genaueren  Werth  2^,    Ebenso  folge  aus  3>  j/7f  >2  ... 

/^r+3|<2  +  ||,   aber   >2  +  H»  also  2H>/7|>2H.  ^^^  d»  ^^r 

\\  =  iiy\z= i^  die  „media  fractio"  ^^  sei,  als  genauerer  Näherungswerth  2^." 

Während  Chuquet   und  Button  (s.  Tannerj  a.a.O.)   und  de  la 

Boche  (Tr.)   die  Grenz werthe  a   und   a+l    zum  Ausgang  nehmen,  geht 

hiemach    der    unbekannte   Rechner    von  den   Grenzwerthen   a  -|-  o~    ^^^ 

h  ^^ 

g  +  o     I  -t    aus.     Bemerkens  werth   ist  noch  das  Verfahren  desselben,    die 

Brflche,  zwischen  denen  er  mittelt,  in  solche  mit  gleichem  Zähler  und  durch 
2  teilbaren  Nennern  zu  verwandeln. 

VI.  Annäherung  nach  der  Formel  j/n  =  yna^:a. 

Aehnlich  wie  Alkarchl  (Abh.  S.  26)  giebt  diese  Regel  Ibn  Albanna 
in  seinem  Talkhjs  mit  den  in  Mar  re 's  üebersetzung  (s.  unter  IV)  folgender- 
massen  lautenden  Worten  (S.  23): 

„Dans  Tappr<mmation  ü  y  a  tme  autre  mähode:  (fest  que  tu  muUiplies 
le  nomhre  dont  on  demande  la  racine  par  un  nombre  carreplus  grand  que  lui 
(a*>n),  tu  prends  par  approximation  la  racine  duproduit,  et  tu  divisespar 
to  racine  du  carr^-muUiplicateur;  ce  qui  en  rSsuUe,  (fest  la  racine  par  ap- 
proximation  demandde" 

Da  Ibn  Albannä  Beispiele  so  wenig  giebt  wie  Alkarchl,  so  kann 
man  nur  vermuthen,  dass  das  Verfahren  auf  a  gleich  10  oder  gleich  einer 
böheren  Potenz  von  10  angewendet  werden  soll. 
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Ausdrücklich  auf  die  Grandzahl  10  angewandt  erscheint  ausser  bei 
den  von  Tr.  (S.  69  —  71)  und  von  mir  (Abh.  S.  43  figg.)  bereits  angeführten 
Schriftstellern  diese  Methode  bei 

1.  0.  F  ine  US,  Protomathesis  (s.  I  ad  6). 

Nach  einer  ausführlichen  Anweisung  behandelt  er  (fo.  10)  das  Beispiel 
yiÖ:  er  bestimmt  /100000Ü0  =  3162,  findet  als  ganze  Zahl  3  und  ver- 
wandelt  den  Deoimalbruch  3*^^  in  den  Sexagesimalbruch  9' 43"  12"'.  Das- 
selbe Vorgehen  ist  schon  bei  Joannes  Hispalensis  (Abh.  S.  28),  bei 
Johann  von  Gemunden  (Abh.  S.  43),  bei  Babbi  Elia  (Abh.  S.  44) 
nachgewiesen  worden ;  es  ist  dort  auch  S.  28  an  den  Fehler  erinnert  worden, 

den  man  begeht^  wenn  man  bei  Näherungswerthen  von  y^Vv  ^^^  Er^  schliesst: 

im  gegebenen  Fall  z.B.  ist  ^10  in  Sexagesimalbrüchen  =  3^ 9' 44'' 12"',  be- 
trägt also  der  Fehler  eine  volle  Secande.  Von  Bedeutung  ist  die  Schluss- 
bemerkung  des  Fineus  durch  den  ausdrücklichen  Hinweis  auf  System- 
brüche mit  der  Grundzahl  10: 

„Passes  tarnen,  inuenta  radice  3162,  acdpere  3  pro  integris,  uduti 
supra  fedmus:  sed  1  pro  decima  unius  integri  parte,  6  autem  pro  sex 
decimis  eiusdem  partis  decimae,  2  tandem  pro  duabus  dedmis  wnius  deämae 
aUerifM  dedmae partis  integri,  det^aria  numerorum  obseruata  rationeJ* 

2.  Maurolyci  arithm.  etc.  (s.  unter  III)  a.  a.  0.: 

Für  j/8  könne  man  29>^8()Ö>28  bestimmen  und  so  23\>^8>23^ 
finden;  es  wird  hingewiesen  auf 

yi-^j/SÖÖÜÖ    und     TöW/SÖÖÖÖÖÖ. 

3.  Clavius   wendet  ausser  den  anderen  schon  erwähnten  Metho- 

den (s.  I  und  III  ad  4,  II  und  IV)  sowohl  in  der  Epitome 
arithm.  pract. ,  c.  27,  als  auch  in  der  Geom.  pract.  üb.  VI, 
prop.  20  und  21, 

das  in  Bede  stehende  Verfahren  an.     Ein  gewisses  Interesse  gewähren  von 

den  Beispielen  folgende: 

^30000    ^^  ^    yioooim    "" 

Ganz  neu,  wenigstens  für  weitere  Kreise,  dürfte  die  Anwendung  der 
Formel  }/n  =  f/na* :  a  auf  die  Grundzahl  4  sein.  Ich  habe  dieselbe  ge- 
funden in 

De   arte   supputandi,   libri   quatuor   üutheberti  Tonstalli, 

hactenus  in  Germania,  nusquam  ita  impressi. 
Argentorati.     Mense  Februario  anno  MDXLIIIL* 
In  Worten  lautet  die  Begel  TonstalFs  (S.  1 66 flgg.)  allgemein: 

*  Graesse,  trdsor  de  livres  rares  et  präcieux,  giebt  die  Jahreszahl  1551 
an;  EäRtner  (Gesch.  d.  Math.  1,94)  hat  die  Originalausgabe,  London,  1522, 
gesehen.  —  Der  im  Text  angeführten  Ausgabe  hat  der  bekannte  Schalmann 
Sturm  auf  dem  Titelblatt  ein  empfehlendes  Vorwort  mitgegeben.  , 
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„Postprimam  in  ifUegris  radids  exguisüionem ,  in  qua  reHqtmm  super  est: 
numerum  iüum  non  quadratum,  cuitts  in  integris  radix  inuenta  est:  per 
denominatarem  cuiuseunque  partis,  quam  optas,  muUipUca.  Deinde  per  eundem 
denominatorem  iterü  muUiplica  numerum  produdum.  Quod  cum  factum  erU: 
radicem  numeri  per  secundam  müUiplicatione  produäi ,  exquire.  Haec  namque 
radix  secuda,  cimäas  iüius  denominationis  partes  in  numeri  primo  propositi 
radice  eantentas,  demonstrahit.  Atque  ideo,  si  per  partium  denominatorem 
radicem  iUam  secundam  seces:  numeru^s  seäionis  perferet  primae  radicis 
integra,  <&  praeterea  äiam  partes  aliquot  iUitM  denominationis.  Caeierum 
äUquot  minutiae  semper  restäbunt  quae  minus  quam  unam  partem  faciant, 
ut  ad  integrü  formandum  partes  iHae  nunquam  deduci  queant/' 

Als  Beispiel^ wird  /8  gewählt,  8.4  =  32,  dann  32.4  =  128  gebildet, 
)/l28  =  ll,  ^11=2|-  gefunden;  um  ein  genaueres  Ergebniss  herzuleiten, 
wird  128.4=512,  512.4  =  2048  gebildet,  /2Ö48  =  45,  j/8  =  2  +  J+H 
gefunden. 

Die  Begel  fttr  das  Ausziehen  der  Cnbikwurzel  wird  (S.  169)  wieder 
allgemein  gefasst.     Ein  Beispiel  fehlt. 

Sohlassbemerknng. 

Es  liegt  die  Versuchung  nahe,  die  bei  Tonstall  aufgefundene  Methode 
auf  die  Erklärung  der  Archimedischen  Näherungswerthe  anzuwenden,  da 
j/54721327y>2339i,  3013f  >/908232l,  2017i>/4Ö69284;jV  »«s 
yn  =  yn.4*:  4,  und  die  sonst  so  grosse  Schwierigkeiten  machenden  Werthe 

/34945Ö>59H,  >/1350534|J>  1172^ 
aus  yn  =  yn .  4* :  4*  hergeleitet  werden  können.  Aber  abgesehen  davon, 
dass  ausser  dem  dritten  heikelen  Werthe  1838^  > /338Ö929  auch 
1009^ > /1018405  sich  ohne  weitere  Annahmen  der  Methode  Tons talTs 
nicht  fQgt  —  es  wäre  erst  der  Nachweis  zu  liefern,  dass  die  Griechen 
Brüche  bevorzugt  haben,  deren  Nenner  Potenzen  von  4  sind. 
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lieber  anschauliche  Quadratur  und  Kubatur,  von  Dr.  Carl  Gusserow, 
Oberlehrer  am  Dorotheenstädtischen  Realgymnasmm  in  Berlin.    Mit 
4  Holzschnitten.     Berlin   1886,  B.  GSrtner's  Verlagsbuchhandlung. 
8^     10  S.     Preis  60  Pf. 
Verf.  bespricht  die  „Umsetzung^  zweier  Dreiecke  7on  gleicher  Grand- 
linie und  Höhe  in  einander.     Die  Ausdehnung  auf  beliebige  Vielecke  ergebe 
sich  leicht.     Dabei  verweist  er  auf  den  von  ihm  verfassten  Leitfaden  der 
Stereometrie.     Sodann   geht   er   zur  Umsetzung  eines  Parallelfläcbners  in 
einen  Cubas  über.     Endlich  wird  das  Pyramidenproblem  besprochen. 

K.    SCHWERINO. 

Die  Grundlagen  der  Arithmetik  unter  Einführung  formaler  Zahlbegriffe, 

dargelegt  von  Dr.  Otto   Beichbl.     Hilfsbuch   für  den  Unterricht 
Tfaeil  I :  i^atUrliche ,  algebraische ,  gebrochene  Zahlen.    Berlin ,  Haude 
&  Spener'scbe  Buchhandlung.     1886.     8".     32  S.     Preis? 
Wir  haben   hier  ein  Werkchen  vor  uns,    welches  von  rein  formalen 
Grundsätzen   aus   nicht   nur   wissenschaftlich  haltbare,    sondern   auch  den 
Zwecken  der  Schule  dienende  Ergebnisse  liefern  will.     Wie  es  scheint,  ist 
die  Zahl  der  Schulmänner,  welche  gleiche  Ziele  anstreben ,  im  Wachsen  be- 
griffen.    Das  darf  Niemand  Wunder  nehmen ,  der  selbst  den  Wunsch  hegt, 
das  Beste,   was  er  wissen  kann,   doch  auch  den  Jungen  wieder  zu  sagen. 
Der  Verfasser  geht  von  den  Gesetzen  der  Addition  und  Multiplication  aus 
und  stellt  nun  die  Rechnungsarten  fClr  Differenzen  und  Brüche  neben  ein- 
ander.    Es  ist  das  den  Lehrbüchern  gegenüber,   welche  zuerst  die  Diffe- 
renzen  und    dann    die  Brüche    behandeln,    ein  zweifelloser  pädagogischer 
Fortschritt.     Referent  glaubt  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  zu  müssen  und 
spricht  es  als  seine  entschiedene  üeberzeugung  aus,   dass  an  die  Multipli- 
cationsgesetze  sofort  die  Lehre  von  den  Brüchen   anzureihen  ist,  denen 
alsdann   die  Lehre  von  den  Differenzen  und  den  negativen  Zahlen  folgt 
Das  Buch  verdient  Empfehlung,  j^  Schwebiug. 


Beitrage  zur  KenntniBs  der  Eigenschaften  des  ebenen  Dreiecks.  Von 
Dr.  Heinrich  Seipp.  Mit  3  Figurentafeln.  Halle  a.  S*,  Druck  und 
Verlag  von  H.  W.  Schmidt.     1886.     gr.  8®.    86  S.    Preis  4  Mk. 
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Durch  Eechnung  und  zwar  fast  ausschliesslich  mit  Hilfe  der  ^^Drei- 
liniencoordinaten^  erhält  Verf.  eine  Reihe  interessanter  Sätze  über  das  ele- 
mentare Dreieck,  welche  er  für  neu  hält.  Referent  gesteht  gern  zu,  dass 
ihm  diese  Auffassung  begründet  erscheint.  Leider  hat  es  der  Verf.  nicht 
immer  verstanden,  dem  durchweg  so  interessanten  Stoffe  die  gefällige  Form 
zu  geben.  Auch  ist  es  ziemlich  müssig,  complicirteren  Formeln  den  „Wort- 
laut**  beizugeben. 

üebrigens  sei  die  fleissige  Arbeit  empfohlen.  jg^   gcHWBBiNG 


Flächen-  und  Körperberechnung  in  Lehrsätzen  und  Aufgaben,   nebst 
Regeln  und  üebungsbeispielen  aus  der  Arithmetik  und  Algebra  zum 
Gebrauche  für  Navigationsschulen  von  P.  Seelhoff.  Dritte  veränderte 
und  vermehrte  Auflage.     Bremen,  Druck  und  Verlag  von  M.  Hein- 
sius.    1886.    kl.  8«.     106  S.    Preis  2  Mk. 
Verf.  behandelt  die  gemeinen,  sowie  die  algebraischen  Rechnungsarten 
in  Beispielen ,  denen  die  betreffenden  Regeln  und  Sätze  ohne  Beweis  voran- 
gestellt werden.     Dabei  findet  sich  häufig  die  Verweisung:   „Breusing^s 
Steuermannskunst^.  Der  geometrische  Theil  enthält  mehrfach  Begründungen. 
Es  ist  gewiss  anzuerkennen,   dass  viele  Aufgaben  ihrem  Inhalte  nach 
auf  den  betreffenden  Lebenskreis  hinweisen.    Vom  mathematischen 
Gesichtspunkte  aus  steht  sonst  das  ürtheil  wohl  schon  im  Faust: 
„Ihr  seht  ein  Buch,  wie  and're  mehr. 
Habt  ihr  euch  sonst  schon  umgethan?** 

E.   SCHWEBINO. 


(luadratische  Oleichnngen  mit  den  Lösungen  für  die  oberen  Classen  der 
Gymnasien  und  Realschulen.    Von  Dr.  E.  Bardey.    Zweite  vermehrte 
Auflage.     Leipzig  1887,    B.  G.  Teubjer.    gr.  8^     94  S.     Preis 
1  Mk.  80  Pf. 
Man  hat  hier  einen  Auszug  aus  den  ;, Algebraischen  Gleichungen^  des- 
selben Verfassers  vor  sich.  —  Die  Sammlung  ist  in  vieler  Beziehung  an- 
erkennenswerth;   der  Uebergang  vom  Leichteren  zum  Schwierigeren  ist  im 
Ganzen  mit  Geschick  durchgeführt,   und  die  Resultate  sind  meist  von  an- 
sprechender Eleganz.     Häufig  leitet  eine  kurze  Anmerkung  auf  die  richtige 
zur  Lösung  führende  Spur,  bei  schwierigeren  Aufgaben  ist  auf  das  grössere 
Werk  verwiesen.     Druck  und  Papier  sind  von  vorzüglicher  Qualität. 
Das  Buch  verdient  Empfehlung.  ^^  Schwerino. 


Buchstabenrechnung  und  Algebra  nebst  üebungsaufgaben  von  Dr.  W. 
Fbaux,  Professor  am  Gymnasium  zu  Arnsberg.  Achte  verbesserte 
und  vermehrte  Auflage,  besorgt  durch  A.  Lake,  Oberlehrer  am  Gym- 
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nasium  zn  Deutechkrona.  Paderborn  und  Münster,  Druck  und  Ver- 
lag von  Ferdinand  Schöningh.     1887.     VIII,  363  S.     Preis? 

Wie  die  Vorrede  angiebt,  haben  wir  es  bei  der  neuen  Auflage  mit 
einer  ziemlich  gründlichen  Umarbeitung  des  bekannten  Schulbuches  zu  thuii. 
Es  kann  offenbar  nicht  Aufgabe  einer  Besprechung  in  dieser  Zeitschrift  sein, 
die  Umarbeitung  selbst  ihrem  Werthe  nach  zu  prüfen;  es  soll  nur  das 
Buch  so,  wie  es  jetzt  vorliegt,  in  Kürze  angezeigt  werden. 

Was  zunächst  die  Grundbegriffe  der  Arithmetik  und  die  Beweise  fOr 
die  Additions-  und  Multiplicationsgesetze ,  für  die  Zeichen-  und  Bruchregeln 
betrifft,  so  merkt  man  vielen  Verfassern  unserer  Lehrbücher  das  Streben 
an,  sich  durch  die  Klippen  hindurchzuwinden,  welche  gleich  am  Eingang 
sich  drohend  thürmen.  Bei  völliger  wissenschafÜicher  Strenge  muss  fftr 
Leichtigkeit  des  Verständnisses  Sorge  getragen  werden!  Leider  scheint  uns 
im  vorliegenden  Buche  die  Umschiffung  der  Klippen  nur  theilweise  g^lückt 
zu  sein.  Es  ist  wohl  nicht  genau,  wenn  im  Ganzen  sieben  Grundopera- 
tionen (S.  7)  aufgeführt  werden.  Noch  weniger  können  die  Zeichen  +  und  — 
S.  11  als  Relationszeichen  auf  Beifall  rechnen  und  es  werden  sich  nicht 
viele  Mathematiker  die  Forderung  aufzwingen  lassen,  diese  Belationszei- 
eben  von  den  „gleichgestalteten"  Operationszeichen  zu  unterscheiden. 
Auch  erscheint  S.  102  der  Beweis,  dass  f/a,  wenn  a  ganzzahlig,  niemals 
ein  Bruch   sein  kann  (Irrationalität  der  n*^  Wurzel),  ganz  unzulänglich. 

Denn  gerade  die  Hauptsache:    »Ist  -r  ein  auf  seinen  kleinsten  Ausdruck 

a 

gebrachter  Bruch,  so  kann  —  niemals  eine  ganze  Zahl  sein^  ist  ohne  Be- 
weis behauptet. 

Uebrigens  ist  es  dem  Beferenten  eine  Freude,  an  dem  Buche  Manches 
anerkennen  zu  dürfen.  So  kann  man  die  Darstellung  der  Theorie  der 
Logarithmen,  deren  Berechxying  durch  eine  Potenztafel,  die  Theorie  der 
Kettenbrüche ,  die  Lehre  von  den  diophantischen  Gleichungen  nur  gutheissen. 
Die  Darstellung  des  binomischen  Lehrsatzes  ist  die  landläufige,  während  im 
Anhange  die  cubischen  Gleichungen  sehr  ansprechend  behandelt  sind. 

Druck  und  Papier  sind  nicht  schlecht;  aber  die  gewöhnliche  lateinische 
Druckschrift  verwendet  zur  Darstellung  mathematischer  Entwickelangen, 
so  ein  „a+bi^,  verletzt  das  *  Auge. 

Coesfeld,  1887.  K.  Schwbrikg. 


Martin  Krause,  Die  TraHsformation  der  hyperelliptisohen  Fanotionen 
erster  Ordnung,  nebst  Anwendungen.     Leipzig,  Tenbner.     1886. 
Das  uns  zur  Besprechung  vorliegende  Werk  behandelt  einen  speoiellen 
Theil  aus  dem  Gebiete  der  hyperelliptischen  Functionen,   welches  der  Ver- 
fasser seit  einer  Reihe  von  Jahren  durchforscht  hat.     Das  Buch  ist  vorzugs- 
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weise  eine  zasammenfassende  Darstellung  der  in  verschiedenen  Zeitschriften 
niedergelegten  Ergebnisse  dieser  Untersuchungen.  Entsprechend  diesem 
Zwecke  ist  im  ersten  Theile  des  Werkes  aus  der  allgemeinen  Theorie  der 
Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen  soviel  aus  den  Arbeiten  Anderer  mit- 
getheilt,  'als  zu  einem  leichteren  Verständniss  der  eigenen  Untersuchungen 
des  Verfassers  nothwendig  erschien,  während  ferner  liegende  Partien,  so 
namentlich  Alles,  was  sich  auf  den  Zusammenhang  der  Thetafunctionen  mit 
den  hjperelliptischen  Integralen,  d.  h.  das  Omkehrproblem,  bezieht,  aus- 
geschlossen sind. 

Die  ersten  20  Paragraphen  des  Werkes  sind  diesen  vorbereitenden 
Auseinandersetzungen  gewidmet,  bei  welchen  es  vorzugsweise  auf  die  Her- 
leitung  der  zwischen  den  Thetafunctionen  bestehenden  algebraischen  Rela- 
lationen  ankommt.  Alle  diese  Relationen  sind  Folgerungen  eines  Haupt- 
satzes, welcher  in  §  5  unter*  dem  Namen  des  „Transformationsprincips^ 
abgeleitet  ist: 

„Zwischen  je  »^  +  1  Thetafunctionen  n**'  Ordnung  besteht 
mindestens  eine  lineare  Beziehung." 

Auf  diesen  Satz  gestützt,  ergiebt  sich  zunächst  zwischen  höchstens  je 
f^nf  (und  wenigstens  vier)  der  Quadrate  der  16  fundamentalen  Thetafunc- 
tionen eine  lineare  homogene  Relation ,  und  es  lassen  sich  alle  diese  Theta- 
quadrate  durch  vier  passend  gewählte  unter  ihnen  ausdrücken.  Die  grosse 
Zahl  von  Vierersjstemen ,  die  sich  zu  dieser  Darstellung  eignen ,  zerfällt  in 
zwei  verschiedene  Classen,  die  der  Verfasser  als  ungerade  und  gerade 
Vierersysteme  bezeichnet  und  in  den  §§  7  und  8  behandelt  Von  besonderer 
Wichtigkeit  sind  hier  die  letzteren,  welche  auch  Göpersche  genannt  werden. 

Aus  denselben  Principien  ergeben  sich  weitere  Relationen  zwischen  je 
drei  Producten  zweier  Thetafunctionen,  welche  in  §  9  behandelt  sind. 

Damit  ist  die  algebraische  Abhängigkeit  der  Thetafunctionen  vollstän- 
dig dargestellt,  und  es  verdient  bemerkt  zu  werden,  dass  auch  die  in  §  12 
behandelten  biquadratischen  Gleichungen  zwischen  vier  Thetafunctionen  eines 
geraden  Vierersystems ,  die  sogenannten  GöpeTschen  Relationen,  Folgen 
der  Relationen  zweiter  Ordnung  siud ,  aus  denen  sie  hergeleitet  werden  können. 

Lässt  man  in  diesem  Formelsystem  die  Argumente  verschwinden  oder 
setzt  gewisse  halbe  Perioden  für  dieselben  ^  so  ergeben  sich  mannigfache 
Gleichungen,  vermöge  deren  sich  die  vierten  Potenzen  der  Quotienten  zweier 
Thetafunctionen  für  die  Nullwerthe  der  Argumente  durch  drei  Grössen,  die 
Moduln  x',  A^  fi\  oder  symmetrischer  durch  die  Doppelverhältnisse  von  sechs 
Grössen,  rational  darstellen  lassen. 

Aus  derselben  Quelle  fliessen  auch  noch  die  Additionstheoreme  der 
Thetafunctionen,  welche  in  §  13  in  der  zuerst  von  Eönigsberger  her- 
geleiteten Form  entwickelt  und  in  §  14  verallgemeinert  sind. 

Alle  bis  hierher  betrachteten  Formeln  haben  das  Eigenthümliche ,  dass 
sie  in  Bezug  auf  das  Zeichen  ^  homogen  sind,   so  dass  in  demselben  nur 
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Aussagen  über  die  Verhältnisse  der  Thetafonctionen  enthalten  sind. 
Anders  verhält  es  sich  bei  den  in  §§  15  und  16  abgeleiteten  Bosenhain- 
schen  Differentialformeln ,  d.  h.  den  Relationen,  welche  die  Fnnctional- 
determinanten  je  zweier  ungerader  Thetafunctionen  (für  die  NuUwerthe  der 
Argumente)  als  Producte  der  NuUwerthe  gerader  Thetafunctionen  aus- 
drücken. Diese  Formeln  liegen  tiefer  und  zu  ihrer  Herleitung  ist  ein  neues 
Hilfsmittel  nOthig,  welches  entweder  aus  der  Anwendung  einer  Transfor- 
mation zweiter  Ordnung,  oder  der  partiellen  Differentialgleichungen,  welchen 
die  Thetafnnctionen  genügen,  besteht,  da  hierbei  die  Abhängigkeit  von  den 
Moduln  wesentlich  mit  in  Betracht  kommt. 

'  Hier  würde  sich  naturgemäss  die  Untersuchung  der  Differentialquotienten 
der  Thetafunctionen  auch  für  variable  Argumente  und  damit  die  Lösung  des 
Umkehrproblems  angeschlossen  haben;  es  liegt  dies  aber  ausserhalb  der 
Grenzen,  die  sich  der  Verfasser  gesteckt  hat. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  geht  nun  das  Werk  auf  sein  eigentliches 
Thema,  die  Transformationstheorie,  über.  Das  allgemeine  Problem  dieser 
Theorie  besteht  darin ,  Thetafunctionen  rational  durch  andere  auszudrücken, 
mit  anderen  Variablen  und  anderen  Moduln.  Die  Variablen  der  einen  Func- 
tionenart  sind  lineare  und  homogene  Functionen  von  denen  der  andern  Art, 
und  ebenso  sind  die  Moduln  der  ersteren  lineare,  aber  gebrochene  Functio- 
nen von  denen  der  zweiten. 

Diese  Transformationen  hängen  wesentiich  ab  von  einem  System  von 
16  ganzen  Zahlen,  die  an  sechs  Bedingungen  gebunden  sind,  in  welchen 
eine  weitere  positive  ganze  Zahl,  der  Transformationsgrad,  vorkommt.  Ist 
der  Transformationsgrad  =1,  so  heisst  die  Transformation  linear.  Diese 
Transformationen  lassen  sich,  nach  der  Multiplicationsregel  der  Deter- 
minanten, zusammensetzen  und  so  auch  wieder  in  mehrere  nacheinander 
auszuftlhrende  zerlegen.  Die  Zusammensetzung  mit  linearen  Transformationen 
führt  zu  dem  Begriffe  der  äquivalenten  Transformationen  und  der  Trans- 
formationsclassen,  deren  Anzahl  für  jeden  gegebenen  Transformationsgrad 
endlich  ist  und  im  §  23  allgemein  bestimmt  wird.  Die  folgenden  Para- 
graphen sind  einer  allgemeinen  und  eingehenden  Discussion  der  unendlich 
vielen  linearen  Transformationen  gewidmet,  durch  deren  Anwendung  die 
Thetafunctionen  theils  unter  einander  vertauscht,  theils  nur  mit  constanten 
Factoren  versehen  werden.  Diese  Sätze  werden  nun  in  den  folgenden  Para- 
graphen auf  eine  Beihe  besonderer  Probleme  ans  der  Theorie  der  hjrper- 
elliptischen  Functionen  angewandt,  wobei  die  linearen  Transformationen  den 
Nutzen  haben,  dass  mit  ihrer  Hilfe  aus  jeder  Formel  eine  Beihe  anderer 
hergeleitet  werden  kann.  Das  wird  unter  Anderem  benutzt,  um  in  den 
§§  27  und  28  die  Differentialquotienten  der  Thetafunctionen  in  Bezug  auf 
die  Variablen  zunächst  für  veränderliche  Argumente  und  sodann  iür  die 
NuUwerthe  derselben  abzuleiten  zum  Behuf  der  Entwickelung  der  hjper- 
elliptischen  Functionen  in  Potenzreihen. 
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Hieran  schliesst  sich  in  den  §§29 — 32  eine  interessante,  wenn  auch 
etwas  verwickelte  Untersuchung  über  die  Differentialgleichungen^  denen  ge- 
wisse in  der  Theorie  der  Thetafunctionen  auftretende  Grössen,  als  Func- 
tionen der  Moduln  betrachtet,  genügen. 

Einen  weiteren  Nutzen  besitzen  die  linearen  Transformaüonen  in  der 
Theorie  der  Multiplication  der  Thetafunctionen  und  hjpereliiptischen  Func- 
tionen ,  welcher  die  §§  33  und  34  gewidmet  sind. 

Bei  der  Betrachtung  der  Transformationen  höherer  Ordnung  nimmt  die 
zweite  Ordnung,  ähnlich  wie  bei  den  elliptischen  Functionen ,  eine  exceptio- 
nelle  Stellung  ein  und  wird  besonders  behandelt. 

Wenn  man  der  mannigfachen  wichtigen  Folgerungen  gedenkt,  zu  wel- 
chen die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  auf  den  verschie- 
densten Gebieten  namentlich  der  Algebra  und  Zahlentheorie  geführt  haben, 
so  wird  man  mit  besonderem  Interesse  die  §§  40 flgg.  betrachten,  welche 
von  den  Modulargleichungen  und  Multiplicatorgleichungen  bei  den  hjper- 
eliiptischen Functionen  handeln;  man  findet  da  zunächst  den  Nachweis  der 
Existenz  einer  solchen  Gleichung,  deren  Grad  für  einen  gegebenen  Trans- 
formationsgrad gleich  ist  der  Anzahl  der  zu  diesem  Grade  gehörigen  Trans- 
formationsclassen  und  durch  welche  die  algebraische  Darstellung  der  Coeffi- 
eienten  in  den  Transformationsgleichungen  durch  die  Nullwerthe  der  ursprüng- 
lichen Thetafunctionen  vermittelt  wird.  Hiermit  ist  ohne  Zweifel  ein  Gebiet 
betreten,  welches  noch  reiche  Früchte  in  seinem  Schoosse  birgt.  Leider 
bietet  die  Durchführung  im  Einzelnen  und  damit  die  Ausbeutung  noch  die 
grössten  Schwierigkeiten,  -so  dass  die  wirkliche  Aufstellung  dieser  Gleich- 
ang  nicht  einmal  für  die  einfachsten  Fälle  sich  vollständig  durchführen 
lässt*  Gleichwohl  ist  die  Hoffnung  nicht  aufzugeben,  dass,  etwa  durch 
gruppentheoretische  Betrachtungen,  die  algebraische  Theorie  dieser  Gleich- 
ungen noch  erheblich  gefördert  werden  kann. 

Mit  dem  §  46  beginnt  der  in  der  Vorrede  angedeutete  dritte  Theil,  in 
welchem  die  Transformationstheorie  auf  neue  Grundlagen  gestellt  werden 
8oll.     Der  hierbei  massgebende  Grundgedanke  ist  folgender. 

Betrachtet  man  bei  einer  transformirten  Thetafunction  die  dieselben 
definirenden  Periodeneigenschaften  und  bezieht  dieselben  auf  die  ursprüng- 
lichen Variablen,  so  ergeben  sich  Functionen,  bei  welchen  einige  der  Pe- 
rioden durch  n  getheilt  erscheinen,  und  welche  aufgefasst  werden  können 
als  Thetafunctionen ,  deren  Charakteristiken  aus  gebrochenen  Zahlen  mit  dem 
Nenner  2m  gebildet  sind.  Diese  Functionen  haben  dann  die  Eigenschaft, 
dass  ihre  n*^^  Potenzen  sich  rational  durch  die  gewöhnlichen  Thetafunctio- 
nen ausdrücken  lassen.  Durch  diese  Functionen  gewinnt  das  Transforma- 
tionsproblem eine  neue  Darstellung  und  Erweiterung.     Den  Schluss  und  die 


*  Man  vergl.  darüber  eine  Gorrespondenz  zwischen  Brioschi  and  Krause 

im  28.  Bd.  der  Mathematischen  Annalen.  Digitized  by  vjOOqIc 

HUt-lit.  Abthlg.  d.  ZeiUohr.  f.  M»th.  n.  Phyt.  XXXIH,  1.  2  O 


18  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 


Krone  der  ganzen  Betrachtungen  bildet  die  Anwendung  der  Transforma- 
tionstheorie auf  das  Theilungsproblem ,  welchem  auch  die  von  demselben 
Verfasser  herrührende  Festschrift  der  Landesuniversitfit  Rostock 
zur  fünften  Säcularfeier  der  Universität  Heidelberg  gewidmet  ist. 

Die  Besultate  dieser  Untersuchung  zeigen  eine  tiefgreifende  Analogie 
mit  den  bekannten  Sätzen  über  die  Theilung  der  elliptischen  Functionen. 

Es  wird  zunächst  das  allgemeine  Theilungsproblem  behandelt,  bei  wel- 
chem die  yariablen  Argumente  der  hyperelliptischen  Functionen  durch  eine 
ungerade  Primzahl  n  getheilt  werden.  Wie  aus  der  Natur  der  vierfach, 
periodischen  Functionen  zu  erwarten  ist,  hängt  die  Lösung  dieser  Aufgabe 
von  einer  algebraischen  Gleichung  des  Grades  n^  ab,  und  zwar  lässt  sich 
dieselbe,  wie  gezeigt  ist,  auf  vier  nacheinander  zu  lösende  algebraisch  lös- 
bare Gleichungen  n*®"  Grades  zurückführen. 

In  diesen  Lösungen  kommen  aber  noch  als  Constanten  die  Wurzeln  der 
sogenannten  speciellen  Theilungsgleichung  vor,  d.  h.  solche  hyperelliptische 
Functionen,  deren  Argumente  Bruchtheile  der  Perioden  sind.  Diese  Gleich- 
ung ist  nicht  algebraisch  lösbar;  es  lassen  sich  aber  ihre  Wurzeln ,  wieder 
Schlusssatz  des  Werkes  lautet,  mit  Hilfe  von  Quadratwurzeln  durch  die 
ursprünglichen,  die  transformirten  Moduln  und  durch  n^  Einheitswurzeln 
ausdrücken,  und  damit  ist  das  Theilungsproblem  auf  die  früher  behandelte 
Modulargleichung  zurückgeführt. 

Marburg,  October  1887.  H.  Weber. 


Stolz,  Dr.  Otto,  Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik.  Zweiter  Theil: 
Arithmetik  der  complexen  Zahlen.  Leipzig  1886,  Verlag  von  B. 
G.  Teubner. 
Das  günstige  ürtheil,  welches  wir  in  dieser  Zeitschrift*  über  den  ersten 
Theil  des  vorliegenden  Werkes  ausgesprochen  und  begründet  haben,  können 
wir  in  erhöhtem  Maasse  auch  für  den  zweiten  Theil  abgeben.  Es  war  keine 
leichte  Aufgabe,  die  Grundlehren  der  Fuuctionentheorie  ohne  die  Anwen- 
dung der  Differentialrechnung  vorzunehmen  und  so  vorzutragen,  dass  ein 
Jünger  der  Mathematik,  dessen  Geist  noch  nicht  durch  die  Differential-  und 
Integralrechnung  geschult  ist,  für  sie  das  nöthige  Verständniss  und  das 
hinreichende  Interesse  besitzt.  Diese  Aufgabe  hat  Herr  Stolz  durchaus 
gelöst ,  und  wenn  vielleicht  das  volle  Verständniss  erst  dem  Vorgeschrittenen 
möglich  ist,  so  kann  der  Anfänger  schon  das  Gebotene  genügend  verstehen 
und  wird  hierdurch  in  den  Stand  gesetzt,  andere  Theile  sich  mit  um  so 
grösserem  Verständniss  anzueignen.  Dies  ürtheil  über  das  Werk  glauben 
wir  nicht  besser  begründen  zu  können,  als  wenn  wir  den  Inhalt  desselben 
in  ziemlicher  Ausführlichkeit  darlegen. 


*  Jahrg.  XXXr,  S.  182-187. 
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Der  erste  Abschnitt  behandelt  die  analytische  Theorie  der  complexen 
Zahlen  unter  der  Forderang,  „dass  sänimtliche  Regeln  über  das  Rechnen 
mit  reellen  Zahlen  auch  für  die  neuen  Zahlen  Giltigkeit  behalten".  .  Der 
Verfasser  betrachtet  zunächst  zwei  willkürliche  Einheiten,  untersucht  für 
diese  alle  nur  möglichen  Fälle  und  findet,  unter  steter  Anlehnung  an 
Weierstrass,  dass  nur  ein  einziges  System  eine  Erweiterung  des  Zahl- 
begriffes darstellt.  Dass  Zahlsysteme  mit  mehr  als  zwei  Einheiten  über- 
ÜOssig  sind,  wird  hauptsächlich  nach  Weierstrass'  Vorgange  gezeigt; 
jedoch  wird  auch  die  Dedekind'sche  Darlegung  in  hinreichender  Ausführ, 
liebkeit  vorgeführt.  Nur  zu  loben  ist  hier,  dass  für  mehr  als  zwei  Ein. 
beiten  nur  der  allgemeine  Fall  durchgeführt  und  nicht  jede  Ausnahme  be- 
rücksichtigt ist.  Nachdem  so  erwiesen  ist,  dass  nur  die  gemeinen  complezen 
Zahlen  Berechtigung  besitzen,  behandelt  der  zweite  Abschnitt  die  synthe- 
tische Theorie  derselben.  Derselbe  vergleicht  zunächst  die  Strecken  der 
Euklidischen  Ebene  nach  Grösse  und  Lage,  und  zeigt  ohne  jede  Rücksicht 
auf  das  erste  Capitel  das  Rechnen  mit  diesen  Strecken.  Für  diese  Betrach- 
tung kann  man  alle  Strecken  von  demselben  Punkte  ausgehen  lassen;  indem 
das  geschieht,  werden  zur  systematischen  Darstellung  derselben  zwei  unab- 
hängige Einheiten  erfordert.  Als  solche  können  zunächst  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  Endpunktes  gewählt  werden,  woraus  sich  die  volle  TJeber- 
eiostimmung  dieser  neuen  Grössen  mit  den  gemeinen  complezen  Zahlen 
ergiebt,  und  letztere  erweisen  sich  jetzt  als  wichtig  für  die  Lösung  rein 
geometrischer  Aufgaben.  Nun  kann  man  aber  jede  solche  Strecke  durch 
die  Polarcoordinaten  ihres  Endpunktes  bestimmen  und  dadurch  wird  man 
zu  den  trigonometrischen  Functionen  (für  reelle  Argumente)  geführt.  Deren 
Theorie  gestattet  den  Nachweis  zu  führen,  dass  für  ein  ganzes  positives  n 
die  n**  Wurzel  aus  jeder  complezen  Zahl  ezistirt  und  n  Werthe  hat,  von 
denen  einer  als  Hauptwerth  ausgezeichnet  wird,  und  führt  zur  Erweiterung 
des  Begriffes  der  Potenz  für  beliebige  reelle  Ezponenten. 

Der  dritte  Abschnitt:  compleze  Veränderliche  und  Functionen,  enthält 
bauptsächlich  eine  Reihe  nothwendiger  Definitionen,  zunächst  für  compleze 
Functionen  reeller  Variabein ,  dann  für  beliebige  compleze  Functionen.  Schon 
bier  erweist  sich  der  Wei  er  st  rassische  Ausdruck  ;,  absoluter  Betrag  einer 
complezen  Grösse^  statt  des  Arg  and 'sehen  Moduls  als  ausserordentlich 
wichtig;  noch  deutlicher  tritt  aber  die  Wichtigkeit  dieses  Ausdrucks  im  fol- 
genden Theile  des  Werkes  hervor,  wo  derselbe  gestattet,  die  für  reelle 
Variabein  im  ersten  Bande  gegebenen  Beweise  häufig  unmittelbar  auf  com- 
pleze Grössen  zu  übertragen.  Eine  angenehme  Zugabe  für  diesen  Abschnitt 
ist  es,  dass  für  die  Aehnlichkeit  und  die  Ereisverwandtschaft  der  Begriff 
der  conformen  Abbildung  erläutert  wird.  —  Im  vierten  Abschnitt,  welcher 
die  ganzen  rationalen  Functionen  behandelt,  werden  die  Ableitungen  dieser 
Functionen  hergeleitet,  die  Kennzeichen  für  die  Identität  mehrerer  solcher 
Functionen  angegeben,  die  Theilbarkeit  derselben  besprochen,  besonders  aber 
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der  Fundamentalsatz  der  Algebra  nach  Argand  bewiesen.  Als  Anhang  ist 
die  Theorie  der  arithmetischen  Reihen  nnd  Interpolationen  beigegeben.  — 
Als  Ziel  des  fünften  Abschnittes  hat  dem  Verfasser,  wie  er  in  der  Vorrede 
sagt,  vorgeschwebt  die  Erledigung  der  Fragen  über  den  Giltigkeitsbereich 
der  Entwickelung  gewisser  Functionen  in  Potenzreihen.  Der  Anfang  ist 
Yollstfindig  dem  entsprechenden  Capitel  des  ersten  Bandes ,  der  Theorie  der 
reellen  unendlichen  Reihen,  nachgebildet.  Vielfach  genügt  es,  die  Sätze 
allein  anzugeben ,  da  beim  Beweise  entweder  keine  Aenderung  eintritt  oder 
höchstens  das  Convergenzinteryall  durch  Convergenzbereich  zu  ersetzen  ist. 
Bedingte  und  unbedingte,  gleichmässige  und  ungleichmSssige  Convergenz, 
Potenzreihen,  deren  Stetigkeit,  Bedingung  für  die  Identität  von  Potenz- 
reihen,  ihre  Ableitungen  werden  recht  ausführlich  im  engsten  Anschluss  an 
den  ersten  Band  behandelt-  Daran  schliesst  sich  die  Entwickelung  des  Be- 
griffes einer  analytischen  Function  nach  Weierstrass,  die  Erforschung  des 
wahren  Convergenzbereiches  einer  Potenzreihe  nach  demselben,  die  Angabe 
des  Maximums  des  Grenzwerthes  solcher  Reihen  auf  gewissen  Kreisen  und  an- 
dere Sätze.  Da  die  Differential-  und  Integralrechnung  nicht  vorausgesetzt  wird, 
so  müssen  die  Beweise  mehrfach  in  anderer  als  der  bekannten  Art  geliefert 
werden.  Zwei  hierher  gehörige  Sätze  von  Cauchj  und  Laurent  werden 
nicht  in  voller  Allgemeinheit  bewiesen ,  sondern  es  wird  von  vornherein  die 
Existenz  eines  Functionenelementes  vorausgesetzt.  Daneben  werden  auch 
manche  andere  interessante  Sätze  mit  ausführlichen  Beweisen  mitgetheilt; 
ich  erinnere  nur  an  den  Weierstrass 'sehen  Doppelreihensatz  und  an  die 
Möglichkeit,  durch  denselben  analytischen  Ausdruck  verschiedene  analytische 
Functionen  darzustellen. 

Eine  wichtige  Anwendung  dieser  Theorie  liefert  der  sechste  Abschnitt, 
worin  die  einfachsten  Reihen  einer  allseitigen  gründlichen  Prüfung  unter- 
zogen werden,  nämlich  die  Reihe  für  e*,  cosXy  sinx,  Igx^  die  binomische 
und  die  logarithmische  Reihe,  arctgx^  arcsinx^  cos{arc8inx),  sin{arcsmx)^ 
l*  +  2'  +  «--  +  n*+***  Den  Zugang  bildet  die  Aufgabe:  Eine  analytische 
Function  f{x)  zu  ermitteln,  welche  bei  beliebigen  x  und  y  der  Functional- 
gleichung  f{x)f(y)==f{x  +  y)  und  ausserdem  der  Bedingung  /'(l)  =  a  ge- 
nügt. Die  Erledigung  dieses  Problems  führt  naturgemäss  auf  die  genannten 
Functionen,  welche  erst  hier  ihre  volle  Erledigung  finden,  da  jetzt  erst  alle 
auftretenden  Grössen  complexe  Werthe  annehmen  dürfen. 

Im  Gegensatz  zu  Weierstrass  wird  im  siebenten  Capitel  das  unend- 
liche Product  als  Grenzwerth  eines  Productes  bei  unbegrenzt  wachsender 
Zahl  der  Factoren  definirt.  Aber  die  Frage  nach  der  unbedingten  Conver- 
genz  eines  solchen  Productes  führt  von  selbst  die  Beziehung  zu  den  unend* 
liehen  Reihen  herbei.  Zwar  werden  nur  die  Prodacte  für  sinx  und  cosx 
entwickelt,  aber  die  Theorie  der  unendlichen  Producte  liefert  auch  noch 
Sätze  über  Potenzreihen  wichtiger  Functionen,  und  diese  werden  ebenfalls 
in  diesem  Capitel  behandelt.  —  Recht  dankbar  sind  wir  dem  Verfasser  auch 
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für  die  Beigabe  des  achten  Abschnittes,  welcher  die  Eettenbrüche  behan- 
delt. Indem  dieselben  znnKchst  als  endlich  vorausgesetzt  werden,  geht  die 
allmälige  Berechnung  zonftchst  vom  Ende  aus.  Das  ist  nicht  nur  an  sich 
am  natOrlichsten,  sondern  ermöglicht  auch,  die  Bedingungen  anzugeben, 
anter  denen  überhaupt  ein  Kettenbruch  Bedeutung  hat.  Auch  wird  hier- 
durch keineswegs  die  Beweisführung  erschwert;  denn  die  beim  Fortschreiten 
von  rechts  nach  links  gewonnenen  Resultate  geben  unmittelbar  den  Weg 
an,  wie  man  von  links  nach  rechts  vorangehen  muss.  Besondere  Sorgfalt 
wird  der  Frage  nach  der  Convergenz  der  unendlichen  Kettenbrttche,  haupt- 
sSchlich  im  Anschluss  an  Seidel  und  Stern,  zugewandt.  Die  periodischen 
werden  in  dieser  Hinsicht  auch  im  Falle  complexer  Theilzähler  und  Theil- 
nenner  nntersucht;  für  nichtperiodische  wird  unter  dieser  Voraussetzung 
allerdings  auch  ein  Eriteriunr  angegeben,  aber  betreffs  der  weiteren  Unter- 
suchungen wird  vorausgesetzt,  dass  alle  vorkommenden  Grössen  reell  sind. 

Wenn  wir  bei  diesem  üeberblick  auch  schon  etwas  weitlttufig  geworden 
sind,  so  möchten  wir  doch  ausdrücklich  hervorheben,  dass  wir  den  Inhalt 
des  Buches  keineswegs  erschöpft  haben.  Vielmehr  hat  es  der  Verfasser  ver- 
standen, noch  manche  andere  Partie  (wir  erinnern  nur  an  die  Bernoulli- 
schen  Zahlen  und  Functionen)  dem  Werke  einzuverleiben.  Auch  dürfen  wir 
nicht  verschweigen,  dass  mancher  im  Buche  angegebene  Satz  oder  Beweis 
Eigenthum  des  Herrn  Stolz  ist.  Wenn  wir  einen  Wunsch  aussprechen 
sollen,  so  geht  er  dahin:  der  Verfasser  wolle  an  mehreren  Stellen  auf 
grössere  Schärfe  und  Genauigkeit  des  Ausdrucks  Bedacht  nehmen;  wir  er- 
innern an  den  Satz  V.  10.  S.  160:  „Haben  zwei  Potenzreihen  f{x)  und 
g{p) ...  die  Eigenschaft,  dass  zu  jeder  positiven  Zahl  i  ein  von  Null  ver- 
schiedener Werth  von  x^  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  d,  gehört, 
wofür  die  Gleichung  f{x)=g{x)  besteht,  so  müssen  die  Coefücienten  der 
nämlichen  Potenzen  von  x  in  beiden  Reihen  einander  gleich  sein^,  dessen 
Ausdruck  eine  falsche  Auffassung  sehr  nahe  legt.  Auch  können  wir  nicht 
verstehen,  wie  im  Satz  auf  S.  282  die  Divergenz  oder  Convergenz  der  Reihe 
Äj  +  Ä,  +  Äj  +  •  •  •  auf  die  Divergenz  einer  oder  keiner  der  Reihen  h^  +  h^ 
+  h^+»"  und  h^  +  h^  +  hQ  +  -*-  hinauskommen  soll. 

Das  Buch  bedarf  unseres  Erachtens  einer  Empfehlung  nicht;  je  mehr 
nnd  je  genauer  dasselbe  studirt  wird,  um  so  mehr  wird  bei  der  heran- 
wachsenden mathematischen  Generation  der  Sinn  für  Gründlichkeit  gepflegt, 
nm  so  mehr  ist  zu  hoffen,  dass^er  schönste  Zweig  der  mathematischen 
Wissenschaften,  die  reine  Analysis,  tüchtige  Jünger  und  dereinst  kräftige 
Förderer  finden  wird. 

Braunsberg.  W.  Killing. 
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Elementarbnch  der  Differential-  und  Integpralrechnnng   mit  zahlreichen 
Anwendungen   aus  der  Analysis,  Geometrie,  Mechanik,  Physik  etc. 
Für  höhere   Lehranstalten  und   den  Selbstunterricht  bearbeitet  von 
Friedrich   Autenheimer,    gew.   Director   des   Zürcherischen  Tech- 
nikums zu  Winterthur,  Herausgeber  von  „BernouUi's  Vademecnm  des 
Mechanikers",  von  „BernouUi's  Dampfmaschinenlehre''  und  von  den 
„Aufgaben  über  mechanische  Arbeit^.     III.  Auflage,  mit  162  in  den 
Text  eingedruckten  Holzschnitten.    Weimar  1887,  bei  Bernhard  Fried- 
rich Voigt.     VIII,  522  S. 
Das  Wort   „Elementar buch"   und  die  dem  Namen  des  Verfassers  bei- 
gefügten näheren  Bestimmungen  kennzeichnen  dieses  Buch  weit  besser  als 
die  Angabe ,  dass  es  für  höhere  Lehranstalten  und  für  den  Selbstunterricht 
bearbeitet  sei.     Wenn  es  überhaupt  heute  noch  möglich  ist ,  was  wir  einiger- 
massen  bezweifeln,  durch  Selbstunterricht  zum  Mathematiker  sich  auszubil- 
den,  80   dürfte  es  nur  unter  Anwendung  solcher  Lehrbücher  thunlich  sein, 
welche  auch  den  heute  geforderten  strengen  Gang  der  Beweisführungen  sich 
zur  Regel  gemacht  haben;    und   sofern   die  Universität  eine  höhere  Lehr- 
anstalt ist,   kann  das  bei  ihren  Vorlosungen  zu  benutzende  Lehrbuch  anch 
nur  nach  dem  gleichen  Prüfungsmittel  ausgewählt  werden.    Vor  ihm  besteht 
aber  das  Antenheimer'sche  Buch  keineswegs.     Wer  dagegen  das  Hand- 
werkszeug der  Infinitesimalrechnung  allein  zu  technischen  Ausarbeitangen 
braucht  und  die  Richtigkeit  der  mangelhaft  bewiesenen  Formeln  auf  Trea' 
und  Glauben  anzunehmen  bereit  ist,   der  wird  sich  dieses  Buches  bedienen 
können.     Dass  aber  auch  ein  solcher  Kreis  von  Benutzern  wirklich  vorhan- 
den  ist,  beweist  das  Erscheinen  der  III.  Auflage.     Der  Mathematiker  von 
Fach  kann  übrigens  gleichfalls  zu  einem  Zwecke  dieses  Lehrbuch  benutzen, 
nämlich  um  aus   demselben  eine  Reihe  von  recht  praktisch   ausgewählten 
mechanischen  und  physikalischen  Uebungsaufgaben  zu  entnehmen. 

Cantor. 


Ornndriss  der  Differential-  und  Integralrechnung.  I.  Theil:  Differen- 
tial-Rechnung von  M.  Stegbmann,  Dr.  phil.,  weil.  Professor  an 
der  technischen  Hochschule  zu  Hannover.  V.  vollständig  umgear- 
beitete und  vermehrte  Auflage  mit  66  Figuren  im  Texte,  heraus- 
gegeben von  Dr.  Lüdwio  Kiepert,  Professor  der  Mathematik  an  der 
technischen  Hochschule  zu  Hannover.  Hannover  1888,  Helwing'sche 
Verlagsbuchhandlung  (Th.  Mierzinsky,  königl.  Hofbuchhändler,  SchlS- 
gerstrasse  20).  XII,  465  S.  [Die  Tabelle  der  wichtigsten  Formeln 
aus  der  Differentialrechnung  ist  als  Separatabdruck  für  50  Pf.  dnrch 
jede  Buchhandlung  zu  beziehen.] 
Zwei  Jahre  später  datirt,   als  die  von  uns  (Bd.  XXXI,  hist.-lit.  Abth. 

S.  227 — 228)   angezeigte  Integralrechnung,  ist  nun  auch   die  Differential- 
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rechnung  in  neuer  Bearbeitung  erschienen.  'Herr  Kiepert  hat  die  drei- 
sternige  Larve  abglegt,  die  damals  für  uns  ebenso  wenig,  wie  fttr  andere 
Pachgenossen  den  Herausgeber  wirksam  verhüllte,  die  wir  aber  doch  achten 
zu  müssen  glaubten.  Er  hat  in  der  That  sich  seiner  Leistung  nicht  zu 
schämen,  und  das  Lob,  welches  wir  dem  Anonymus  der  Integralrechnang 
spendeten,  dürfen  wir  Herrn  Kiepert  ins  Gesicht  wiederholen.  Auch  die 
Differentialrechnung  ist  klar  und  fasslich ,  ohne  der  heute  geforderten  Strenge 
zu  entbehren.  Die  Beispiele  sind  zahlreich,  sind  gut  gewählt  und  mit  ge- 
nügender Ausführlichkeit  behandelt,  um  dem  das  Buch  mit  der  Feder  in 
der  Hand  Durchrechnenden  als  Muster  für  eigene  kleinere  Arbeiten  dienen 
zu  k5nnen.  Kurzum,  das  in  neuem  Gewände  nunmehr  zur  Verfügung 
stehende  vollständige  Lehrbuch  wird  gewiss  an  technischen  Hochschulen  bald 
das  fast  alleinige  Bürgerrecht  sich  erwerben  und  auch  Mathematikern  von 
Fach  am  Anfange  ihrer  Studienzeit  genügen  können,  bevor  sie  das  Bedürf- 
niss  empfinden ,  sich  vollständigerer  und  weiter  führender  Werke  zu  bedienen. 

Cantob. 

Die  Determinanten  in  genetischer  Behandlung  zur  Einführung  für  Anfänger. 
Von  Adolf  Sickenberoer,  Professor  am  K.  Mazimiliansgymnasium 
in  München.     Zweiter  Abdruck.     München  1887,  bei  Theod.  Acker- 
mann.    80  S^ 
Die  Auflösung  zweier  linearer  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  führt 
zu  Ausdrücken,  welche  Determinanten  zweiten  Grades  genannt  werden  und 
deren  Haupteigenschaften  sich  ergeben;  werden  die  gegebenen  Gleichungen 
homogen,  so  verschwindet  ihre  Determinante ,  so  oft  die  Gleichungen  durch 
von  Null  verschiedene  Werthe  erfüllt  werden,  und  die  Wurzeln  sind  selbst 
Deteraainanten   zweiten    Grades   proportional.     Nun    folgt   die   Behandlung 
dreier  linearer  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten,  welche  zum  Begriffe  der 
Determinante  dritten  Grades  und  zu  deren  Eigenschaften  führt,   wobei  die 
Unterdeterminante  auftritt.     Das  Multiplicationstheorem  für  Determinanten 
zweiten  und  dritten  Grades  schliesst  sich  an.     Jetzt  gelangt  man  durch  Ver- 
allgenaeinerung  der  bisher  entwickelten  Sätze  zur  Determinante  n*^  Grades, 
und  schliesslich  zu  deren  Anwendung  bei  Auflösung  von  n  linearen  Gleich- 
ungen. 

So  der  Gedankengang  des  Verfassers,  der  ganz  geeignet  erscheint, 
Schüler  von  Mittelschulen  in  die  Determinantenlehre  einzufahren,  und  dem 
man  den  Namen  eines  genetischen  Verfahrens  wohl  beilegen  darf. 

Cantob. 

# 

Die  mathematischen  Reohnungen  bei  Lebens-  und  Rentenversicherungen, 
systematisch  entwickelt  von  Dr.  August  Zillmeb.  II.  Auflage. 
Berlin  1887,  Nicolai'sche  Verlagsbuchhandlung,  B.  Stricker.  IV,  187  S-       , 

Digitized  by  VjOOQIC 


24  ^    Qistorisch- literarische  Abiheilang. 

Wir  haben  Bd.  XXXI  dieser  Zeitschrift,  historisch -literarische  Ab- 
theilung S.  179 — 181  über  ein  Buch  von  H.  Bfirlocher  berichtet,  welches 
unter  Anderem  mit  Rentenrechnung  sich  beschäftigt  Wir  haben  bei  dieser 
Gelegenheit  auf  Oettinger,  Anleitung  zu  finanziellen,  politischen  and 
juridischen  Rechnungen,  hingewiesen  und  auf  den  bei  ihm  vertretenen  und 
bewiesenen  relativen  Zins fuss  im  Gegensatz  zu  sonst  vielfach  gebrauchtem 
Discontirungsverfahren  aufmerksam  gemacht  Das  heute  uns  zur  Besprechung 
vorliegende  Buch  zeigt,  wie  nothwendig  jene  Bemerkung  war,  und  zwingt 
uns,  dieselbe  ausführlicher  zu  wiederholen. 

Sei  eine  Summe  von  Mk.  200  zu  4  Procent  zinstragend  ausgeliehen. 
Nach  einem  halben  Jahre  wird  der  fällige  Zins  mit  Mk.  4  und  überdies 
Mk.  100  der  Schuld  bezahlt.  Nach  einem  weiteren  halben  Jahre  werden 
nebst  Mk.  2  Zins  die  anderen  Mk.  100  gezahlt,  und  die  Schuld  ist  getilgt 

Zweifellos  muss  also  bei  4  Procent  Verzinsung  der  Baarwerth  einer 
Forderung  von  Mk.  104  nach  einem  Halbjahr  und  von  Mk.  102  nach  zwei 
Halbjahren  zahlbar  sich  auf  Mk.  200  belaufen,  und  jede  Discontining, 
welche  dieses  Ergebniss  nicht  liefert,  muss  falsch  sein.  Bei  7t  Procent 
und  S  als  ursprünglichem  Darlehen  sind  die  beiden  geforderten  Zahlungen 
„  jt.S  ,  S  \00+n  S  ^  n.8  S  200+«  8  ^  ^  „ 
naturgemftss  ^^  +  j  =  _^g^.-  und  ^^  +  ^ 2ÖÖ~*2i'    ^'  ^'  ^ 

muss  als  Baarwerth  von  nach  einem  Halbjahr  falligen  — ttyT'  '  o  ^^^  ^^° 

200-1-      S 
nach   zwei  Halbjahren  fölligen  — ^jr^r — -^  erscheinen. 

Herr  Zillmer  sagt  nun   S.  2,  nachdem  er  die  Formel  5=*-^  ah- 

geleitet,    in    welcher   n   die  Anzahl    der   Jahre,    Sn   die  Forderung  nach 

n  Jahren   und   r   der  Ausdruck  — Trjrr"  bedeutet:    „Nach   der   bisherigen 

Entwickelung  hat  man  unter  n  eine  ganze  Zahl  zu  verstehen.    Wir  wenden 

jedoch  dieselben  Formeln  auch  dann  an,  wenn  n  eine  gebrochene  Zahl  ist.'' 

Folglich  rechnet  er  den  Baarwerth  der  beiden  erwähnten  Forderungen  zn: 

100  +  n;    Ä    /     100    \^      200+7»;    5        100 

100    *2  AlOO+J   "^     2U0    '2 '100+^ 

2L\    100    /    ■'■200  +  271;]' 
eine  Summe,  die  nie  mit  8  übereinstimmt,  mag  für  n  irgendwelcher  posi- 
tive Werth  eingesetzt  werden. 

Die  richtige  Discontirung  wird  von  der  Thatsache  auszugehen  haben, 
dass  bei  Ausbedingung  halbjährlicher  Zinszahlung  stets  und  überall  in  der 

Welt  die  Memung  obwaltete,   der  Zins  eines  Halbjahres  solle  durch  ^ 
gerechnet  werden,  mithin  so,  als  wenn  -^  der  Procentsatz,  1  Halbjahr  die 
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Zeiteinheit  wftre,   und  diese  Znrackführang  des  Procentsatzes  auf  die  neue 

kürzere  Zeiteinheit  nennt  man  eben  seit  Oettinger  den  relativen  Zins- 

fasB.     Die  Discontirung  der  nach  1,  2,  3,  ...  Halbjahren  fälligen  Zahlungen 

/     100     \' 
muss  demnach  durch  Verrielftltigung  mit  / \    und  t  =  1,  2 ,  3,  ... 


/     100    Y 

(^ioo+5J 


erfolgen.     Die   beiden  mehrgenannten  Forderungen  erhalten  so   den  Baar- 
werth: 

100+«  8       100       ,  200+«   S   /     100     V 


1«>      2    ^^^^^    200      .   ^^^^„ 


iJ 


=  Ä 


und  damit  ist  die  Richtigkeit  der  Schlussfolge  bestätigt. 

Herr  Zillmer  geht  also  von  einer  falschen  Orundformel  aus  (leider, 
wie  wir  zu  wissen  glauben,  nicht  alleinstehend  mit  diesem  Irrthum),  und 
dementsprechend  sind  alle  Formeln,  in  'welchen  Bruchjahre  bei  ihm  vor- 
kommen,  falsch.  In  Zahlen  ist  der  Fehler  nicht  gerade  unerheblich.  Bei 
4procentiger  Verzinsung  ist  z.  B.  der  Baarwerth  einer  ein  Jahr  lang  am 
Ende  jedes  Vierteljahrs  zu  leistenden  Zahlung  1  nach  der  Formel  mit  ge« 
brochenen  Exponenten  3,903536,  nach  relativem  Zinsfuss  3,901966,  und 
erstieckt  sich  die  Rentenzahlung  über  mehrere  Jahre,  io  wächst  natürlich 
der  Unterschied  beider  Ergebnisse  ganz  beträchtlich.  Trotzdem  ist  praktisch 
eine  Oefahr  bei  der  Rechnung  nach  der  unrichtigen  Formel  zum  Zweck  der 
Erwerbung  einer  Rente  nicht  vorhanden ,  weil  der  Werth  der  Rente  zu  gross 
herauskommt,  die  Versicherungsgesellschaft  also  allenfalls  den  Rentennehmer 
übervortheilen,  nie  aber  dadurch  in  ihrer  Zahlungsfähigkeit  beeinträchtigt 
sein  wird.  Bei  den  Abschnitten  über  Capital  Versicherung,  verbundene  Renten 
und  verbundene  Capitalversicherung  kommen  Rentenzahlungen  nicht  in  Be- 
tracht, mit  Ausnahme  des  einzigen  §66  (S.  110 — 111).  Hier  können  wir 
also  unsere  theoretische  Bemängelung  fallen  lassen  und  die  Reichhaltigkeit 
des  betreffenden  Stoffes ,  sowie  den  Wechsel  in  der  Art  der  Behandlung  ein- 
zelner Aufgaben  uneingeschränkt  anerkennen. 

Nach  dem  ersten  der  Prämienberecbnung  gewidmeten  Theile  wendet  sich 
der  Verfasser  in  einem  zweiten  Theile  zur  Berechnung  der  Prämienreserve 
und  der  erwartungsmässigen  Sterblichkeit.  Unter  Prämienreserve  versteht 
Herr  Zillmer  das  Gleiche,  was  von  Anderen  auch  wohl  Sicherheitsfonds 
genannt  wird:  das  rechnungsgemässe  Outhaben  eines  Versicherten  in  jedem 
gegebenen  Augenblick.  Kenner  des  Lebensversicherungszweiges  wissen  zur 
Genüge,  dass  über  die  Berechnung  dieser  Reserve,  insbesondere  über  die 
Zulässigkeit  oder  Unzulässigkeit,  dieselbe  im  ersten  Jahre  um  die  Abschluss- 
kosten  zu  kürzen,  seit  Jahren  eine  Fehde  zwischen  Herrn  Zillmer  und 
dem  Director  der  Karlsruher  Versorgungsanstalt,  Herrn  Dienger,  besteht 
und  dass  keiner  von  Beiden  im  Stande  war,  den  Gegner  zu  überzeugen.  Herr 
Zillmer  verharrt  in  der  Anmerkung  S.  144-145    wiederholt  bei  seiner 
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Meinung,  die  wir  —  der  Dieng  er 'sehen  Richtung  folgend  —  zu  billigen 
nicht  vermögen.  Abschlusskosten  gehören  nun  einmal  zu  den  Verwaltangs- 
kosten  und  sollen  unserer  Auffassung  nach  die  Reserve  nicht  vermindern 
dürfen.  Cantob. 


Freundscliaftliche  Bewirthnng  meiner  mathematischen  Brüder  mit  einem 
Tractament  von  sechs  Gerichten.    Oder:  Curieuse  mathematische  Auf- 
gaben   von    Jakob   Jakobsek,    Schullehrer    zu   Tinnum    auf  Sylt. 
Schleswig  1790.     Gedruckt  in   der  Eönigl.  privileg.  Serringhaosen- 
sehen  Buchdruckerei.     Neu  herausgegeben  als  Festgabe  zum  hundert- 
jährigen Jubiläum  des  Seminars  zu  Tondem  von  dem  mathematischen 
Verein  „Mathesis"   in  Valdivia  1887.     Flensburg,  Verlag  von  Aug. 
Westphalen. 
In  den  Jahren  1739—1818  "lebte  auf  der  Insel  Sylt  ein  sonderbarer 
Patron:    Jakob  Jakobson.     Volksschullehrer    von   Beruf,   Mathematiker 
aus  Neigung,   entfremdete   er  sich   mehr  und   mehr  seinen  Schulpflichten, 
denen  er  vorher  erfolgreich  nachgekommen  zu  sein  scheint,  und  wurde  ans 
ziemlich  nichtigen  Ursachen ,  wobei  Neid  und  Feindschaft  mitgewirkt  haben 
sollen  (wie  sein  Biograph  C.  P.  Hansen  sagt),  kurz  nach  1790  seiner  Stelle 
entsetzt     Seitdem  widmete  er  sich  vollständig  dem  früher  als  Nebenbeschäf- 
tigung geübten  Unterricht  im  Navigationswesen  und  der  Landmessung.   Ein 
Zögling  des  Schul lehrerseminars  zu  Tondem ,  hatte  der  eigenthümliche  Mann 
überall  in   den  schleswig-holsteinischen  Herzogthümern  persönliche  Bezieh- 
ungen,  die   er   auf  sommerlichen  Ferienfussreisen  so  auszubeuten  verstand, 
dass    er   mit  wenigen  Pfennigen   in  der  Tasche  wochenlang  umherstreifte, 
ohne  seine  Familie   oder  seine  Schulgemeinde  von  seinen  Aufenthaltsorten 
in  Kenntniss  zu  setzen.     Sein  mathematisches  Wissen  überstieg  die  Anfangs- 
gründe nicht.     In   geistreicher  Anwendung  derselben   hat  er  die  Aufgaben 
zusammengestellt,  welche,  wie  die  Ueberschrift  der  neuen  Ausgabe  uns  be- 
lehrt, vor  fast  100  Jahren,  1790,  zuerst  in  Druck  erschienen.     Die  neuen 
Herausgeber,   Mitglieder  eines  in  Valdivia  (Chile)   bestehenden  .mathemati- 
schen Vereins   und  dem  Heimathslande  Jakob  Jakobson 's  entstammend, 
haben   auf  bis  zum  1.  September  1888  bei  ihnen  einlaufende  richtige  Lö- 
sungen der  Aufgaben  Preise  ausgesetzt     So  bieten  sie  für  die  erste  voll- 
ständige Lösung  sämmtlicher  Aufgaben  ein  Fass  besten  in  Chile  gewachse- 
nen Portweins,  und  ähnliche  Preise  sind  auch  dem  ersten  Löser  der  jeweils 
einzeln    bezeichneten  Aufgaben    zugedacht.     Ein    solches   Preisausschreiben 
lässt  von  vornherein  vermuthen ,  dass  doch  ziemlich  harte  Nüsse  zu  knacken 
sein  dürften,  und  wirklich  scheinen  die  Aufgaben  —  soweit  wir  aus  flüch- 
tigem Lesen  urtheilen  können  —  den  Scharfsinn  der  Leser  herauszufordern. 
Trigonometrie,   Combinatorik ,   Lehre  von  grössten  und  kleinsten  Werthen, 
unbestimmte  Gleichungen  erschöpfen  das  ganze  wissenschaftliche  Material, 
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dessen  es  zur  Bewältigung  der  iu  höchst  absonderliche  Sprache  gekleideten 
Aufgaben  bedarf.  Kantor. 

Die  Form,  Anxiehnng  nnd  materielle  Beschaffenheit  der  Erde,  von  Theo- 
.  DOR  ScHMiD.    Jahresbericht  der  kaiserl.  königl.  Staatsoberrealschule 

zu  Linz  für  36.  Studienjahr  1886/87.     Linz  1887,  Verlag  der  k.  k. 

Staatsoberrealschule.  19  S. 
Vier  Stufen  der  Entwicklung  nimmt  der  Verfasser  in  der  Behandlung 
derjenigen  Fragen  an,  welche  sich  auf  Form,  Anziehung  und  materielle 
Beschaffenheit  der  Erde  beziehen.  Jede  dieser  Stufen  bot  sich  als  Ruhe- 
punkt eines  Hauptvertreters  seiner  Zeit,  und  als  diese  Vertreter  werden 
genannt:  Newton,  Clairaut^  Laplace,  Stokes.  Im  diesmaligen  Pro- 
gramm hat  Herr  Schmid  nur  die  erste  Stufe  behandelt,  die  Fortsetzung 
für  eine  nächste  Gelegenheit  sich  vorbehaltend.  Man  würde  aber  im  wesent- 
lichen Irrthum  sich  befinden,  Hesse  man  sich  durch  diese  Herrn  Schmid 
selbst  entlehnte  Inhaltsbezeichnung  zur  Annahme  verleiten,  es  sei  etwa  über- 
sichtlich zusammengestellt,  was  man  bezüglich  der  betreffenden  Fragen  zu 
Newton's  Zeit  wusste  und  wie  man  damals  zu  dieser  Eenntniss  gelangte. 
Herr  Schmid  geht  vielmehr  von  der  Kenntniss  des  Newton 'sehen  An- 
zieh angsgesetzes ,  sowie  der  als  Potentiale  bekannten  Integrale  aus  und  be- 
weist in  Anlehnung  an  Gauss  und  Jacobi  die  wichtigsten  Sätze  über  das 
Ellipsoid,  manche  Behauptungen  allerdings  nur  kurz  aussprechend.  So  ge* 
langt  er  einestheils  zu  dem  New  tonischen  Theorom,  dass  eine  von  zwei 
ähnlichen  Ellipsoiden  begrenzte  Masse  auf  einen  Punkt  des  Hohlraumes  gar 
keine  Anziehung  ausübt,  anderntheils  zu  dem  Jacob  loschen  Satze,  dass  ein 
abgeplattetes  Rotationsellipsoid  mit  kleinster  Drehungsaxe  als  freie  Ober- 
fläche einer  homogenen  flüssigen  Masse,  d.  h.  als  Gauss 'sehe  Gleichgewichts- 
oberfläche erscheinen  kann.  Einführung  der  bei  der  Erde  gemessenen  Grössen 
führt  schliesslich  zu  dem  Ergebnisse:  Die  Erde  kann  nicht  eine  homogene 
Masse  eines  Rotationsellipsoids  sein.  Cantor 


La  göom^trie  greoqne,  comment  son  histoire  nous  est  parvenue  et  ce  que 

nous  en  savons.    Essai  critique  par  Paul  Tannert.    Premiere  partie. 

Histoire   g^n^rale    de   la   geom^trie   el6mentaire.      Paris,    Gauthier- 

Villars,  imprimeur - libraire.     1887.     VI,  188  pag. 

Schon   vor   mehreren  Jahren   hat  Herr  Paul  Tannerj  es  als  seine 

üeberzeugung  ausgesprochen,  die  Geschichte  der  Geometrie  des  Eudemos 

habe   nicht  mehr  Proklos  vorgelegen,  sondern  dessen  Anführungen  jenes 

Geschichtswerkes  seien  mittelbare.     Soviel  Glück  Herr  Tannerj  meistens 

mit  seinen  Neuerungen  hatte,  so  schwer  es  fllllt,  Ansichten,  die  von  einrm 

so  hervorragenden  Fachgenossen  ihren  Ausgangspunkt  nehmen,  sich  zu  ver- 
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Bchliessen,  so  konnten  wir  diese  Annahme  doch  keineswegs  theilen,  und 
wie  uns  ging  es  auch  Anderen.  Ja ,  wir  erkannten  nicht  einmal  die  Wich- 
tigkeit der  aufgeworfenen  Frage.  Herr  Tannerj  hat  nun  in  einer  ganzen 
Reihe  von  Aufsätzen,  welche  er  im  Bulletin  Darboux  zum  Abdruck  brachte 
und  welche  jetzt  als  Sammelband  zu  Kaufe  stehen,  wenigstens  in  letzterer 
Beziehung  uns  zu  überzeugen  gewusst,  und  wir  wollen  versuchen ,  in  Kürze 
unsere  Leser  mit  der  Bedeutung  des  Streitpunktes  bekannt  zu  machen. 

Strittig  ist  es  nicht  mehr,  dass  bei  den  Griechen  die  mathematischen 
Wissenschaften  ihrem  ganzen  umfang  nach  aus  kleinen,  von  aussen  ein- 
geführten  AnfUngen  zu  bedeutender  Höhe  sich  entwickelten ,  dann  von  ihrem 
Höhepunkte  wieder  abwärts  gingen ,  um  in  trostloser  Nichtigkeit  zu  enden. 
Steht  ein  ähnlicher  Verlauf  auch  der  heute  noch  ansteigenden  Entwickelungs- 
curve  moderner  Mathematik  zu  befürchten?  Eine  Antwort  auf  diese  Frage 
ist  unmöglich,  so  lange  der  Verlauf  der  griechischen  Welle  nicht  genau 
bekannt  ist,  und  dazu  dient  es  wieder  ganz  erheblich,  wenn  wir  nachza- 
weisen  im  Stande  sind ,  von  wann  an  das  Interesse  an  unserer  Wissenschaft 
so  sehr  abnahm,  dass  Schriften,  welche  ihr  Werden  schilderten,  verloren 
gehen  konnten.  Hat  also  Proklos  den  Ende  mos  nicht  mehr  gelesen, 
nicht  mehr  lesen  können,  so  war  schon  damals  der  Niedergang  ein  sehr  tiefer. 

Diese  Behauptung  ist  gewiss  richtig ,  wenn  auch  nicht  umkehrbar.  Des 
Ende  mos  Geschichte  der  Geometrie  kann  bis  auf  Proklos  gekommen 
sein ;  dieser  kann  sie  in  Athen  gelesen  haben ;  und  dennoch  war  längst  die 
Zeit  der  Fortbildung  der  Mathematik  von  der  des  Stillstandes,  dann  der 
Bückbildung  überholt. 

Prüfen  wir  nun  die  Gründe,  welche  Herr  Tann  er  y  für  seine  Behaup- 
tung anführt,  so  stellt  er  einen  an  die  Spitze.  Er  beruft  sich  auf  die  bei 
Proklos  vorkommende  Redensart  oi  TtiQi  Evdrinov.  Gewöhnlich,  so  sagt 
Herr  Tannerj  p.  23  seiner  Schrift,  übersetzt  man  das  ot  nsgl  gar  nicht, 
man  nimmt  einfach  den  angeführten  Eigennamen  allein ,  also  oi  ne^l  Evdrmov 
=  Eudemos.*  So  bequem  dürfe  man  aber  sich  die  Sache  nicht  machen. 
Jene  Zusatzwörter  müssten  einen  Sinn  haben,  und  zwar  sei  zu  übersetzen: 
Diejenigen,  welche  auf  die  Angaben  des  Eudemos  sich  ver- 
lassen. Sei  aber  dieser  Sinn  wirklich  gemeint,  so  verschlage  wenig,  ob 
an  anderen  Stellen  der  Verfasser  —  hier  also  Proklos  —  den  Eudemos 
unmittelbar  ohne  oC  nsgl  anführe;  er  meine  dann  doch  nur  Angaben  zweiter 
Hand.  Hätte  er  nämlich  des  Schriftstellers  eigene  Werke  besessen ,  so  wäre 
er  nicht  genöthigt  gewesen,  irgend  jemals  eine  Mittelsperson  anzuführen, 
das  einmalige  ot  tibqI  gebe  mithin  den  Ausschlag. 

Wir  können  nun  gut  und  gern  Herrn  Tannerj's  üebersetzung  einen 
Augenblick    zugeben,    so    bleibt   seine   Folgerung    nichtsdestoweniger   anf 


*  Herr  Tannery  eelbet  übersetst  p.  137  ol  nsifl  Smvfunnop  %a\  'Afupho(i9f 
einfach  mit  „Spe%$sippe  et  Amphinome*'. 
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schwachen  Füssen.  Kann  denn  Proklo s  uicbt,  oder  vielmehr  wird  er 
nicht  genau  so  gearbeitet  haben,  wie  ein  Gelehrter  unseres  Jahrhunderts? 
Wird  er  nicht,  die  Feder  in  der  Hand,  seinen  Eudemos,  seinen  Geminos, 
seinen  PorphTrios  u.  s.  w.  gelesen  haben  und  sich  Auszüge  vorbereitet  haben, 
selbst  wenn  er  zunftchst  nicht  wusste,  wo  und  wie  er  sie  werde  gebrauchen 
können?  Wird  ihm  dabei  nie  eine  Stelle  entgangen  sein,  die  er  spttter  in 
einem  zweiten  Schriftsteller  angeführt  fand,  als  er  den  ersten  nicht  mehr 
zur  Hand  hatte,  oder  wegen  eines  Satzes  nicht  neuerdings  durchzuarbeiten 
Lust  hatte?  Man  vergesse  doch  nicht,  welchen  Unterschied  es  macht,  ob 
man  ein  gedrucktes  Buch  mit  sorgfältig  verfertigtem  Namens-  und  Wörter- 
verzeichniss ,  mit  Seiten-  und  Zeilenbezeichnung  zur  Verfügung  hat,  oder 
ob  man  durch  eine  Handschrift  von  vielleicht  recht  zweifelhafter  Leserlich- 
keit ohne  irgend  eine  jener  Erleichterungen  sich  hindurchzuquälen  hat.  Dieser 
Mühe  unterzieht  man  sich  nicht  so  leicht  zum  zweiten,  zum  dritten  Male, 
nur  um  das  Vorkommen  einer  Stelle  zu  bestätigen,  die  man  nicht  selbst 
notirt  hatte.  Auch  bei  im  Allgemeinen  gewissenhaften  Schriftstellern  un- 
serer Tage  kommt  es  vor,  dass  sie  in  einem  solchen  Falle  der  zweiten  Quelle 
Vertrauen  schenken;  und  das  sollte  früher  anders  gewesen  sein,  anders  zu 
einer  Zeit,  wo  das  Abschreiben  geradezu  planmttssig  betrieben  wurde? 

Die  Vorraussetzung,  Herr  Tann  er 7  übersetze  das  o{  tssqI  richtig, 
führt  mithin  noch  lange  nicht  zu  der  von  ihm  gezogenen  Folgerung,  aber 
diese  Voraussetzung  selbst  müssen  wir  bestreiten.  Herr  Tanner  j  spricht, 
wieder  auf  p.  23,  aber  in  der  Note,  einen  gewiss  richtigen  Grundsatz  aus, 
dass  nSmlich  der  Sprachgebrauch  wechsele,  und  dass  alsdann  jeder  Schrift- 
steller nach  sich  selbst  beurtheilt  werden  müsse.  Nun  ist  unter  den  vielen 
Schriften  des  Proklos  eine  mit  vorzüglichem  Wortverzeichnisse  heraus- 
gegeben: 9 Prodi  Commentariorum  in  Bempublicam  Piatonis  partes  ineditae. 
Edidit  Bud.  Schoell.  Berlin  1886**.  In  diesem  Buche  findet  sich,  wie 
eben  mit  Hilfe  jenes  Wortverzeichnisses  leicht  zu  ermitteln  war,  auf  p.  49 
lin.<30  —  32  die  Stelle:  Tovro)  ds  itaXiv  x&  Kefpakala)  avvqilfBv  ovri  avayxo/ct) 
Tov  ikqI  toJv  fiia  00 V  Tcov  vTtttQXOVtmv  ^nai  Tol  diKaloig  Xoyov  avtiatgotpag 
oig  ot  niQ\  FkavKmva  %axi^f^vav  vtiIq  tov  adlxov  loyoig^  imd  hier  ist  doch 
ot  nsgi  Fkavoimvct c=  rXavncov  in  Uebereinstimmung,  fügen  wir  bei,  mit 
den  Grammatikern,  welche  gerade  im  Spätgriechischen  die  durchaus  ge- 
sicherte Bedeutungslosigkeit  des  ot  negl  oder  ot  ifiqfl  annehmen,  während 
im  älteren  Sprachgebrauch  die  Bedeutung  „Nu.  mit  seiner  Umgebung^ 
überwiegt,  z.  B.  bei  Homer  ot  rhaagsg  a'ft^l  'OSvaaia  =  Odjsseus  und  seine 
drei  Gefährten,  d,  h.  die  Vier,  den  Odjsseus  mit  eingeschlossen.  Dagegen 
heisst  im  II.  Jahrhundert  nach  Christus  bei  Alezander  von  Aphrodisius 
ot  ntnit  rifiivov  einfach  Geminos.     Vergl.  Tannery,  p.  32  Note  2. 

Wir  können  aber  unseren  Widerspruch  noch  auf  einige  andere  Stellen 
des  Commentars  zu  Euklid  selbst  stützen.  Ot  niQi  '^Hgmva,  welches 
zweimal   vorkommt,   mOsste   nämlich  nach  Herrn   Tannerj*8  Auffassurg 
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beweisen,  dass  Heron's  Commentar  zu  £uklid  in  den  Zeiten  des  Proklos 
bereits  nicht  mehr  vorhanden  war.  Wie  ist  das  aber  möglich,  wenn  eine 
arabische  üebersetzang  von  Theilen  dieses  Commentars  vorliegt,  die  doch 
sicherlich  erst  mehrere  Jahrhunderte  nach  Proklos  verfasst  wurde?* 

So  zerföllt  Herrn  Tannerj's  Beweisftthmng  in  Nichts.  Ob  aach 
seine  Behauptung ,  das  soll  nicht  gesagt  sein.  Es  ist  möglich ,  dass  Proklos 
die  Geschichte  der  Geometrie  erster  Hand,  es  ist  nicht  unmöglich,  dass 
er  sie  zweiter  Hand  benutzte,  wenn  wir  persönlich  auch  der  ersteren  Mei- 
nung untreu  zu  werden  keinen  Grund  einsehen. 

Eine  andere  Vermuthung  des  Verfassers  spricht  uns  dagegen  angemein 
an.  Wir  hab^n  (Vorlesungen  I,  131)  von  Schriften  mathematischen  Inhaltes 
geredet,  welchen  entnommen  ist,  was  wir  von  pythagoräischer  Mathematik 
wissen.  Herr  Tannery  geht  um  einen  grossen  Schritt  weiter.  Er  giebt 
(p.86)  den  Zeitpunkt  an,  in  welchem  zwischen  Oinopi  des  undHippokrates 
von  Chios  um  450  jene  Schriften  entstanden  sein  werden;  er  giebt  auch 
den  Titel,  welchen  Ja  mbH chus  noch  kannte,  wenn  auch  das  Werk  selbst 
gleich  Allem,  was  vor  Euklid  geschrieben  und  durch  dessen  Elemente 
überflüssig  geworden  war,  ihm  sicherlich  nicht  mehr  vorlag.  Herr  Tan- 
nery (p.  81)  geht  von  einer  zweimal  bei  J  a  m  bl  i  c  h  u  s  vorkommenden  Wort- 
verbindung aus:  ^Exaktlro  8h  ij  yecDfisTQia  ngog  IMayoQov  tcxoQia,  Bis- 
her übersetzte  man:  Von  Pythagoras  wurde  die  Geometrie  Kunde  genannt 
Herr  Tannery  schlagt  vor,  zu  übersetzen:  Die  Geometrie  wurde  mit 
dem  Namen  der  von  Pythagoras  herstammenden  Kunde  belegt 
und  fasst  mitbin  tatogia  ngog  Hv^ayogov  als  Titel. 

Diese  beiden  Bemerkungen  genügen  vielleicht,  unsere  Leser  in  Eennt- 
niss  zu  setzen,  was  Herr  Tannery  in  seinem  Buche  als  Aufgabe  sich  ge- 
stellt hat,  was  aber  auch  in  der  üeberschrift  mi^  ziemlicher  Deutlichkeit 
ausgesprochen  ist.  Er  untersucht  nicht ,  w  a  s  von  Angaben  über  griechische 
Geometrie  auf  uns  gekommen  ist^  sondern  wie  es  auf  uns  kam,'  um  aus 
den  Quellen  und  ihrem  Zustande  selbst  Schlüsse  auf  die  Glaubwürdigkeit 
des  Inhaltes  ziehen  zu  können.  Dass  Herr  Tannery  dabei  keine  Ge- 
legenheit versäumt,  Einzeluntersuchungen  spannendster  Natur  anzustellen 
oder  doch  anzudeuten,  bedarf  kaum  der  Erwähnung.  Drei  solcher  Gegen- 
stände wollen  wir  nennen. 

Innerhalb  der  Euklidischen  Elemente  erscheinen  die  arithmetischen 
Bücher  VII,  VIII,  IX  der  Form  nach  gewiss  sehr  verschieden  von  der 
altpythagoräischen  Arithmetik,  aus  der  sie  entstanden  sind.  Wer  ist  Ur- 
heber dieser  Umgestaltung?  Herr  Tannery  kommt  zweimal  auf  diese 
Frage  zurück  (p.  87  Note  und  p.  102  Note).  Das  eine  Mal  ist  er  versucht, 
jenes  Verdienst  —  wenn  es  ein  solches  war  —  Hippokrates  vonChios 


•  Wag  Herr  Tannery  p.  174  —  176   über  diesen  Gegenstand  sagt,  ändert 
unsere  Meinung  keineswegs.  ^^  , 
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zazawenden ,  das  andere  Mal  macht  er  die  Nothweudigkeit  der  Einschaltung 
jener  Bücher  von  Theätet's  Arbeiten  über  die  Irrationalzahlen  abhängig. 
Beide  Annahmen  zu  vereinigen  dürfte  schwer  sein.  Hier  können  und 
sollten  neue  Untersuchungen  anknüpfen. 

Anf  p.  148  flgg.  ist  die  klassische  Form  der  Sätze  mustergiltig  be- 
sprochen nnd  die  Bedeutung  einer  jeden  der  sechs  Abtbeilungen,  die  man 
in  solchen  Sätzen  unterscheiden  kann,  g«nau  hervorgehoben. 

Eine  von  Mathematikern  bisher  unbeachtete  Stelle  der  Aristotelischen 
Meteorologie  (III,  5,  §6 — 11)  wird  so  gedeutet  (p.  134),  dass  aus  ihr  die 
Eenntniss  des  Satzes  hervorgeht,  wonach  die  Entfernungen  der  Punkte 
einer  Kreislinie  nach  zwei  gegebenen  Punkten  in  constantem  Verhältnisse 
stehen.  Herr  Tann  er 7  hält  die  Stelle  zwar  für  spätere  Einschiebung, 
aber  doch  für  älter  als  Apollonius. 

Diese  der  Reichhaltigkeit  des  Buches  gegenüber  wenigen  Bemerkungen 
sollen  unseren  Lesern  nur  einen  Vorgeschmack  desselben  geben  und  zum 
genauen,  gründlichen  Studium  der  hochbedeutenden  Schrift  anspornen;  denn 
sie  als  solche  zu  bezeichnen  nehmen  wir  nicht  Anstand,  auch  da,  wo  unsere 
Ansichten  abweichend  waren  und  geblieben  sind.  Cantor. 


Lehrbuch  der  Experimentalphysik,  von  Dr.  Wüllner.  IV.  Band,  4.  Auf- 
lage.   Leipzig,  bei  Teubner.     1230  8. 

Mit  diesem  vierten  Band  ist  die  vierte  Auflage  des  ganzen  Werkes 
abgeschlossen.  Er  enthält  die  Lehre  vom  Magnetismus  und  der  Elektricität 
und  in  einer  Einleitung  die  Qrundzüge  der  Lehre  vom  Potential.  Es  wird 
der  Begriff  der  Potentialfunction  und  der  Niveauflächen,  der  Satz  von 
Laplace,  der  Oreen'sche  Satz  und  der  Begriff  des  Potentials  entwickelt, 
im  Allgemeinen,  ohne  specielle  Bücksicht  auf  Elektricität,  mit  Hilfe  der 
Differential-  nnd  Integralrechnung.  Specielle  Anwendungen  folgen  dann 
im  Verlaufe  des  Werkes,  S.  219  bei  der  Beibungselektricität ,  S.  261  bei 
den    elektrischen  Bildern,    S.  509  bei  der  elektromotorischen  Kraft  u.  s.  w. 

Der  erste  Abschnitt  behandelt  den  Magnetismus,  die  Beschaffenheit 
der  Magnete ,  das  absolute  Maass  des  Magnetismus ,  Beziehung  zur  Torsion, 
Einflnss  von  Wärme  und  Licht  und  schliesslich  den  Erdmagnetismus.  Der 
zweite  Abschnitt  bespricht  die  Beibungselektricität,  der  dritte  den  Oalvanis- 
mus.  Bei  jener  wird  das  dielektrische  Mittel  ausführlich  behandelt  (auf 
50  Seiten),  beim  zweiten  die  Entstehung  des  galvanischen  Stroms,  die 
Gesetze  der  Stromstärke  und  die  Wirkungen  des  Stroms  im  Schliessungs- 
kreise: Wärmeentwickelung,  Thermoströme  und  Elektrolyse.  Der  vierte 
Abschnitt  endlich  bringt  die  Elektrodynamik  nach  Ampere,  den  Elektro- 
magnetismus und  Diamagnetismus  und  die  Induction-  mit  Anreihung  der 
absoluten  elektrischen  Maasse. 
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Die  Art  der  Bearbeitung  ist  ein  Sammeln  der  Arbeiten  der  berühmten 
Elektriker,  von  Ampere  und  Ries  bis  auf  die  heutige  Zeit.  Nnr  selten 
giebt  der  Verfasser  sein  eigenes  ürtheil  ab.  Wir  haben  also  mehr  ein 
Handbuch,  als  ein  Lehrbach  vor  uns.  Zu  rtthmen  ist  die  Correctheit  der 
Darstellung,  nur  sehr  selten  ist  ein  Wunsch  nach  grosserer  Klarheit  ge- 
rechtfertigt (8.136  Mitte  über  den  Naohtheil  der  Oauss'schen  Methode  der 
Bestimmung  der  Declination,  S.  447  oben  der  erste  Absatz  sind  Beispiele 
hierfür).  Zu  bedauern  ist,  dass  der  unterschied  von  Reibungselektricit&t 
und  Galvanismus  noch  zu  schroff  auftritt,  dass  die  vielfachen  Beziehungen 
beider  zu  einander  zu  wenig  hervorgehoben  sind.  Die  Ausstattung  des 
Werkes  ist  die  von  den  früheren  Bänden  her  bekannte  vorzügliche. 

P.  Zech. 

TTniversal  er  cosmio  time,  bj  Sandford  Fleming.  Proceedings  of  the 
canadian  institute,  Toronto.  Juli  1885.  101  S. 
Eine  Darstellung  des  Antheils  Ganada's  an  der  Feststellung  der 
Weltzeit.  Als  erster  Meridian  ist  —  mit  Ausnahme  von  Frankreich  und 
Brasilien  —  auf  der  Conferenz  vom  October  1884  in  Washington  der  von 
Greenwich  angenommen  worden,  üeber  die  Weltzeit  ist  noch  keine  Einigung 
erreicht  worden ;  der  Streitpunkt  ist  wesentlich ,  ob  man  den  Tag  mit  dem 
Mittag  oder  der  Mittemacht  von  Greenwich  beginnen  soll.  Die  Amerikaner 
haben  einstweilen  den  „Houre- Standard'  eingeführt  für  Zwecke  der  Eisen- 
bahnen, Schifffahrt  und  Meteorologie.  Dieser  Standard  besteht  darin,  dass 
jeder  Ort  fdr  die  genannten  Zwecke  nicht  nach  seiner  Zeit  rechnet,  sondern 
nach  der  Zeit  des  nächsten  östlich  gelegenen  Meridians,  der  um  ein  Vielfaches 
von  einer  Stunde  oder  15  Grad  vom  ersten  Meridian  abliegt.  Zwischen  je  zwei 
solchen  Meridianen  haben  also  alle  Orte  gleiche  Zeit;  überschreitet  man  einen 
der  Grenzmeridiane,  so  Sndert  sich  die  Zeit  um  eine  Stunde.  Dreiviertel  des 
Heftes  bestehen  in  Actenstücken.  p  2,ecb. 

Der  magnetische  Bifilartheodolith ,  von  H.  Wild.  Aus  den  Memoiren  der 
kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Petersburg.  44  S. 
Ein  Bericht  des  Directors  des  physikalischen  Centralobservatoriums 
in  Petersburg  über  einen  Theodolithen  zur  Bestimmung  der  horizontalen 
Componente  des  Erdmagnetismus ,  nebst  Theorie  desselben  und  Bestimmung 
der  Constanten.  Das  Instrument  ist  aus  der  Werkstätte  von  Dr.  Edel- 
mann in  München. 


P.  Zech. 


Des  conitantes  de  T^lastict^  dans  les  milieux  anisotropes,  par  M.  B.  Eus. 

Bordeaux  1886.    82  S. 
Der  Verfasser   stellt  sich   die   Aufgabe,   möglichst   einfache   Formeln 
aufzustellen,   welche  aus   bestimmten  Versuchen  die  Gonstanten  der  Elasti- 
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cität  krjstallinischer  Mittel  mit  schiefen  Axen  berechnen  lassen.  Er  er- 
hält in  bestimmten  Fftllen  für  schiefe  Axen  dieselben  einfachen  Beziehungen 
wie  bei  rechtwinkligen.  p  ^wrm 

Zur  Theorie  der  Spiegdnng  des  Begenbogens»  von  Dr.  Hahdbl.  Pro- 
gramm 1887  Nr.  206.  19  B. 
Die  Möglichkeit  der  Spiegelung  eines  Begenbogens  in  einer  ruhigen 
Wasserfläche  ist  bestritten  und  behauptet  worden.  Wenn  die  Sonnen- 
strahlen einen  Begentropfen  treffen  und  im  Innern  einmal  zurttckgeworfen 
werden,  so  giebt  es  bei  den  austretenden  Strahlen  eine  bestimmte  Rich- 
tung, nach  welcher  sie  nahe  parallel  austreten,  während  nach  allen 
anderen  Bichtungen  das  austretende  Bflschel  divergirt.  Nur  die  ersten 
machen  einen  hinlänglich  starken  Eindruck  auf  das  Auge,  um  an  der 
Bildung  des  Begenbogens  mitzuwirken.  Wenn  ein  bestimmter  TropCsn 
solche  Parallelbttschel  ins  Auge  sendet,  so  kann  dieees  Büschel,  eben  weil 
es  das  Auge  trifft,  Yon  der  Wasseroberfläche  nicht  zurttckgeworfen  werden, 
und  nach  jeder  andern  Bichtung  kann  es  keinen  Eindruck  machen.  Es 
ist  also  klar,  dass  es  ein  Bild  des  Begenbogens  in  dem  Sinne  nicht  giebt, 
dass  die  dem  Auge  wirksame  Strahlen  sendenden  Tropfen  auch  zurttck- 
geworfen ein  Begenbogenbild  gebende  hervorbringen.  Wohl  aber  können 
andere  Tropfen,  die  tiefer  liegen,  am  Wasser  zurttckgeworfene  wirksame 
StraUen  ins  Auge  senden,  und  in  diesem  Sinne  giebt  ee  ein  Begenbogen- 
bild. Wie  dasselbe  im  Einzelnen  entsteht  und  welche  Eigenthttmlichkeiten 
beim  Zusammentreffen  beider  Bogen  auftreten,  zeigt  der  Yerfizsser  durch 
einfoche  geometrische  Betrachtung.  p^  Zbob 


Tafeln  lur  Berechnung  der  Mondphasen,  von  Ch.  Paulus.  Tttbingen, 
Pues.    72  S. 

Der  YerÜBSser  sucht  in  der  kleinen  Schrift,  die  für  Mittelschulen  be- 
stimmt ist,  die  Art  der  Berechnung  der  im  Titel  genannten  Tafeln  dar- 
zulegen, zuerst  ftbr  die  mittleren  und  dann  für  die  wahren  Werthe  der- 
selben. Die  Bentttzung  der  Tafeln  wird  an  einem  Beispiel  durchgeführt 
Dann  wird  noch  gezeigt,  wie  man  finden  kann,  ob  mit  dem  Neu-  und 
Vollmond  eine  Finstemiss  verbunden  isi 

Es  sind  in  der  neuem  Zeit  Sjzjgientafeln  von  Dr.  Lehmann  vom 
Bechenbureau  der  Sternwarte  Berlin  und  ausführlichere  von  Oppolzer  in 
Wien  erschienen  (auch  vom  Verfasser  benutzt  S.  13),  Die  letzteren  sind 
auf  ihre  Bichtigkeit  vollständig  geprüft  durch  den  grossen  Canon  der 
Finsternisse  von  Oppolzer.  Eine  Vergleichung  mit  diesen  Tafeln  giebt 
für  den  Neumond  im  März  1885  zu  wenig  0,6 ''^  und  für  den  Vollmond  im 
August  413  V.  Chr.  38,6"'  zu  wenig.  Wie  zu  erwarten,  wachsen  die  Dif- 
ferenzen für  entferntere  Jahre. 
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Ob  solche  Bechnnngen  nach  Tafeln  für  Mittelschulen  in  Verbindung 
mit  der  mathematischen  Oeographie  ein  „Bedürfnisse  genannt  werden  kennen, 
darüber  iSsst  sich  streiten,  aber  jedenfalls  wird  es  immer  einige  Schüler 
geben,  welche  gerne  und  zn  ihrem  Vortheil  sich  damit  beschäftigen.  Bei 
der  Kürze  nnd  Klarheit  des  kleinen  Werkes  ist  es  solchen  strebsamen  Schülern 
unbedingt  zu  empfehlen.  p^  Zech. 


Die  geiohiclitliöhe  Entwickelnng  des  Bewegungsbegrifb,  von  Dr.  Ludwig 
Lanob.    Leipzig,  Engelmann.     141  S. 

Der  Verfasser  hat  früher  in  den  Verhandlungen  der  sächsischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  seine  Ansichten  auseinandergesetzt,  wie  die 
Grundbegriffe  der  Mechanik  nach  dem  heutigen  Stande  der  Forschung 
richtiger  zu  begründen  seien.  Diese  Ansichten  sucht  er  nun  in  dem  vor- 
liegenden Werke  einem  grösseren  Leserkreis  zugänglich  zu  machen»  indem 
er  die  geschichtliche  Entwickelnng  dessen,  was  man  Bewegung  nennt,  aus- 
einandersetzt. Eine  Hauptrolle  spielt  hierin  die  von  Galilei  insbesondere 
vorbereitete  Anschauung  Newton*s  vom  absoluten  Baum  und  der  absoluten 
Zeit,  eine  Anschauung,  die  noch  heute  die  herrschende  ist.  Der  Ver&sser 
sucht  zu  zeigen,  dass  der  absolute  Baum  und  die  absolute  Zeit  Newton 
als  Dogma  gegolten  habe,  als  Theil  seiner  religiösen  üeberzeugung,  er 
sucht  nachzuweisen,  dass  beide  für  den  heutigen  Standpunkt  der  Wissen- 
schaft als  überflüssig  erscheinen.  Im  vierten  Capitel  wird  auseinandergesetzt, 
was  an  die  Stelle  zu  treten  habe,  und  insbesondere  das  vom  Verfasser  auf- 
gestellte Inertialsjstem  als  Ersatz  genannt. 

Näheres  über  dieses  Inertialsjstem  ist  in  einer  Abhandlung  der  säch- 
sischen Gesellschaft  der  Wissenschaften  (1885,  S.  333)  zu  finden.  Dem 
Verfasser  ist  es  —  nach  einem  ürtheil  in  der  VierteVjahrsschrift  der  astro- 
nomischen Gesellschaft  —  in  'ausgezeichneter  und  beinahe  überraschender 
Weise  gelungen,  in  den  Grundlagen  der  Mechanik  Klarheit  zu  schaffen. 

P.  Zech. 


Vbrdbt,  Welleniheorie  des  Lichts.  Deutsch  von  Eznbr.  Schluss  des 
zweiten  Bands.  Braunschweig,  Vieweg.  1887.  528  S. 
Mit  dieser  dritten  Abtheilung  des  zweiten  Bandes  ist  das  ganze  Werk 
geschlossen.  Sie  enthält  die  Beflexionstheorie  von  Fresnel  und  die  Metall- 
reflexion mit  Anreihung  alles  Dessen,  was  in  der  neuern  Zeit  theoretisch 
und  experimentell  über  diese  Gegenstände  gearbeitet  worden  ist.  Die 
Bibliographie  ist  bis  1885  fortgesetzt,  ein  Sachregister  schliesst  das  Werk, 
üeber  den  Werth  des  nun  vollständig  vorliegenden  Werkes  haben  wir  nach 
den  früher  Geäusserten  nichts  mehr  hinzuzufügen.  p  ^bch 
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Gbokgb  Mikchin,  treatise  on  atatios  wifh  applioation  to  pliysios.  2  Bände, 
3.  Ausgabe.  Oxford.  347  und  512  S. 
Im  29.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift;  wurde  desselben  Verfassers  «üni- 
planar  Einematics  of  solide  and  flnids**  besprochen,  eine  Kinematik  der 
Ebene,  welche  zur  Yorbereitung  der  Stndirenden  für  die  nenen  Theorien 
von  Thomson  nnd  Maxwell  dienen  soll,  im  vorliegenden  Werke  hat 
der  Verfasser  nicht  die  Absicht,  ein  klassisches,  durch  systematische  wohl- 
geordnete Entwickelung  der  Principien  sich  auszeichnendes  Lehrbuch  der 
Statik  zu  schreiben,  es  ist  ihm  vielmehr  darum  zu  thun,  den  Stndirenden 
möglichst  Anleitung  und  Anregung  zum  Studium  zu  geben.  So  wird 
graphische  Lösung  der  Aufgaben  empfohlen  (S.  29) ,  auch  werden  praktische 
Winke  zur  graphiscjien  Lösung  von  Aufgaben  gegeben  (§  40).  üeberhaupt 
ist  die  bestftndige  Einschaltung  von  Aufgaben  nebst  Anleitung  zu  deren 
Lösung  ein  Hauptbestreben  des  Verfassers.  Dabei  umfosst  das  Wwk  alle 
Gebiete  der  Statik,  die  virtuelle  Arbeit,  die  Elemente  der  graphischen 
Statik,  die  Theorie  der  Attraction,  die  ,,Analjsi8  of  Strains  and  Stresses* 
und  zum  Schluss  noch  die  Elektrostatik.  Fttr  den  Charakter  des  Werks 
bezeichnend  sind  die  Worte  in  der  Vorrede  zum  zweiten  Band:  „The  resuU 
of  perpetuaUy  fixmg  the  mind  an  mere  Symbols  and  r^^dUng  ihe  natural 
reälüies  far  iffJnch  tey  stand  %s  to  produce  in  the  mind  a  crystaOisation  of 
ignorance."  Nicht  mit  allgemeinen  Symbolen  allein  soll  der  Stndirende 
der  Mechanik  rechnen,  er  soll  den  Schwierigkeiten  der  Behandlung  wirk- 
licher natürlicher  VorgSnge  entgegentreten  und  sie  Überwinden  lernen.  Für 
jeden  Stndirenden,  der  die  Elemente  der  Mechanik  kennt,  wird  das  Studium 
des  vorliegenden  Werks  von  ausgezeichnetem  Werthe  sein.  p  ^^oh 


A  history  of  fhe  theory  of  elastioity  and  of  fhe  strength  of  materials, 
by  ToDHüHTEB  and  Pbarson.   1.  Band:  von  Galilei  bis  Saint -Venaut- 
Cambridge,  üniversitfttsdruckerei.     1886. 
Nach  Todhunter's  Tod  wurde  Pearson  mit  der  Herausgabe  dieses 
Werkes  betraut.     Die  Schwierigkeiten,  welche  damit  verbunden  sind,  hebt 
Pearson  in  der  Einleitung  hervor:   einmal  sind  es  die  Quellenstudien  in 
den  zahllosen  Zeitschriften,  sodann  die  verschiedenartigen  Bezeichnungen  und 
Definitionen  der  einzelnen  Gelehrten ,  die  so  gettndert  werden  müssen,  dass 
die  Einheit   des  Werkes   nicht  Noth  leidet.    Der  Verfasser  wird  die  An- 
erkennung seiner  mühevollen  Arbeit  in  dem  Bewusstsein  finden ,  das  Studium 
der  Elasticitätstheorie  wesentlich  erleichtert  zu  haben.    Das  nähere  Eingehen 
in  die  einzelnen  Capitel  dieses  umfangreichen  Werkes  würde  zu  weit  führen, 
weshalb  der  Fachmann  direct  auf  dasselbe  verwiesen  werden  muss. 

B.  Nbbbl. 
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B.  Weinbtkik,  Handbuch  der  pbyiikalitcfaen  Maaaabettiliimiingeii.  I.  Band. 
Die  Beobachtungsfehler,  ihre  rechnerische  Ausgleichung  and  ünter- 
snchong.  Berlin  1886|  Verlag  von  Jnlias  Springer.  Preis  14  Mk. 
Mit  lebhaftem  Interesse  wird  dieses  Werk  in  physikalischen  Kreisen 
aufgenommen;  denn'  es  fallt  eine  Lücke  ans,  die  den  Physikern  bislang 
grosse  Schwierigkeiten  bereitete.  Der  Yorliegende  erste  Band  umfasst  die 
Methoden  znr  Ausgleichung  und  Untersuchung  der  Beobachtungsfehler,  bietet 
somit  dem  praktisch  arbeitenden  Physiker  den  unumgänglich  nothwendigen 
Stoff  dar,  den  er  sich  nach  Vollendung  seiner  Studien  bisher  mühsam  aus 
den  Werken  über  Astronomie  und  Qeodftsie  zusammensuchen  musste.  Der  erste 
Theil  zerftllt  in  ftinf  Abschnitte,  wovon  die  vier  ersten  die  Ausgleichungs- 
rechnung behandeln,  wShrend  der  letzte  die  Interpoli^on,  Differentiation 
und  Quadratur  enthält.  In  dem  ersten  Abschnitt  wird  zunächst  eine  üeber- 
sieht  über  die  möglichen  Fehler  bei  Beobachtungen  gegeben  und  auf  die 
verschiedenen  Ursachen  derselben  eingegangen,  woran  sich  die  allgemeine 
Theorie  der  Ausgleichung  dieser  Fehler  anschliesst.  Der  zweite  Abschnitt 
beschäftigt  sich  mit  der  Theorie  der  zufälligen  Fehler  und  deren  Aus- 
gleichung bei  einfochen  Messungen,  zeigt  sodann,  wie  sich  die  Ausgleichung 
bei  Fehlem  gestaltet,  die  entweder  gleiches  oder  verschiedenes  Gewicht 
haben,  und  wie  sich  der  Uebergang  von  den  wahren  Verhältnissen  zu  den 
wahrscheinlichsten  bewerkstelligt.  Die  Ausgleichung  zusammengeeetcter 
Messungen,  eine  Abschweifung  über  Determinanten  und  die  Theorie  linearer 
Gleichungen  bilden  den  Inhalt  des  dritten  Abschnittes.  Im  vierten  Ab- 
schnitt werden  bei  der  Ausgleichung  von  Untersuchungen  zunächst  die 
Normalgleichungen  abgeleitet,  dann  die  Fehler  berechnet,  die  Neben- 
bedingungen untersucht,  und  von  einander  abhängige  Beobachtungen  aus- 
geglichen. Jedem  Abschnitt  folgt  als  Schluss  eine  Kritik  der  erhaltenen 
Ergebnisse,  während  gutgewählte  Beispiele  die  theoretischen  Ableitungen 
in  praktischer  Weise  erklären.  —  Dieses  Buch  gehört  auch  zu  denen »  die 
auf  dem  Arbeitstisch  des  Physikers  nicht  fehlen  dürfen.  Möge  der  bald 
zu  erwartende  zweite  Band  dem  ersten  würdig  zur  Seite  stehen,  dann  ist 
durch  Weinsteines  Handbuch  der  physikalischen  Maassbestimmungen  ein 
Werk  geschaffen,  das  einem  längst  sich  fühlbar  gemachten  Bedür&iss  voll- 
kommen Rechnung  trägt.  g  Kbbel 

Vademeoam  für  Elektrotechniker,  von  E.  Bohbbbok.   Vierter  Jahrgang  des 

Kalenders   für    Elektrotechniker    1887.     Halle  a.  S.,    Verlag    von 

W.  Ekapp.     Preis:  gebunden  3  Mk.  5()  Pf. 

Die  rasche  Entwickelung  der  Elektrotecknik  veranlasste  eine  gänzliche 

Umarbeitung   des   vorhergehenden  Jahrgangs.     Eine  grosse  Zahl  wichtiger 

Tabellen    bildet    den   Anfang,    daran   reihen   sich   die   Ebiuptfonneln  der 

Mathematik  und  reinen  Mechanik.    In  dem  Kapitel  „Maschinen -Technisches*^ 
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ist  oameiiilich  auf  Dampfkessel  und  Dampfmaschinen  Bttcksicht  genommen. 
Von  der  Physik  sind  Aknsük,  Optik  and  Wttrme  in  einem  Capitel  ver- 
einigt, w&hrend  die  ElektrieitStslehre  ein  besonderes  Capitel  nmfasst,  woran 
sich  in  einem  weiteren  Capitel  die  elektrotechnischen  Messmethoden  and  Mess- 
instramente  anschliessen.  Die  elektrischen  Kraftmaschinen  and  die  elektrische 
Beleachtang  finden  eingehende  Berücksichtigung.  Elektrische  Kraftübertrag* 
uDg,  Elektrolyse,  Galvanoplastik  and  Telegraphie  bilden  den  Inhalt  grösserer 
Capitel,  woraaf  mehrere  kleinere  Capitel,  wie  Telephonie,  Eisenbahntele« 
graphie,  Feaertelegraphie ,  Haastelegraphie ,  Blitzableiter,  Eisenbahnwesen, 
elektrische  Bahnen  u.  s.  w.  folgen.  —  Wegen  der  Vielseitigkeit  and  der 
praktischen  Anordnnng  des  Stoffes  verdient  das  Büchlein  mit  Becht  den 
Namen  „Vademecam*  and  wird  dem  praktischen  Elektrotechniker  von 
grossem  Natzen  sein.  ^  ^^^^^ 


Höh,  Sektrioität  und  MagnetUrnns  als  kosmotellarische  Kräfte.  37.  Bd. 
der  elektrotechn.  Bibliothek.  Wien,  Verlag  v.  A.  HarÜeben.  Preis  3  Mk. 
Der  Verfasser  geht  von  den  magnetischen  Eigenschaften  der  Erdrinde 
aus,  bespricht  die  periodischen  Aenderangen  der  Magnetnadel  and  die  Ver- 
theilang  des  Erdmagnetismas,  and  streift  karz  die  Theorie  des  Nordlichts. 
In  dem  zweiten  Capitel,  welches  sich  mit  der  teilarischen  Elektricitftt  be- 
schäftigt, wird  bei  der  Betrachtang  der  elektrischen  ErdstrOme  der  Zasam- 
menhang  zwischen  Magnetismas  and  ElektricitSt  dargethan ,  sodann  die  Elek- 
tricität  der  Atmosphäre  and  deren  Theorien,  sowie  die  Elektricität  der 
Wolken  eingehend  besprochen.  Besondere  Capitel  sind  dem  Ozon  and  dem 
Helenenfeaer  gewidmet  An  das  Capitel  über  Blitz  and  Donner,  worin  die 
verschiedenen  Arten  der  Blitze  hervorgehoben  sind,  schliesst  sich  ein  sol- 
ches über  die  Verbreitung  and  Bedeatang  der  Gewitter  an.  Der  letzte  Ab- 
schnitt enthält  die  kosmische  Elektricität,  worin  nach  Erwähnung  der  elek- 
trischen Solarströme  hauptsächlich  die  neueren  Arbeiten  von  Werner  Sie- 
mens, FranzExner  u.  A.  besprochen  werden.  Ob  aber  der  Inhalt  dieses 
Baches  gerade  der  Elektrotechnik  von  grossem  Natzen  sein  wird,  möchte 
sehr  bezweifelt  werden.  g  Nebel 

Jansen,    Methodisclier  Leitfäden  der  Physik   and  Chemie,   für  höhere 

Töchterschulen,    Lehrerinnenseminarien    und    Fortbildungsanstalten. 

Freibarg  i.  B.  1887,  Verlag  von  Herder.    Preis  3  Mk. 

Dass  der  Verfasser  längere  Zeit  schon  Unterricht  an  Mädchenschulen 

ertheilt  hat,  ist  deatlich  an  dem  Bache  zu  bemerken;  denn  er  hat  richtig 

erkannt,  dass  in  diesem  Falle  das  Experiment  in  den  Vordergrund  gestellt 

werden  muss  and  jede  Formel  oder  Rechnung  auszuschliessen  ist,  falls  bei 

der  heutigen  Lage  der  Dinge  Erfolge  in  dem  natnrwissenschaftlichen  ünter- 
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rieht  erzielt  werden  sollen.  Der  Inhalt  ist  derart  behandelt,  dass  ein  phy- 
sikalisch gebildeter  Lehrer  den  Unterricht  ertheilen  mnss,  wie  der  Verfasser 
ausdrücklich  in  der  Vorrede  hervorhebt,  und  dass  für  ein  Selbststudium 
demnach  auf  andere  Bücher  verwiesen  werden  muss.  Leider  wird  die  An- 
ordnung des  Stoffes  in  der  Vorrede  nicht  motivirt,  so  dass  nicht  einzusehen 
ist;  warum  gerade  mit  der  Wttrme  begonnen  wird  und  weshalb  das  Capitel 
über  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Materie  sich  nicht  am  Anfiemg  be- 
findet, sondern  mitten  zwischen  Galvanismus  und  Akustik.  --  Zahlreiche 
hübsche  Holzschnitte  und  ein  sauberer  Druck  werden  nicht  verfehlen,  dem 
gediegenen  Inhalt  die  nGthige  Verbreitung  zu  verschaffen,         ^  Nebel. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Entwurf  einer  Gtosohiohte  der  (besetze  des  Stosses. 

Von 

Eugen  Gelcich. 


Hiersii  Taf.  I  Fig.  2  — 8. 


Schon  Aristoteles,  der  die  Begriffe  „ Druck **  und  »Stoss*  bereits  sehr 
gut  Yoneinander  zu  uBterscheiden  wusste,  warf  sich  die  Frage  auf,  warum  ein 
sehr  grosser  Druck  auf  dem  Bücken  eines  Keiles  so  geringe  Wirkung  aufweise, 
wShrend  oft  ein  ganz  kleiner  Hieb  Verheerungen  anrichte.  Oalilei,  der  in 
seiner  Mechanik  auf  denselben  Gegenstand  zu  sprechen  kam,  schloss  daraust 
dass  die  Kraft  des  Stosses  im  Vergleich  zur  Kraft  des  Druckes  unendlich  sei. 
Der  Pater  Mersenne  stellte  einige  Untersuchungen  an,  die  er  sehr  schwer 
nannte.^)  Eiv  glaubte  durch  Versuche  gefunden  zu  haben,  dass  die  Kraft  des 
Stosses  gleich  dem  Producte  der  Masse,  diyidirt  in  die  Geschwindigkeit  ist,  und 
nannte  selbes,  gleichwie  Descartes  später,  das  Kraftmaass.  Es  ist  dieser 
der  erste  Versuch,  die  Kraft  des  Stosses  wenigstens  durch  Schätzung  zu 
bestimmen.  Dass  aber  für  den  Stoss  der  Körper  allgemeine  Gesetze  Yorhan- 
den  sein  müssen,  darüber  hat  der  grosse  französische  Denker  Descartes, 
wenn  auch  mit  unglücklichem  Ausgange,   doch  vor  allen  Anderen  gedacht. 

Descartes  stellte  zwei  Grundsätze  auf,  auf  welche  sich  sämmtliche 
einschlägige  Erscheinungen  basiren  sollten  und  die  folgendermassen  laute- 
ten:«) 

1.  In  der  Welt  wird  beständig  einerlei  Grösse  der  Bewegung  erhalten. 

2.  Jeder  Körper  hat  an  sich  eine  Kraft,  welche  ihn  in  seinem  Yorigen 
Zustand  erhält,  d.  h.  ihm  die  Eigenschaft  giebt,  zu  ruhen,  wenn  er  ruht, 
und  in  Bewegung  zu  bleiben,  wenn  er  Bewegung  angenommen  hat. 

Die  Ableitung  des  ersten  Satzes  ist  ganz  originell -metaphysisch.  Die 
Gottheit  selbst  hat  nämlich  als  uuYeränderliches  Wesen  nicht  das  eine  Mal 
eine  grössere,  das  andere  Mal  eine  kleinere  Bewegung  herYorbringen  können, 
und  die  einmal  hervorgebrachte  Bewegung  musste  ebenso  gut  erhalten  wer- 
den, als  die  einmal  erschaffene  Materie. 


1)  Tract.  mechan.  theoret.  et  practic.  Paris.  1644,  Proposit.  XXV,  XXVI. 

2)  Princip.  philoB.    Pars  II,  Proposit.  46  flgg.  r\r\n]o 
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Man  hat  dem  französischen  Gelehrten  diesen  Satz  sehr  zur  Last  gelegt 
und  darüber  folgende  Controversen  aufgestellt 

Cartesius  kann  den  Satz  nicht  algebraisch  genommen  haben,  was 
ungeschickt  gewesen  wftre.  Nimmt  man  nämlich  den  Fall  des  elastischen 
Stosses  in  Berücksichtigung,  so  ist 

MV+fnv  =  MC  +  fnc, 
was  bedeuten  will,  dass  die  Summe  der  Bewegungen  vor  und  nach  dem 
Stosse  gleich  bleibt,  wenn  nttmlich  die  Bewegung  nach  entgegengesetzter 
Richtung  als  eine  vermindernde  betrachtet  wird.  Nimmt  man  aber  jede  Be- 
wegung arithmetisch  als  gleichartig  an,  so  ist  dieser  Satz  nur  dann  wahr, 
wenn  die  Bewegungsrichtung  vor  und  nach  dem  Stosse  dieselbe  bleibt. 
Gehen  beide  Massen  vor  und  nach  dem  Stosse  nach  verschiedenen  Rich- 
tungen ,  so  ist  die  Differenz  der  Bewegungen  vor  und  nach  dem  Stosse  gleich ; 
gehen  sie  aber  vor  dem  Stosse  nach  verschiedenen,  nach  demselben  aber 
nach  einerlei  Richtung,  so  ist  die  Differenz  der  Bewegungen  vor  dem  Stosse 
der  Summe  der  Bewegungen  nach  dem  Stosse  gleich.  Womit  bewiesen 
bleibt,  dass  Cartesius  fehlte.  So  raisonnirt  u.  A«  auch  Fischer  in  seinem 
physikalischen  Wörterbuch. 

Die  Anhänger  Cartesius'  hielten  sich  dagegen  an  folgenden  Satz: 

Stossen  zwei  elastische  Körper  aneinander,  so  geht  ihr  gemeinschaftlicher 

Schwerpunkt  mit  der  Geschwindigkeit 

MC+mc 
ajÄS ■ • 

M  +  fn 
fori    Nun  ist  aber 

MV+fnv  =  MC  +  mc 

und  diese  Ausdrücke  durch  M+m  dividirt,  geben  auch  x.  Der  Zustand 
des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes  wird  also  vor  und  nach  dem  Stosse 
nicht  alterirt,  wenn  man  sich  nämlich  in  dem  Schwerpunkt  die  gesammte 
Masse  M+m  vereinigt  denkt.  Seine  Geschwindigkeit  {M+m)X  — 
welchen  Ausdruck  Joh.  BernouUi  „Directionsgrösse"  (Discours  sur  le 
mouvement,  Chap.  lY  §8)  nennt  : —  bleibt  also  unverändert. 

Beim  zweiten  Gesetz  sind  die  Begriffe  „Kraft ^  und  „Trägheit''  oder  „Be- 
harrungsvermögen" verwechselt.  Wie  aus  seinen  späteren  Briefen  zu  ersehen, 
erkannte  zwar  Descartes  die  Rolle  der  Trägheit  bei  der  Begegnung  eines 
ruhenden  und  eines  bewegten  Körpers  richtig  an,  unrichtig  von  ihm  aber 
war  die  Annahme,  dass  die  Kraft,  welche  den  ruhenden  Körper  in  Bewegung 
setzt,  gleich  der  Trägheit  ist.  Femer  war  der  zweite  Satz  unrichtig  bei 
der  Begegnung  entgegengesetzt  sich  bewegender  Körper.  Er  legte  nämlich 
dem  bewegten  Körper  an  sich  eine  Kraft  bei,  welche  geeignet  war,  die 
Bewegung  in  entgegengesetzter  Richtung  fortzusetzen,  wenn  der  Körper 
durch  irgendwelche  Hindemisse  in  der  ursprünglichen  Bewegung  aufgehalten 
wurde.  Bewegt  sich  ein  Körper  von  Ä  nach  J?,  so  muss,  wenn  diese  Be- 
wegung von  S  nach  Ä  erfolgen  soll,   offenbar  zuerst  Ruhe  eintreten  und 
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diese  Rahe  mnss  überwanden  werden,  damit  die  entgegengesetzte  Bewe- 
gongsricbtnng  erfolge.  Nacb  Cartesins  wurde  aber  die  Trftgheit,  die  dem 
Körper  das  Streben  giebt,  die  angenommene  Bewegung  zu  erhalten,  auch 
noch  nach  Auftrefifen  auf  einer  Wand  z.  B.  fortwirken,  nur  in  entgegen- 
gesetztem Sinne.  Aus  diesen  falschen  Grundsätzen  leitet  er  dann  folgende 
Regeln  ab: 

1.  Bewegen  sieb  gleiche  Körper  mit  gleicher  Geschwindigkeit  gegen 
einander,  so  gehen  sie  nach  erfolgtem  Zusammenstoss  mit  ihren  früheren 
Geschwindigkeiten  wieder  zurück. 

Diese  Regel  könnte  für  ganz  elastische  Körper  gelten,  Descartes 
macht  aber  einen  unterschied  zwischen  elastischen  und  nicht  elastischen 
Körpern  nicht. 

2.  Ist  der  eine  Körper  nur  ein  wenig  grösser  als  der  andere,  und 
trefifen  sie  mit  gleichen  Geschwindigkeiten  gegen  einander,  so  geht  nur  der 
kleinere  zurück  und  beide  bewegen  sich  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
wieder  fort. 

3.  Trefifen  ungleiche  Körper  mit  ungleichen  Geschwindigkeiten  gegen 
einander,  so  wird  die  Bewegung  in  der  Richtung  desjenigen  Körpers  fort- 
gesetzt, der  die  grössere  Geschwindigkeit  hatte;  diese  Körper  nehmen  nach 
dem  Stosse  die  halbe  Summe  der  früheren  Geschwindigkeiten  an. 

4.  Bewegt  sich  ein  kleinerer  Körper  gegen  einen  grösseren  ruhenden, 
so  wird  ersterer  mit  seiner  vollen  früheren  Geschwindigkeit  zurückgetrieben, 
während  der  grosse  Körper  in  Ruhe  verbleibt. 

5.  Stösst  ein  grösserer  Körper  M  gegen  einen  kleineren  ruhenden  m 
auf,  so  wird  auch  dem  ruhenden  Körper  eine  Bewegung  mitgetheilt,  und 
beide  gehen  zusammen  weiter  mit  einer  Geschwindigkeit,  die  um  das  Ver- 

hältniss   vermindert  ist. 

m 

Diese  Regel  gilt  bekanntlich  für  unelastische  Körper. 

6.  Sind  zwei  Körper  gleich,. der  eine  in  Ruhe,  der  andere  in  Bewegangi 
80  geht  der  bewegte  Körper  nach  erfolgtem  Stosse  mit  verminderter  Ge- 
schwindigkeit zurück  und  der  andere  wird  fortgetrieben. 

7.  Bewegen  sich  zwei  Körper  Jlf  und  m  nach  einerlei  Riohtang,  der 
vorangehende  m  aber  langsamer  und  der  nachkommende  M  rascher,  und  der 
Körper  M  sei  grösser  als  m,  so  theilt  der  nachkommende  dem  voraneilenden 
die  Bewegung  mit,  und  beide  bewegen  sich  dann  mit  gleicher  Geschwin- 
digkeit fort. 

Dechales  hat  schon  zu  seinen  Zeiten  die  Lehren  des  Cartesins 
widerlegt^),  und  ein  Schüler  des  letzteren,  Clerselier,  der  nachmalige 
Herausgeber  von  Cartesins'  Briefen,  machte  seinem  Lehrer  Einwendungen, 
die  nur  sehr  unvollständige  und  ganz  dunkle  Beantwortung  fanden. 


1)  Renati  Descartes  epistolae.    Amsterdam  1668.    Epist.  GXVU.  OoOqTc 
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Merkwürdig  ist  es  theilweise,  dass  Cartesius  selbst  die  Falscheit  seiner 
SStze  hin  und  wieder  einsah«  So  war  es  ihm  z.  B.  sehr  gut  bekannt,  dass 
ein  grösserer  ruhender  Körper  durch  einen  kleineren  bewegten  Bewegung 
annehmen  kann.  Allein  in  seinen  Principien ')  will  er  solche  Erscheinungen 
aus  dem  gestörten  Gleichgewichte  in  den  umgebenden  flüssigen  Bfitteln  er- 
klären ;  er  geht  so  weit  in  seinem  Starrsinn ,  dass  er  sich  selbst  g^en  die 
Experimente  auflehnt,  indem  er  behauptet,  dass  ihm  solche  nichts  beweisen, 
weil  überhaupt  über  die  (jesetze  der  Bewegung  der  Körper  nichts  Bestimmtes 
gesagt  werden  kann,  indem  es  vollkommen  feste  Körper  nicht  giebt  und 
weil  der  Widerstand  des  Mittels  dabei  eine  zu  grosse  Bolle  spielt. 

Einen  andern  Fall,  wo  er  sich  selbst  mit  seinen  Gesetzen  in  Wider- 
spruch befand,  findet  man  in  einem  Briefe  an  den  Pater  Mersenne  Tor; 
daselbst  schreibt  er,  dass  eine  jede  noch  so  grosse  ruhende  Masse  durch 
den  Stoss  einer  sehr  kleinen,  wenigstens  erschüttert  werde.  ^  Dadurch  stiess 
er  selbst  sein  viertes  Gesetz  um.  In  einem  andern  Brief  an  Mersenne') 
dehnt  er  die  Behauptung  seines  fUnften  Gesetzes,  welches  für  unelastische 
Körper  richtig  ist,  ganz  richtig  auch  auf  das  vierte  Gesetz  aus. 

Es  hiesse  Zeit  und  Baum  vergeuden,  wollten  wir  von  den  Versuchen 
minder  bewanderter  Mathematiker  und  Physiker  berichten,  als  es  ein  Hono- 
ratus  Fabri  und  ein  Joachim  Jung  waren,  die  nur  Fehler  auf  Fehler 
häuften.  Auch  Alphonsus  Borellus^)  brachte  die  Aufgabe  um  keinen 
Schritt  der  Lösung  näher,  obwohl  er  mitunter  bessere  Begriffe  ^aufweist, 
als  Fabri  und  Jung.  Uebrigens  beschränkt  sich  Borellus  auf  die  Be- 
trachtung einiger  besonderen  Fälle,  von  einer  zusammenhängenden  Behand- 
lung des  Stosses  ist  keine  Spur  zu  finden.  —  Auch  ist  er  mitunter  sehr 
unklar. 

Es  gebührt  der  königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  London  das 
Verdienst,  die  Aufstellung  der  Gesetze  des  Stosses  befördert  zu  haben,  in- 
dem sie  im  Jahre  1668  ihre  Mitglieder  anregte,  über  dieses  Thema  nach- 
zudenken, und  sie  aufforderte,  die  Lösung  desselben  einzureichen.  Dnrch 
diese  Veranlassung  veröffentlichten  drei  der  berühmtesten  Mathematiker  der 
damaligen  Zeit  auf  einmal  die  wahren  Gesetze  des  Stosses  und  zwar  Wallis, 
Wren  und  Hujghens.  Wallis  war  der  erste,  der  seine  Arbeit-  über- 
reichte^); ihm  folgte  ganz  kurz  darauf  Wren^)  (Wallis  am  26.  November 
1668,  Wren    am   4.  Januar  1669)  und    ein    Jahr   später  Hujghens.^) 


1)  Prino.  Philosoph,    pars.  IL,  Prep.  66,  67. 

2)  Epistolae.    XCIV.  Brief:  „Credo  totam  terra  molem  a  deanibulante  hmifie 
dUquantiß  per  commaveri,  quia  nunc  hanc,  nunc  illam  partem  grauat/' 

8)  A.  a.  0.  Bd.  U,  Epist  XLIV. 

4)  De  vi  percussionis.    Bononiae  1664. 

6)  Philosoph.  Transact.,  N.  43  S.  864. 

6)  A.  a.  0.  N.  43  S.  867. 

7)  A  a.  0.  N.  46  S.  927.  ^  , 
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Letzterer  befand  sich  in  der  Zwischenzeit  von  dem  Aufruf  der  Akademie 
bis  zur  Einreichung  seiner  Gesetze  auf  dem  Continente.  Montucla^)  be- 
hauptet >  Huyghens  habe  die  Gesetze  des  Stosses  schon  1663  entdeckt, 
ohne  hiervon  der  Akademie  Mittheilung  zu  machen;  er  giebt  jedoch  die 
Quelle  nicht  an,  worauf  er  diese  Nachricht  stützt 

Die  BemUhungen  der  Londoner  Gesellschaft,  ihre  Mitglieder  zur  endlichen 
Lösung  der  Frage  anzuhalten,  und  die  Raschheit,  womit  die  drei  Genannten 
diesem  Ruf  folgten,  ISsst  errathen,  dass  man  in  der  wissenschaftlichen  Welt 
ein  grosses  Bedürfniss  nach  AusfCLllung  dieser  Lücke  im  menschlichen  Wissen 
fühlte  und  dass  diese  Lücke  somit  de  facto  bestand,  und  doch  waren  be- 
reits volle  dreissig  Jahre  vergangen,  seitdem  der  Prager  Arzt  L  Marc 
Marci  —  ein  leidenschaftlicher  Mathematiker  und  Physiker,  der  sich  auch 
mit  den  Gesetzen  der  Optik  stark  beschäftigte  —  die  Gesetze  des  elastischen 
Stosses  wenigstens,  nicht  nur  gefunden,  sondern  auch  durch  den  Druck  ver- 
öffentlicht hatte. ^  Er  theilt  die  Körper  in  solche  ein,  die  ihre  Gestalt  nach 
dem  Stosse  verändern,  und  in  solche ,  bei  welchen  dies  nicht  vorkonmit. 
Die  von  ihm  entwickelten  Gesetze  sind  folgende:  Trifft  ein  bewegter  Körper 
A  einen  in  Ruhe:  befindlichen  J?,  so  bleibt  A  stehen  und  B  bewegt  sich 
weiter  mit  der  Geschwindigkeit  von  A.  StQSsen  zwei  gleiche  Massen  mit 
gleicher  Geschwindigkeit  gegen  einander,  so  verändern  sie  ihre  Bewegungs- 
richtung um  180^  und  behalten  die  früheren  Geschwindigkeiten.  Wird  der 
Körper  B  von  A  überholt,  ao  wird  A  entweder  die  Bewegung  fortsetzen, 
oder  zurückgestossen  werden,  je  nach  dem  Yerhältniss  der  beiden  Massen. 
Sind  zwei  gleiche  Körper  A  und  B  in  Ruhe,  und  berühren  sie  sich  und 
wird  A  von  einem  Körper  G  gestossen,  dessen  Masse  der  Masse  von  A  und 
B  gleich  ist,  so  wird  A  in  Ruhe  verbleiben  und  B  die  Bewegungsrichtung 
und  die  Geschwindigkeit  von  0  annehmen« 

So  merkwürdig  dies  auch  klingen  mag,  so  bleibt  doch  die  Thatsache 
bestehen,  dass  das  Werk  des  Prager  Arztes  unbekannt  blieb,  da  sonst 
Männer  wie  Wallis,  Wren  und  Huyghens  nicht  gezögert  hätten,  die 
englische  Akademie  darauf  aufmerksam  zu  machen. 

Von  den  der  königl.  Gesellschaft  zu  London  eingereichten  Arbeiten  der 
obengenannten  Gelehrten  behandelte  das  Elaborat  von  Wallis  nur  die  un- 


1)  Hisi  des  mathematiques,  Bd.  II  S.  406. 

2)  De  proportione  motus  figurarum  recti  linearom  et  circuli  quadrature  ex 
motu.  Aathore  Joanne  Marco  Mard  Medidnae  Doctore  et  Professore  Primario 
S.  C.  W^  Medico  Cubiculario  et  in  Regn.  Boh.  Physico  Seniore.  Pragae  Anno  1648. 
IV.  Das  Buch  trägt  die  Widmung:  Smo  Prindpi .  Ferdinando  IV.  Hangar,  et 
Bohemiae  Begi.  Archidud  austriae.  Domino  meo  Clementissimo.  Dieses  Werk 
behandelt  alle  möglichen  Arten  der  Bewegung,  u.  A.  entwickelt  er  auch  die  Gesetze 
der  Pendelbewegang.  Die  geometrischen  Figuren  sind  so  nett  und  rein  ausge- 
führt, wie  man  sie  in  Werken  des  XVII.  Jahrhundertes  nur  sehr  selten  findet.  Das 
Werk  befindet  sich  an  der  deutschen  Universität  in  Prag,  von  wo  wir  es  bezogen 
haben.  ^T^ 

Digitized  by  VJ^^^  IC 


46  Historisch -literarische  Abtheilung. 


elastischen  Körper.  Die  Gesetze  des  Stosses  elastischer  Körper  entwickelte 
er  erst  später  in  seiner  Mathematik.^)  Die  Aufsätze  Wren's  und  Huyg- 
hens'  enthielten  die  Gesetze  des  Stosses  elastischer  Körper  ohne  Beweis; 
ihre  Darstellung  war  kurz,  aber  deutlich  ausgedrückt.  Huyghens  be- 
schäftigte sich  später  mit  diesem  Gegenstande  wieder,  wir  kommen  darauf 
noch  zu  sprechen. 

Wallis  entwickelt  seine  Sätze  —  man  muss  es  gestehen  —  mit  Ge- 
wandtheit und  Einfachheit.  Zunächst  stellt  er  fest,  dass  die  dem  ruhenden 
Körper  mitgetheilte  Bewegung  um  so  geringer  ausfällt,  je  grösser  die  zu 
bewegende  Masse  ist,  und  dass  von  der  Geschwindigkeit  des  einen  Körpers 
ebenso  viel  verloren  geht    als  der   andere  Körper  Geschwindigkeit  erhSlt. 

Beim  Einholen  ist  die  Summe  der  bewegenden  Kräfte 

PC+mnPC, 
beim  Begegnen  PC^fmPC, 

daher  allgemein  PCjrnfnPa 

Bewegt  ferner  die  Kraft  V  in  der  Zeit  T  das  Gewicht  P  durch  den  Raum 
X,  so  wird  die  Kraft  niF  in  der  Zeit  nT  das  Gewicht  mF  durch  den  Baum 
nL  führen.     Es  ist  also: 

VT:PL  =  mn  VT  imnPL. 

Die  Geschwindigkeiten  verhalten  sich  wieder  wie  die  in  gleichen  Zeiten 
durchlaufenen  Räume,  oder 

Aus  der  vorigen  Proportion  ergiebt  sich: 

^  PL        -  mnPL 
7:— =  ii»F:-j^^ 

und  somit 

V:PC:=:^mV:fnPa 

Stosst  also  das  von  der  Kraft;  V  mit  der  Geschwindigkeit  C  bewegte  Ge- 
wicht P  gegen  das  ruhende  Gewicht  mP^  so  werden  Jbeide  Körper  mit  der  Ge- 

1       ri 

schwindigkeit   r— —  C  fortgehen.     Denn  es  muss  eben  die  Geschwindigkeit 

1  T-  *» 

in  dem  Verhältniss  abnehmen^  als  die  zu  bewegende  Masse  grösser  wird, 
d.  h.  es  muss  das  Verhältniss  bestehen: 

V:OP==r:^-^P:i-^a 
l         1  +m 

Also   ist   der  Stoss    bei    dem   einen  Körper  :r—. —  P(7,    bei   dem  andern 
-^  1  -4-  w 

l+m 

üeberholt  ein  Körper  mP^  der  mit  der  Geschwindigkeit  nC  durch  die 
Kraft  mnV  bewegt  wird,  einen  anderen  Körper  (P,  C,   V)  so  ist: 

1)  Oion.  1696,  Bd  I.  S.  1012  flg. 
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V:PC=^nmV:fnnFC 
nnd  darauB  folgt  fiOr  die  Oesehwindigkeit  des  Yorangehenden  EOrpers 

'"^^ 

für  die  Geschwindigkeit  des  nachfolgenden 

1  +m 

In  ähnlicher  Weise  leitet  er  noch  den  Fall  entgegengesetzter  Bewe- 
gungen. 

Ueber  die  elastischen  Körper  bemerkt  er  in  seiner  ersten  Abhandlnng, 
dass,  wenn  die  elastische  Kraft  stärker  wirkt  ak  die  Stosskraft,  eyentnell 
ein  Abspringen  anstatt  einer  fortgesetzten  gemeinschaftlichen  Bewegung  er- 
folgen kann.  * 

Wren  raisonnirt  wie  folgt:  Es  bewege  sich  (Fig.  2)  der  KOrper  ^  von 
A  gegen  B  mit  der  Geschwindigkeit  JD^  B  gegen  A  mit  der  Geschwindig- 
keit BD  und  G  sei  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  der  beiden  Massen. 
Man  mache  C!£J=  CD.  Die  Masse  A  wird  sich  nach  dem  Stosse  in  der  Bich- 
tung  TjA  und  mit  der  Geschwindigkeit  "EA  bewegen,  der  Körper  B  gegen 
"EB  mit  der  Geschwindigkeit  J?J?.  Je  nachdem  nun  der  Punkt  D  auf  der 
AB  oder  auf  der  Verlängerung  derselben,  oder  endlich  im  Punkte  A  oder 
B  sich  befindet,  ergeben  sich  die  verschiedenen  Fälle  der  Begegnung,  des 
Uebereinholens  oder  des  Stosses  eines  bewegten  Körpers  gegen  einen  ruhenden* 
Wren  fahrte  vor  der  Yeröfifentlichung  seiner  Gesetze  Versuche  mit  Körpern 
aus ,  die  an*  Schnüren  befestigt  waren ,  d.  h.  mit  Pendeln.  Ueberhaupt  spielte 
das  Experiment  bei  der  Ableitung  der  Gesetze  des  Stosses  eine  grosse  Bolle. 
Da  es  aber  in  der  Natur  vollkommen  unelastische  Körper  nicht  giebt,  so 
konnten  die  Experimente  natürlich  nur  annähernde  Besultate  geben.  Als 
unelastische  Körper  nahm  man  für  diese  Versuche  Bleikugeln  oder  an  der 
Luft  gehärtete  Thonkugeln. 

*Huyghens  hat  in  seiner  ersten,  früher  genannten  Schrift  nur  die 
Gesetze  des  Stosses  elastischer  Körper  gegeben,  ohne  sie  abzuleiten.  Im 
Februar  des  Jahres  1669  überreichte  er  der  königl.  Societät  einen  weiteren 
Aufsatz,  in  welchem  er  folgende  Sätze  für  den  Stoss  elastischer  Körper 
aussprach : 

1.  Die  Summe  der  Producte  der  Massen  in  die  Quadrate  der  Geschwindig- 
keiten ist  vor  und  nach  dem  Stosse  gleich. 

2.  Die  Grösse  der  Bewegung  nach  dem  Stosse  wird  zwar  vermehrt  oder 
vermindert,  bleibt  aber  doch  immer  nach  einerlei  Seite  unverändert,  wenn 
man  die  entgegengesetzen  Bewegungen  von  einander  abzieht. 

Der  erste  dieser  beiden  Sätze  veranlasste  Bernoulli,  beim  grossen 
Streite  um  das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  zu  dem  Aus- 
spruche ,  dass  in  der  Körperwelt  eine  gleiche  Summe  lebendiger  Kraft  inuner 
erhalten  wird  und  dass  selbe  nie  verloren  geht.  ^  . 
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Die  Bolle  des  Stosses  in  der  Oeschichte  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft  dürfte  sn  allgemein  bekannt  sein,  am  hier  ansfELhrlich  angefahrt  tu 
werden.  Der  Streit  gegen  Leibnitz,  der  das  Princip  der  lebendigen  Kraft 
einführte,  und  gegen  Bernoulli,  der  sich  zwar  anfangs  gegen  Leibnitz 
stemmte,  um  schliesslich  durch  Nachdenken  und  durch  Studium  einer  der 
eifrigsten  Anhänger  desselben  zu  werden,  hat  seiner  Zeit  die  gesammte 
wissenschaftliche  Welt  in  Aufruhr  gebracht  und  kein  Werk  über  die  Ge- 
schichte  der  Mathematik  versäumte  darüber  zu  berichten.  Es  soll  hier 
nur  kurz  gezeigt  werden,  wie  Bernoulli  Anlass  nahm,  das  Gesetz  der 
lebendigen  Kraft  als  Naturgesetz  anzunehmen.  Sind  M  und  m  zwei 
elastische  Massen,   C7,  e  ihre  Geschwindigkeiten   Yor   dem  Stosse,  F,  v  die 

Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  und  setzt  man  =  a;,  so  ist 

f  f       AI.  1  >  ^  M  +  fn 

bekanntlich  7=  2x  —  C, 

v  =  2x'-c, 

Quadrirt  man   die  so  entstandenen  Gleichungen ,   multplicirt  die  erste 

mit  Mf  die  zweite  mit  m  und  addirt  sie,  so  erhält  man 

Es  ist  aber  x{M+m)=^MC+mc, 

^"^^  4x'{M  +  m)^4tx{MC+mc), 

^^^"^  JlfF»+mt;«  =Jlf  C»  +  mc«; 

dieses  ist  das  berühmte  Gesetz  Huyghens',  worauf  eben  Bernoulli  sein 

früher  angezogenes  Citat  begründete. 

Die  sftmmtlichen  Gesetze  des  Stosses  führte  Hujghens  später  in  einer 
eigenen  Schrift  aus,  die  er  jedoch  bei  Lebzeiten  nicht  mehr  yeröffentlichen 
konnte,  und  erst  nach  seinem  Tode  erschien.^) 

Der  umstand,  dass  Huyghens  nicht  die  Ursache  untersuchte,  warum 
elastische  Körper,  die  aneinander  stossen,  wieder  zurückspringen,  hat  Mon- 
tucla  veranlasst  zu  zeigen,  dass  Hujghens  Scheu  hatte,  die  physikalischen 
Vorgänge  beim  Stosse  elastischer  Körper  zu  analysiren.')  In  der  That  setzt 
Huyghens  gewisse  Erfahrungssätze  als  bekannt  voraus  und  leitet  dann 
aas  ihnen  in  sehr  geschickter  Weise  die  Gesetze  ab. 

Der  Ausgangspunkt  ist  folgender:  Man  stelle  sich  vor,  ein  Mensch 
befinde  sich  auf  einem  Schiffe  und  er  bringe  zwei  gleiche  elastische  Kugeln 
mit  gleichen  Geschwindigkeiten  gegen  einander,  so  lehrt  die  Erfahrung, 
dass  auf  dem  bewegten  Schiffe  die  Kugeln  ebenso  mit  gleichen  Geschwindig- 
keiten zurückprallen,  als  wie  auf  dem  ruhenden  Schiffe.     Daraus  leitet  H. 

1)  De  motu  corporum  ex  peronssione  in  Opusc.  posthum.  Lug.  Bat.  1703. 
8.  369flgg. 

2)  Biet  des  Mathem.,  Bd.  11  S.  412  der  Nouvelle  Kdition  (An  VII):  „U 
setMe  qu*ü  ait  craint  d'entrer  äans  l'analyse  physique  de  ce  qui  st  passe  dans 
le  choc  de  corpsJ*  ^  , 
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die  verschiedenen  möglichen  Fftlle  des  Stosses  elastischer  Körper  ab  und 
wir  wollen  die  von  ihm  eingehaltene  Methode  dnrch  folgendes  Beispiel 
charakterisiren: 

Es  fllhre  ein  Mensch  anf  einem  Schiffe  dnrch  zwei  Schnüre  die  gleichen 
Kngeln  a  nnd  b  gegen  einander  (Fig.  3) ,  so  stossen  sie  im  Falle  gleicher 
Oeschwindigkeiten  in  der  Mitte  c  gegen  einander.  Bewegt  sich  zur  selben 
Zeit  das  Schiff  Yon  a  gegen  b  mit  der  Geschwindigkeit  ac^^ab^  so 
wird  die  absolute  Geschwindigkeit  von  a  gleich  sein 

ac  +  cbszab^ 
jene  von  b: 

5c  — ac=  &c  — 5o  =  0. 

Die  Kugel  b  würde  vom  Lande  aus  gesehen  in  Buhe  erscheinen.  Nach 
dem  Stosse  und  das  Schiff  immer  in  Bewegung  gedacht,  wird  man  folgende 
Erscheinung  haben.  Da  die  Kugeln  erfahrungsgemäss  mit  gleicher  Ge- 
schwindigkeit Yon  c  absprinigen,  wird  die  Kugel  b  von  c  gegen  b  mit  der 
Geschwindigkeit  cb  fortgestossen,  und  die  Geschwindigkeit  von  b  wird  sein 

cb  +  ac  =  ab] 
c  bewegt  sich  Yon  c  gegen  a  mit  der  Geschwindigkeit  ca  und  die  absolute 

Bewegung  wird  sein  ^ 

ca— ca  =  0; 

nach  dem  Stosse  erscheint  also  dem  Beobachter  am  Lande,  als  würde  die 
Kugel  a  jetzt  in  Buhe  sein,  während  b  die  entgegengesetzte  Sichtung  von 
früher  und  die  Geschwindigkeit  ab  annahm. 

Den  Beweis  bei  gleichen  Massen  und  yerschiedenen  Geschwindigkeiten 
fUhrt  er  in  nachstehender  Weise  aus.  Es  sei  jetzt  die  Geschwindigkeit  von 
a  =  a(2,  jene  yon  ft  =  5ei,  das  Schiff  bewege  sich  von  b  gegen  a  mit  der 
Geschwindigkeit  de.    Die  absoluten  Bewegungen  werden  sein: 

fttr  a:   ad  ^  cd=^  ac^=^  ^abj 
„    b:   bd  +  dc=^bc=^ab. 

Dem  Beobachter  würde  also  vorkommen ,  dass  die  Kugeln  mit  gleichen 
Geschwindigkeiten  gegen  einander  anprallen  und  folglich  auch,  dass  sie 
mit  gleichen  Geschwindigkeiten  auseinandergehen.  Um  aus  der  absoluten 
Geschwindigkeit  die  relative  abzuleiten,  berücksichtige  man  die  Schiffs- 
geschwindigkeit de;  den  Baum  de  müssen  offenbar  beide  Kugeln  gemein- 
schaftlich zurücklegen  und  diese  Grösse  de  ist  gewissermassen  mit  ver- 
kehrter Bewegungsrichtung  an  die  absolute  Geschwindigkeit  anzubringen, 
um  die  relative  zu  erhalten;  daher: 

fttr  b:    bc  +  cd  =  ady 
„   a:   ac  —  ed=bd, 

und  daraus  das  bekannte  Gesetz,  dass  bei  solchem  Stosse  die  Körper  ihre 
Geschwindigkeiten  vertauschen.  So  fortfahrend,  leitet  Huyghens  nach- 
einander  alle  Gesetze   des  Stosses  ab.     Um  den  Fall  verschiedener  Massen      j 
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zu  behandeln,  erklärt  er  zonSchst,  dass  ein  freifallender  elastischer  Körper 
nach  dem  Falle  wieder  so  hoch  in  die  Höhe  geschleudert  wird,  als  die 
Fallhöhe  war.  Vergleicht  man  also  die  Stossgeschwindigkeiten  mit  den 
Fallgeschwindigkeiten,  so  kann  nach  den  früheren  Methoden  Yorgegangen 
werden,  sobald  bewiesen  wird,  dass  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse 
denjenigen  vor  dem  Stosse  gleich  sind,  wenn  letztere  den  Massen  umgekehrt 
proportional  sind. 

Zum  Schlüsse  leitet  Hnyghens  folgenden  merkwürdigen  Satz  ab: 
Es  liegen  mehrere  Massen  Mj  tu,  fi, . .  •  hintereinander,  und  es  kommt  Jf  mit 
der  Geschwindigkeit  C  gegen   die  ruhende  Masse  m  an  und  letztere  geht 

dann   weiter  mit   der  Geschwindigkeit  —  =  F.    Mit  dieser  stOsst  sie 

"*"**  2mV 

an   die   ruhende  Masse  ^t   an    and    theilt   ihr   die  Geschwindigkeit  — — - 

mit  U.S.W.  Die  dazwischenliegenden  Massen  vermehren  die  Geschwindig- 
keit, wenn  die  nachfolgenden  Massen  kleiner,  yermindem  sie,  wenn  sie 
grösser  werden.  Durch  die  Differentialrechnung  lässt  sich  nun  nachweisen, 
dass  die  Vermehrung  der  Geschwindigkeit  ein  Maximum  wird,  wenn  die 
Massen  der  Körper  in  geometrischer  Progression  abnehmen.  Hnyghens 
nahm  die  Progression  Ij  ^j  \,  ^y^^  .>  •  an  und  gab  der  ersten  Kugel  die 
Geschwindigkeit  =1.  Die  Geschwindigkeit  der  zweiten  wird  dann  |^,  die 
der  dritten  (4)^  u.  s.  w.  Für  die  hundertste  Kugel  berechnete  Hnyghens 
die  Geschwindigkeit  1476000000,  wobei  er  jedoch  einen  Bechnungsfehler 
beging,  den  J.  Bernoulli  durch  die  logarithmische  Bechnnng  entdeckte. 
Die  wirkliche  Geschwindigkeit  wSre  n&mlich  2338500000000.^) 

Von  deutschen  Qelehrten  behandelten  Kästner,  Karsten  und  Lambert 
die  Gesetze  des  Stosses.  Kästner  und  Karsten  sind  ziemlich  ausf&hrlich, 
Lambert  giebt  sich  nur  mit  dem  elastischen  Stoss  ab,  indem  er  den 
Stoss  unelastischer  Körper  als  Anhang  oder  als  besonderen  Fall  desjenigen 
von  elastischen  nur  ganz  kurz  berührt.  Alle  diese  drei  Autoren  sind  mit- 
unter originell  genug,  um  näher  berücksichtigt  zu  werden.  Karsten  hat 
auch  das  Verdienst*,  nebst  Euler  zuerst  zur  Ableitung  der  einschlägigen 
Formeln  die  höhere  Mathematik  angewendet  zu  haben. 

Zur  Zeit,  als  Kästner  sein  Werk^)  schrieb,  gab  es  auch  noch  bessere 
Naturforscher,  „welche  so  gröblich  irrten^  und  sich  nicht  allemal  „von  der 
Wirkung  und  Gegenwirkung"  vorsichtig  genug  ausdrückten.  Dies  veranlasste 
den  deutschen  Gelehrton,  der  Wirkung  und  Gegenwirkung  ein  besonderes 
Capitel  zu  widmen: 


1)  Karsten  giebt  im  IV.  Theil  seiner  Lehrbegriffe  der  gesammten  Mathe- 
matik den  Beweis  (S.  282 flg.),  dass,  wenn  die  Massen  in  geometrischer  Progression 
abnehmen,  die  Geschwindigkeit  in  geometrischer  Progression  zunimmt 

2)  Anfangsgründe  der  höheren  Mechanik.   Göttingen  1798.  II.  Aufl.  8  47lflgg. 
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„Wegen  der  TrSgheit  kann  kein  Körper  in  dem  andern  eine  Ver- 
änderung hervorbringen,  ohne  selbst  eine  zn  erleiden.  Wie  man  die  Ver- 
änderung, die  der  wirkende  Körper  erleidet,  als  eine  Gegenwirkung  des 
leidenden  ansieht,  so  sagt  man,  die  Gegenwirkung  sei  der  Wirkung  gleich 
(aäio  aeqtUis  reactioni),  das  ist:  Ein  Körper,  der  in  den  andern  wirkt, 
leidet  eben  deswegen  eine  Veränderung,  weil  er  wirkt;  folglich  ist  die 
Veränderung,  die  er  leidet,  weder  grösser,  noch  kleiner  als  seine  Wirkung ; 
nicht  kleiner,  sonst  wäre  ein  Theil  seiner  Wirkung  ohne  Veränderung  in 
ihm;  nicht  grösser,  denn  wenn  er  nur  Veränderung  erleidet,  weil  er  wirkt, 
so  lässt  sich  kein  Grund  von  einer  grösseren  Veränderung,  als  seine  Wirkung 
ist,  angeben/ 

Bei  der  Wirkung  eines  Körpers  auf  den  andern  stellt  man  sich  Tor, 
dass,  um  die  Trägheit  des  letzteren  aufzuheben^  eine  gewisse  Veränderung 
des  ersteren  erforderlich  ist.  Newton^)  suchte  dieses  Gesetz  durch  folgen- 
des Beispiel  zu  erläutern:  Ein  Pferd  zieht  einen  Stein  vermittelst  eines 
Strickes,  der  um  den  Stein  gebunden  ist.  Der  Strick  wird  durch  den 
Zug  des  Pferdes  gespannt  und  zieht  den  Stein  gegen  das  Pferd ,  das  Pferd 
gegen  den  Stein  und  hindert  so  die  erstere  Bewegung  in  dem  Maasse,  als 
es  letztere  befördert.  Nach  einfacheren  Begriffen  soll  damit  gesagt  sein, 
dass  das  Pferd  die  Schwere  des  Steines,  die  Beibung  mit  den  Widerstand 
des  Mittels  zu  überwältigen  hat.  Worin  nun  der  Fehler  der  Zeitgenossen 
Eästner's  in  der  Auffassung  dieser  Gegenwirkung  besteht,  erklärt  er  uns 
selbst: 

„Man  findet  Naturforscher,  die  sich  die  Gegenwirkung  als  etwas  vor- 
stellen^ das  in  der  That  dem  Körper,  der  stösst,  entgegen  stiesse  und 
Bewegungen ,  die  der'  Richtung  seines  Stosses  entgegengesetzt  sind ,  hervor- 
brächte. Sie  legen  leicht  zu  bewegende  Körperchen,  Sand  u.  dergl.  (Blei- 
kugeln oder  Schrote  sind  dazu  fast  noch  besser)  nahe  an  den  Band  eines 
Tellers,  geben  dem  Teller  an  der  entgegengesetzten  Seite  einen  Schlag  und 
finden  alsdann,  was  auf  ihm  lag,  näher  als  zuvor  bei  dieser  Stelle:  da 
bilden  sie  sich  ein,  was  auf  dem  Teller  lag,  habe  durch  die  Gegenwirkung 
eine  Bewegung  der  Richtung  des  Schlages  entgegen  bekommen  und  sei 
dieserwegen  nach  der  Stelle,  wo  der  Schlag  geschah,  zugegangen;  sie  be- 
denken aber  nicht,  dass  der  Teller  dem  Schlage  früher  Folge  geleistet  hat, 
als  sich  die  Wirkung  desselben  in  das,  was  auf  dem  Teller  lag,  fortpflanzen 
konnte,  dass  also  eigentlich  dieses  liegen  geblieben  und  der  Teller  darunter 
fortgegangen  ist,  also  sich  die  geschlagene  Stelle  des  Tellers  dem,  was 
darauf  lag,  nicht  dieses  ihr,  genähert  haf 

Lambert,  der  fast  keinen  Zweig  der  angewandten  Mathematik  un- 
berührt Hess,  hat  sich  auch  mit  den  Gesetzen  des  Stosses  beschäftigt,  nur 


1)  Princ.  etc.   Lib.  1.   Lex  motos  II I.  C^  \ 
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zog  er  den  Stoes  elastischer  EOrper  in  Berttcksicbtigüng.^)  Er  bedient 
sich  jenes  Prineipes,  von  welchem  Euler  eine  so  ausgedehnte  Anwendung 
macht,  indem  er  sich  nämlich  immer  die  Elasticitfitskraft  durch  die  Schnell- 
kraft einer  Feder  ersetzt  denkt  Zuerst  betrachtet  er  (Fig.  4)  einen  elastischeii 
Bing  ÄBy  der  bei  Ä  befestigt  und  bei  B  zusammengedrückt  wird.  Nun 
nimmt  er  eine  Cürve  EB  von  der  Art  an,  dass  die  jeweiligen  Abscissen 
derselben  {BD)  die  Grösse  der  Zusammendrttckung  und  die  Ordinaten  {ED) 
jene  Kraft  darstellen,  welche  bei  B  thäüg  war,  um  B  nach  D  zu  versetzen. 
Wenn  die  zusammendrückende  Kraft  bei  B  plötzlich  zu  wirken  aufhört,  so 
schnellt  J?  zurück  und  es  fragt  sich,  mit  welcher  Geschwindigkeit  J3  Yon  D 
abprallt  Ist  t  die  Zeit,  welche  D  verwendet,  um  nach  P  zu  kommen,  and 
setzt  man  BPs=x^  PM=K^  die  Masse  einer  von  B  abgeschnellten  Kngel 
—  m,  ihre  Geschwindigkeit  im  Punkte  P  =  g^  Pp  =  dx^  die  Geschwindigkeit 
bei  ^8=^^,  80  stellt  Lambert  folgende  Gleichungen  auf: 


dff=^ 

Kdt 
m 

,    -gdg  = 

Kdx 
m 

PMmp 
m 

Die 

Integration 

ergiebt 

-Q* 
2     ' 

SD 

J     w 

0 

DEB 

= 

m 

=  2 

odex 

0.-2^^*. 

m 

Nun  betrachtet  Lambert  zwei  Ringe  (Fig.  5),  die  bei  G  zusanunen- 
stossen;  die  Bedeutung  der  Curven  ÄE,  eB  mit  ihren  Coordinaten  bleibt 
die  frühere.  Die  Elasticitätskraft  dieser  Ringe  als  gleich  vorausgesetzt, 
wird  PN^^pn  sein,  sobald  die  Abscissen  AP  und  Bp  im  Yerh&ltniss  zum 
Halbmesser  genommen  werden.  Drückt  man  die  Ringe  bis  D  und  d  zu- 
sammen, so  dass  also  die  Proportion  besteht:  JCiDC^^BCidCy  und 
denkt  man  in  D  und  d  zwei  Kugeln  von  den  Massen  m  und  If,  die  sich 
so  zueinander  verhalten,  wie  die  Diameter  AG  und  BG^  so  werden  diese 
beim  Loslassen  der  Ringe  fortgeschnellt.  Ist  die  (Geschwindigkeit  von  m 
in  J^=G  und  von  If  in  B  =  c,  so  ist: 

m 
o      2BED 


M 

woraus 

AED    BEB 


C»:c*  =  : 


m     '      M 


1)  Beiträge   zum  Gebraache   der  Mathematik   und  deren  Anwendung  durch 
J.  H.  Lambert   IL  Theil  L  Abschn.  Berlin  1770.   S.  528. 
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Nun  ist  das  VerhÜtniss  der  Bäume  j4ED  :  BED^JD  :Bd  =  JC:BC 
und  m:M^BC:AC,  daher: 

C:c=^JCiBG=^M:m. 

Die  Geschwindigkeiten  sind  somit  den  Massen  verkehrt,  den  durch- 
laufenen Bäumen  direct  proportional«  Es  werden  also  die  Kugeln  in  gleichen 
Zeiten  nach  P  und  p  und  ebenso  nach  A  und  B  gelangen.  Der  nächste 
Schluss^  der  sich  daraus  ziehen  lässt,  ist  der,  dass,  wenn  auch  zwei  Kugeln 
bei  J  und  B  gegen  die  Binge  anstossen  und  diese  zusammendrücken,  sie 
in  demselben  Maasse  an  Geschwindigkeit  verlieren  werden,  ak  sie  früher 
an  Geschwindigkeit  zunahmen,  und  dass  somit  ihre  Geschwindigkeiten  an 
den  gleichnamigen  Punkten  P  und  |>,  z.  B.  in  beiden  Fällen,  gleich  sein 
werden.  Man  setze  nun,  dass  diese  Kugeln  an  die  Binge  selbst  befestigt 
seien  und  dass  letztere  gegen  einander  laufen,  so  wird,  wenn  die  Binge 
in  O  zusammenstossen,  der  Punkt  c  in  Buhe  bleiben  und  die  Zusammen- 
drückung ebenso  wie  früher  erfolgen.  Endlich  sieht  man  auch,  dass  es 
gleiohgiltig  ist,  ob  man  die  Kugeln  vermittelst  elastischer  Binge  aneinander 
stossen  lässt  oder  ob  man  annimmt^  die  Kugeln  seien  selbst  elastisch. 
Beim  Stosse  elastischer  Körper  kann  man  sich  nun  immer  einen  in  Buhe 
befindlichen  Körper  vorstellen,  dem  sich  die  Theilchen  nähern  und  dann 
wieder  entfernen;  die  relativen  Geschwindigkeiten  vertheilen  sich  in  Bezug 
auf  diesen  Punkt  nach  dem  oben  angegebenen  Gesetze,  d.  i.  im  verkehrten 
Verhältniss  zu  den  Massen.  Aus  diesem  Gesetze  leitet  nun  Lambert  die 
Veränderung  der  absoluten  Greschwindigkeiten  für  den  Fall  ab,  als  letztere 
den  Massen  nicht  umgekehrt  proportional  wären.  Bewegen  sich  z.  B.  die 
Körper  If ,  m  nach  einerlei  Bichtung  mit  den  Geschwindigkeiten  F,  v, 
wobei  V^v  ist,  so  wird  m  von  M  mit  der  relativen  Geschwindigkeit 
F—  V  eingeholt.  Vertheilt  man  die  relative  Geschwindigkeit  in  umgekehrtem 
Verhältniss  der  Massen,  so  nähert  und  entfernt  sich  If  mit  der  Geschwindig- 
keit     A.  ^1  hiilgegen  m  mit  der  Geschwindigkeit     A.    — -'     Da  nun 

m  +  m  Jf  +  W 


'  M+fn 


C=V' 


vor  und  nach  dem  Stosse  die  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  =^V' 
ist,  so  ist  nach  dem  Stosse: 

■^    M  +  m  M  +  m  ' 

MjV'-v)      Jif(F-t;) 
M  +  m   ■*"    M+m   ' 
woraus: 

MV^  +  mv^  =  MC^ + mc«. 

Den  Fall  unelastischer  Körper  tradirt  Lambert  wie  folgt  Sind  die 
Körper  nicht  vollkommen  elastisch,  so  ist  die  relative  Geschwindigkeit  nach 
dem  Stosse  geringer,  z.  B.  =zn{V'^v).  Da  sich  letztere  ebenfalls  im  um- 
gekehrten Verhältniss  der  Massen  verhält  und  die  gemeinsame  Geschwindig-       j 
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keit  eben   dieselbe   bleibt,   so   sind   die  absoluten  Geschwindigkeiten  nach 
dem  Stosse  __,_       .  ,_       . 


C=v  + 


M+m  M+m 


■^    M+m   "^      M+fn     ' 

haben  die  Körper  gar  keine  Elasticität,    dann  muss  tt  =  0  gesetzt  werden, 

und  es  ist  dann:  ,^_  . 

MV+mv 


C  = 


M+m 
MV+mv 


M+m 

Nun  sollten  wir  noch  Etwas  über  Karsten  sagen,  wollen  aber  zuerst 
noch  Euler  berühren,  welcher  gezeigt  hat,  wie  sich  die  Gesetze  des  Stosses 
mit  Hilfe  der  Differentialrechnung  ableiten  lassen.^) 

Stossen  zwei  Körper  gegeneinander,  so  ist  auf  die  Dauer  des  Stosses^ 
d.  h.  von  der  ersten  Berührung  der  beiden  Körper  bis  zur  vollständigen 
Trennung  derselben  eine  Kraft  thätig,  welche  den  Gesetzen  der  Mechanik 
entsprechend  eine  beschleunigte  Bewegung  verursachen  muss.  Betrachten 
wir  z.  B.  die  Theilchen  P  und  Q  zweier  solcher  Körper  und  es  sei  ihre 
Entfernung  PQ^f—x  (Fig.  6).  Unter  f  sei  die  Entfernung  der  Schwer- 
punkte gemeint,  wenn  sich  die  Körper  gerade  berühren,  x  sei  die  Ver- 
minderung dieser  Entfernung  durch  die  Zusammendrückbarkeit  veranlasst 
Die  Geschwindigkeit  des  Theilchens  P  sei  dieselbe,  als  wenn  der  Körper 
von  einer  Höhe  t^  gefallen  wttre;  die  Geschwindigkeit  in  Q  entspreche  einer 
Fallhöhe  u.  In  einer  unendlich  kleinen  Zeit  lege  das  Theilchen  Q  den 
Weg  Qq^ds^  das  Theilchen  P  den  Weg  Pp^dr  zurück.  Es  wird  dann 
die  Geschwindigkeit  in  q  einer  Fallhöhe  u  +  du,  jene  in  p  einer  Fallhöhe 
v  +  dv  entsprechen.     Die  Distanz  pq.  ist  gegeben  durch« 

pq^f^x  +  dS'-dr. 
Ist  PQ=pq  und  dPQ^^dpq^^dx,  so  hat  man 

pq  =  f'-  x^dx 
und  daher 

dxsszdr  —  ds» 

Wenn   aber   die  Elemente  Pp^  Qq  lUinlich    sind,    d.  h.  die  Bewegung 

von  P  und  Q  gleich,   so  besteht  die  Proportion  dr:ds  =  yv:j/u^   daher 

dr  _  ds  __dr'-dx 

l/v      j/u        .  l/u 
woraus  ^         '^  ^ 


1)  Gomment.  acad.  sdent.  imp.  Petropol.  Tomus  V.  De  commnnicatione 
motuB  in  collisione  corporum.  Auetore  Leonh.  Eulero,  S.  169flgg.  Aach  Lam- 
bert kommt  in  chronolog.  Folge  erst  nach  Euler. 
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dxj/v 


und  ebenso 

yv^j/ü 

Es  seien  nun  Ä  nnd  B  die  Massen  der  beiden  Körper,  P  die  Masse 
jenes  Effrpers,  dessen  freier  Fall  als  Maass  der  ElasticitStskraft  angenommen 
wurde,  oder  besser,  P  sei  die  Masse  desjenigen  Körpers,  dessen  freier 
Fall  der  Grösse  der  Stosskrafb  äqaiperiren  soll,  so  setzt  Eni  er 

dv:dr  =  P:Ä, 
du:ds  =  P:B, 

d.  h.  die  in  unendlich  kleinen  Zeiten  zurückgelegten  Wege  sind  den  Massen 
proportional.  Stossen  die  beiden  Körper  gegen  einander  (entgegengesetzte 
Bewegung),  so  ist  p 

und  daher: 

-jidV'-Bdu=^P{dr-ds)  =  Pdx 

und  durch  Integration 

—  Av-Bu=:fPdx. 

Für  «  =  0  ist  die  Constante  i4a  +  56  (t7  =  a,  f*=  6),  folglich 

1)  A{a'-v)+B{h''u)==fPdx. 

Setzt  man  die  gefundenen  Werthe  von  dr  und  35  in  die  früheren  Proportionen 

ein,  so  wird:  _  _ 

Advl/v  +  Adul/u 

Aus  dieser  Gleichung  und  aus 


erhfilt  man 


P^x^-'AdV'-Biu 

Advyu=:  —  Böuj/v, 
Aöv  BSu 


und  durch  Integration: 

2)  Ayv  +  B}/u^Const.:=Ayä+Byh, 

Die  Gleichungen  1}  und  2)  sind  gewissermassen  die  Fandamentalgleichuiigen, 
aas  welchen  sich  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  ableiten  lassen. 

Bei  elastischen  Körpern  beginnt  die  Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse 
in  dem  Augenblick,  wenn  fl;  =  0  wird,  daher 

fPdx^O 
oder  aus  1):  •^ 

3)  ^(a-t>)  =  -B(l>-u). 

2)  durch  3)  dividirt  giebt:  ^  ^ 
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4)  j/a  +  f/v^^yb  +  y« 

und  schliesslich  2j(^-^J) 


^.^.>11L^_Z»1). 


Setzt  man  die  gewöhnliche  Bezeichnongsweise  ein,  nftmlich  j/a^  C,  yh^c, 
A  =  M,  B^m,  yvasYy  Yu^Vy  so  wird 

Bei  den  unelastischen  Körpern  wird  f  nach  der  Bertthmng  nicht  mehr  Ter- 
mindert,  d.  h.  dd;3=0,  und  weil 

dx^dr  —  ds, 
auf 

und 

Die  Qeechwindigkeit    beider  Körper   ist  somit  nach  dem  Stosse  gleich  und 
somit  aus  2) 


Karsten^)  leitet  die  (besetze  des  Stosses  ungefilhr  in  gleicher  Art 
wie  Euler  ab,  nur  istErsterer  yielleicht  fasslicher  als  Letzterer.  Ist  f  die 
Entfernung  der  beiden  Schwerpunkte  vor  dem  Stosse,  f^x  die  EntfernoBg 
nach  einer  Zeit  ^,  die  Geschwindigkeit  der  Masse  M  nach  dieser  Zeit  t  ^v, 
jene  der  Masse  2^  »u,  P  die  Kraft,  welche  der   Masse  M  entgegenwirkt, 

so  ist  ^v=:--^^^t,  ^u^^^^t,   also  Ndu^2gFdt^-Md\  yoii 

Mdv  +  Ndu^O, 
woraus  durch  Integration 

Mv  +  Nu^Const, 

Ist  zu  Anfang  des  Stosses  t7=:a>u  =  &,  so  ist: 

Ma  +  Nh^Const., 

daher 

Mv  +  Nu  =  Ma-^Nb. 

Will  maa  die  Gesohwiadigkeit  am  Ende  des  Stosses  haben,  so  mass  f* 
gesetst  werden  und  es  ist  dann 

_    _]lla-{-Nb_        N(a-b) 
"""""    M+N  ~"        M+N 

M{a-b) 


b  + 


M+N 


1)  Lehrbegriff  der  geiammten  Mathematik.    Anfgesetst  von  Wenc«il'  lob. 
G  Uli  Karsten.    Greiftwald  1769.    IV.  Theil  S.  »Iflgg. 
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So  erhält  man  die  Bewegongsgeschwindigkeit  nach  dem  Stosse  für 
unelastische  Körper.  Bei  elastischen  Körpern  müssen  andere  Beziehungen 
zwischen  u  und  v  noch  aufgestellt  werden.  Es  sei  (Fig.  1)  j4a  der  Weg, 
um  welchen  Jlf  in  der  Zeit  t  fortrückt  =r,  Bh  der  Weg  von  m  =5,  so 
ist  allgemein:  o  nr   :^  a    t^:^ 

^^  2Nudu  =  -4gPds^ 

^"*°®  2Mvdv  +  2Nudu=:^4gP{d8-dr). 

Nun  ist  Pö«/"+s  — r  =  £— oj,  abo  »s  — ar«  — 8«,  folglich 

2Mvdv  +  2Nudur=4gPdx, 
woraus  durch  Integration 

Mv^  +  Nu*  =  Const.  -  AgfPdx. 

WShlt   man   das   f  so,   dass  für  a;  =  0    CPdx^O  wird,  so  ergiebt  sich 

der  Werth  der  Constante 

Const.  =  Ma^  +  Nb* 
und 

M{a*  -  »»)  +  JV  (6«  - 1**)  ==  AgJPdx. 
Bei  elastischen  Körpern  ist  die  Wirkung  des  Stosses  zu  Ende,  wenn  ^ 
ist.     Dies  giebt    fPdx=^0  und 

oder 

Dividirt  man  die  früher  gefundene  Gleichung 

{Mv+Nu)  =  (Ma  +  Nh), 
die  man  auch  wie  folgt  schreiben  kann: 

durch  obige,  so  erhftlt  man 

folglich 

Jlf(a-t;)  +  JV(2&-a-t)  =  0, 
und 

Ma-Mv+2hN-Na-Nv^0, 
also 

2N{a-b) 

--«-     M  +  N 
nnd 

,  .   2Mia-h) 

"°^+     M+N    • 

Der  Unterschied  zwischen  Karsten  und  Euler  besteht  also  darin, 
dass  Letzterer  aus  einer  allgemeinen  Gleichung  die  Fälle  elastisch  und  un- 
elastisch direct  ableitet  und  dass  Karsten  die  allgemeinen  Formeln  der 
Mechanik  durch  Einführung  der  Acceleratidn  der  Schwere  in  eine  andere 
Form  anwendet.  ^^  1 
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Die  Theorie  des  excentrischen  Stosses  hat  ausführlich  Euler^)  behandelt 
Er  unterscheidet  hierbei  zwei  besondere  Fälle;  eigentlich  drei;  der  erste 
gehört  jedoch  zum  centralen  Stoss  und  wird  nur  der  Vollständigkeit  wegen 
aufgenommen.  Die  anderen  zwei  Fftlle  sind  der  rectoschiefe  (ooBkumes 
rectcibliquas) ,  d.i. jener,  bei  welchem  die  eine  der  Verbindungslinien  der 
beiden  Schwerpunkte  mit  dem  Berührungspunkt  senkrecht  auf  der  gemein- 
schaftlichen Berührungsebene  steht,  und  der  eigentliche  schiefe  oder  excentrische 
Stoss  (coUisianes  obliquas)^  bei  welchem  beide  der  genannten  Verbindongs- 
linien  mit  der  gemeinschaftlichen  Berührungsebene  einen  Winkel  bilden. 
Nun  giebt  er  folgende  Fundamen tserklärungen?  Bewegt  sich  ein  Körper  A 
(Fig.  8)  in  der  Bichtung  gegen  AB  und  erfährt  er  einen  Stoss  cC  bei  C, 
so  wird,  wenn  A  der  Schwerpunkt  des  Körpers  ist  und  Aa^CCf  der 
Körper  einen  Impuls  gegen  aAE  erhalten.  Durch  den  Stoss  bei  C  wird 
somit  nur  die  Componente  AE  der  AB  alterirt,  während  die  AF  un- 
verändert bleibt  Benennt  man  die  Krafb  Cc  mit  p,  die  Geschwindigkeit 
in  der  Bichtung  AE  mit  u,  die  Masse  des  Körpers  mit  X,  so  ist: 

Hatte  der  Körper  auch  eine  drehende  Bewegung  in  der  Bichtung  des  Pfeiles 
und  ist  u  die  Winkelgeschwindigkeit  bei  0,  f  die  Entfernung  AC^  S  die 
Summe  der  Productenquadrate  der  Distanzen  aller  Molecule  in  ihren  Massen, 
so  ist  für  die  Zeit  di\  ^    ^. 

du  =    \.     sm  A  Cc, 

b 

Die  Winkelgeschwindigkeit  eines  beliebigen  andern  Punktes  erhält  man,  wenn 
f  allgemein  die  jeweilige  Distanz  vom  Schwerpunkt  bedeutet  aus  dem  Ver- 

hältniss  —  und  somit: 

'  du      fpdt   .    ^^ 

/  o 

Der  Einfluss  der  Kraft  p  auf  die  drehende  Bewegung  hängt  also  vom 
Wirkungspunkte  (von  f)  und  von  der  Einfallsrichtung  {LACc)  ab. 

1)  Gomm.  Acad.  Petrop.  Bd.  IX  S.  60flgg.     De   communicatione  motus  in 
collisione  corporum  sese  non  directe  percutientam  aact.  Leon h.  Euler 0. 


(Sohluii  folgt.) 
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Januschke,  Das  Prinoip  der  Erhaltimg  der  Energie  in  der  elementaren 
Siektricitätslehre.  Leipzig  1887,  Verlag  von  Teubner. 
In  den  vier  Abschnitten  Elektrostatik,  Elektricitätsqaellen,  die  Arbeit 
des  elektrischen  Stromes  und  Elektromagnetismus  behandelt  der  Verfasser 
in  klarer,  übersichtlicher  Weise  die  Theorie  der  Elektricität  auf  elementarem 
Wege,  üeberall  werden  die  Beziehungen  zum  Frincip  der  Erhaltung  der 
Energie  hervorgehoben,  wodurch  der  Nachweis  geliefert  wird,  dass  das 
Energieprincip  in  der  Elektricit&tslehre  ebenso  giltig  ist  wie  in  der  Mechanik. 
Das  Buch  kann  Jedem,  der  sich  mit  der  Theorie  der  Elektricität  vertraut 
machen  will,  als  Vorstudium  der  grösseren  Werke  angelegentlichst  empfohlen 

''^^^^°-  B.  Nbbbl. 

BsBSE,  Lehrbueh  der  Physik  fdr  höhere  Bflrgersohulen  und  technische  Lehr- 
anstalten. Weimar  1887,  Verlag  von  B.  F.  Voigt  Preis  4  Mk.  60  Pf. 
Der  Verfasser  dieses  Lehrbuches  der  Physik ,  welches  mehr  den  Namen 
„Leitfaden '^  verdient  hätte,  tadelt  in  der  Vorrede,  dass  bei  den  meisten 
Lehrbüchern  die  mathematische  Seite  des  physikalischen  Unterrichts  zu  sehr 
in  den  Vordergrund  trete,  und  glaubt ,  dass  dadurch  u.  A.  die  Fassungskraft 
der  Schüler  erheblich  überstiegen  werde.  Diese  Ansicht  kann  wohl  von  dem 
heutigen  Standpunkte  der  Physik  nicht  getheilt  werden.  Die  Physik  soll 
nicht  mehr  den  Schüler  durch  Vorführung  einer  Reihe  schöner  Experimente 
auf's  Angenehmste  unterhalten,  sondern  ihn  erkennen  lassen,  dass  sie  eine 
strenge  Wissenschaft  ist;  mit  der  sich  rechnerisch  Etwas  anfangen  iSsst, 
woran  sich  der  Schüler  nicht  früh  genug  gewöhnen  kann.  Ein  verständiger 
Lehrer  wird  die  jeweiligen  Kenntnisse  der  Schüler  nicht  überschreiten  ^  so 
dass  die  Fassungskraft  der  Lernenden  nicht  überstiegen  wird;  zugleich  lernt 
der  Schüler  durch  die  Nutzanwendung  der  Mathematik  deren  Werth  mehr 
und  mehr  schätzen,  so  dass  ihm  diese  nicht  mehr  so  trocken  und  abstrakt 

^^^^^^^  B.  Nbbbl. 

J.  KBLLDna,  üeber  die  Zustandsbedingiuigeii  der  FlüBSigkeiten  und  Gase, 
sowie  über  den  Aether.    Karlsruhe  1886,  6.  Braun. 
Der  Verfasser  geht  von  der  Hypothese  aus:  „Die  Möglichkeit,  dass  ein 
Stoff  jeden  der  drei  Aggregatzustönde  annehmen  kann,  ist  an  den  doppelten  ^T^ 
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Schnitt  der  Corven  der  den  Molecttlen  innewohnenden  and  der  sonst  anf  sie 
einwirkenden  anziehenden  und  abstossenden  Kräfte  oder  Eraftsommen  ge- 
bunden^, wodurch  sich  sofort  die  Erscheinungen  der  Gohftsion  und  Adhftsion 
erklären.  Sodann  unterscheidet  er  zwischen  |,Welt&ther^  und  j^SphSren- 
ather^  und  stellt  die  Oleichungen  für  den  Ruhezustand  nebst  speciellen 
Fällen  auf.  Das  Gleiche  geschieht  sodann  für  den  Bewegungszustand.  Da- 
raus folgt  die  Erklärung  der  Temperatur,  der  Wärme  und  der  Verdampfimg, 
wobei  wieder  eine  Reihe  hypothetischer  Voraussetzungen  gemacht  werden. 
Schliesslich  giebt  der  Verfasser  eine  Tabelle  der  Constanten  der  Kraftcuire 
fär  verschiedene  Stoffe.  g^  Nbbbl. 


Theorie  der  analytischen  Functionen.    Von  Dr.  Otto  Bibrmann,  Privat- 

docent   an    der  deutschen  Universität  za  Frag.     451   S.     Leipzig, 

B.  G.  Teubner. 

Es  ist  keine  leichte  Aufgabe,  auf  dem  kleinen  einer  Recension  zu  Gre- 

bote  stehenden  Räume  ein  klares  Bild  von  dem  Inhalt  und  der  Bedeutung 

des  vorliegenden  Werkes  zu  geben,  welches  auf  450  Seiten  eine  imposante 

Masse  geistiger  Arbeit  zusammendrängt.     Nicht  nur  das  Resultat  der  ganzen 

Lebensarbeit  eines  bedeutenden  Mathematikers,  die  von  Herrn  Weierstrast 

neubegründete  Functionenlehre,  wird   in   dem  Buche  im  Zusammenhange 

gegeben,    sondern  es  wird  auch  der  Versuch  gemacht,  den  Lihalt  einer 

reichen  Litteratur,  deren  sich  die  Schule  des  Meisters  bereits  erfreut,  mit 

dem  seiner  eigenen  Vorlesungen  und  zerstreuten  Abhandlungen  zu  einem 

homogenen  Ganzen  zu  verarbeiten  und  der  Theorie  diejenige  Abrundong 

und  den  Abschluss  zu  geben,  der  heutzutage  eben  möglich  ist. 

Dass  durch  das  Erscheinen  des  Buches  einem  dringenden  Bedfirfoiss 
abgeholfen  wird,  das  bedarf  keiner  weiteren  Erörterung,  um  so  weniger 
als  wir  wohl  darauf  verzichten  müssen ,  jene  Functionenlehre  im  Zusammen- 
hang aus  der  Hand  ihres  SchTipfers  selbst  zu  erhalten.  Jedenfalls  hat  sich 
Herr  0.  Biermann  ein  grosses  Verdienst  erworben,  indem  er  mit  bes<m- 
derer  Erlaubniss  des  Hrn.  Weierstrass  die  vorliegende  Bearbeitung  unter- 
nahm. Es  kommt  dabei  weniger  darauf  an,  ob  der  Versuch  in  den  Augen 
des  grossen  Functionentheoretikers  und  in  denen  seiner  berufenen  Anhänger 
als  ein  vollständig  gelungener  dasteht,  oder  ob  die  Tiefe  der  Aufibssnng 
an  allen  Stellen  eine  ausreichende  ist,  worauf  doch  fast  jedes  Compendium 
verzichten  muss.  Auch  wollen  wir  uns  in  dieser  Hinsicht  kein  massgeben- 
des ürtheil  zusprechen.  Die  Hauptsache  ist,  ob  die  pädagogische  Ver- 
arbeitung hinreicht,  auch  dem  Femerstehenden  und  dem  AnfiLnger  eine 
wirkliche  Einführung  in  jene  Methode  zu  gewähren  und  das  Wesentliche 
derselben  zum  Allgemeinbesitze  der  Mathematiker  zu  machen,  und  in  dieser 
Hinsicht  muss  man  dem  Herrn  Verfasser  alle  Anerkennung  zollen. 
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Allerdings  lesen  sich  einzelne  Abschnitte  nicht  leicht,  aber  es  liegt 
nun  einmal  fOr  den  Anfftnger  in  der  Allgemeinheit  der  Betrachtungen 
manche  fast  anflbersteigliche  Schwierigkeit ,  namentlich  anch  deshalb,  weil 
anf  geometrische  Veranschauliohnng  fast  vollstSndig  verzichtet  wird,  weil 
geometrische  Beweise  möglichst  yermieden  werden,  nnd  weil  die  Consequenz, 
die  man  im  Anfban  des  LehrgebSndes  beabsichtigte»  nicht  zuliess,  gewisse 
elementare  und  gelilnfige  Fonctionsbegriffe  voranszngreifen ,  obwohl  durch 
Anwendung  derselben  mancher  Beweis  eine  elegantere  Gestalt  annimmt.  So 
werden  z.  B.  Logarithmus,  Sinus  und  Cosinus  auf  den  ersten  263  Seiten 
überhaupt  nicht  genannt  und  es  wird  auf  alle  Vereinfachungen  verzichtet, 
die  durch  den  Oebrauch  jener  Functionen  z.  B.  der  Lehre  von  den  com- 
plezen  Grössen,  von  gewissen  Reihen  und  unendlichen  Producten  zu  Gute 
kommen  würden.  Sie  werden  erst  da  in  den  Bau  eingefügt,  wo  ihre  Herr- 
schaft beginnt. 

Schon  daraus  wird  man  erkennen,  dass  das  eigentliche  Rechnen  sehr 
in  den  Hintergrund  tritt,  dass  es  sich  nicht  um  Formelwerk  und  Schema- 
tismus, sondern  um  reine  Gedankenarbeit  handelt,  bei  der  zugleich  allen 
Forderungen  der  ftussersten  Strenge  genügt  werden  soll. 

Was  diese  Strenge  anbetrifft,  so  erstreckt  sie  sich  bis  auf  die  ersten 
Elemente  zurück,  um  die  Bedeutung  des  ersten  Abschnittes  in  dieser  Hin- 
sicht in  das  rechte  Licht  zu  setzen,  sei  an  die  Worte  erinnert,  mit  denen 
der  verstorbene  Professor  E.  Heine  seine  Abhandlung  über  die  Elemente 
der  Fonctionentheorie  im  74.  Bande  des  Cr  eile 'sehen  Journals  einleitete. 
Dort  hiess  es: 

„Das  Fortschreiten  der  Functionenlehre  ist  wesentlich  durch  den  um- 
stand gehemmt,  dass  gewisse  elementare  Siltze  derselben,  obgleich  von  einem 
scharfsinnigen  Forscher  bewiesen,  noch  immer  bezweifelt  werden,  so 
dass  die  Resultate  einer  Untersuchung  nicht  überall  als  richtig  gelten ,  wenn 
sie  auf  diesen  unentbehrlichen  FundamentalsStzen  beruhen.  Die  ErUftrung 
finde  ich  darin,  dass  zwar  die  Principien  des  Herrn  Weierstrass,  direct 
durch  seine  Vorlesungen  und  andere  Mittheilungen ,  indirect  durch  Abschrif- 
ten von  Heften,  die  nach  diesen  Vorlesungen  gearbeitet  wurden,  selbst  in 
weiteren  Kreisen  sich  verbreitet  haben  ^  dass  sie  aber  nicht  von  ihm  selbst 
in  authentischer  Fassung  durch  den  Druck  veröffentlicht  sind,  so  dass  es 
keine  Stelle  giebt,  an  welcher  man  die  SStze  im  Zusammenhang  entwickelt 
findet.  Ihre  Wahrheit  beruht  auf  der  nicht  völlig  feststehenden 
Definition  der  irrationalen  Zahlen,  bei  welcher  Vorstellungen  der 
Geometrie,  nftmlich  über  die  Erzeugung  einer  Linie  durch  Bewegung,  oft 
verwirrend  eingewirkt  haben.  Die  SStze  sind  für  die  unten  gegebene 
Definition  der  irrationalen  Zahlen  giltig,  bei  welcher  Zahlen  gleich  genannt 
werden,  die  sich  um  keine  noch  so  kleine  Zahl  unterscheiden,  bei  welcher 
femer  der  irrationalen  Zahl  eine  wirkliche  Existenz  zukommt,  so  dass 
eine  einwerthige  Function  für  jeden  einzelnen  Werth   der  Verftnderlichen, 
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sei  er  rational  oder  irrational,  gleiclifialls  einen  bestimmten  Werth  besitzt. 
Von  einem  andern  Standpunkte  ans  können  allerdings  mit  Recht 
Einwände  gegen  die  Wahrheit  der  Sätze  erhoben  werden.  Nicbt 
ohne  Bedenken  veröffentliche  ich  diese  Arbeit^ 

Diese  Worte  erregten  seiner  Zeit  in  den  mathematischen  Kreisen,  die 
der  Wei erstras s*schen  Schnle  femer  standen,  begründetes  Aufsehen.  Man 
kannte  wohl  die  Einwürfe  jenes  Mathematikers  gegen  das  Dirichlet'sehe 
Princip  und  andere  schwierigere  Dinge ,  man  hatte  gelegentlich  der  Maxima 
udd  Minima  einer  Function  von  seinen  kritischen  üntersuchnngen  darüber 
gehört,  ob  im  speciellen  Falle  ein  solches  wirklich  erreicht  werde  oder  ob 
sich  die  Function  demselben  nur  nähere;  aber  man  wusste  vielfach  nicht, 
dass  die  kritischen  Zweifel  bis  auf  den  Begriff  der  Irrationalzahl  zurück- 
gingen, von  der  es  nicht  selbstverständlich  war,  ob  sie  als  bestimmte  Grösse 
betrachtet  werden  durfte,  da  sie  gewissermassen  nur  als  Grenzbegriff  existiri 
Die  Consequenz  ging  offenbar  dahin,  dass  die  Möglichkeit,  alle  reellen 
Zahlen  auf  einer  geraden  Linie  darzustellen,  und  umgekehrt  jeden  Punkt 
der  Geraden  einer  bestimmten  Zahl  zuzuordnen,  als  ein  Axiom  betrachtet 
werden  musste,  was  Herr  G.  Cantor  bestimmt  ausgesprochen  hat 

Damit  wurde  jedenfalls  die  hohe  Meinung  von  dem  Werthe  geometri- 
scher Beweise  stark  erschüttert,  sie  sanken  gewissermassen  auf  das  Niveau 
bioser  Veranschaulichungsversuche  herab,  und  der  Functionentheorie  erwuchs 
die  Aufgabe,  auf  das  geometrische  Element  vollständig  zu  verzichten  und 
ein  ganz  neues  Lehrgebäude  zu  errichten. 

Man  kann  in  der  Entwickelung  der  Functionenlehre  etwa  drei  Haupt- 
perioden unterscheiden.  Die  Euler 'sehe  Richtung  bestand  in  Folgendem: 
Specielle  Aufgaben,  deren  Formulirung  gelang,  führten  auf  weitere  Func- 
tionen, die  durch  irgendeinen  arithmetischen  Ausdruck  definirt  wurden. 
Die  Aufgabe  des  Mathematikers  bestand  nun  darin,  auf  dem  Wege  der 
Rechnung  die  Eigenschaften  der  neuen  Functionen  abzuleiten  und  so  jene 
Aufgaben  zum  Abschlnss  zu  bringen.  Die  Zusammenstellung  der  so  gefun- 
denen Functionen  gab  das  Gebäude  der  damaligen  Functionentheorie,  die 
gewissermassen  nur  das  ezplicite  Gegebene  zu  behandeln  verstand. 
Trotz  der  Bezeichnung  als  höhere  Analjsis  könnte  man  das  damalige  Ver* 
fahren  ein  synthetisches  nennen.  Schon  der  Begriff  des  Imaginären 
und  der  complexen  Zahl  z.  B.  entsprang  lediglich  der  Aufgabe,  eine  alge- 
braische Gleichung,  z.  B.  die  des  zweiten  Grades,  allgemein  au&ulösen. 
Dieses  zufällige  Auftreten  aber  war  weit  davon  entfernt,  eine  tiefere  mathe- 
matische Begründung  für  die  Nothwendigkeit  gerade  dieser  Complexen  her- 
zugeben. Aehnlich  entsprang  der  Begriff  des  elliptischen  Integrab  lediglich 
gewissen  geometrischen  Aufgaben.  Infolge  mangelhafter  Begründung  konnte 
die  damalige  Richtung  nichts  Rechtes  mit  diesen  Ausdrücken  erreichen. 

Ganz  anders  ging  Gauch  j  vor.  Zwar  nahm  er  die  complexen  Grössen 
so  an,  wie  er  sie  eben  vorfand,  aber  er  betrachtete  sie  nicht  als  Ausnahme, 
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» 
sondern  als  das  Allgemeinere.  Er  sah  sich  genöthigt,  zunSchst  die  sämmtlichen 
Rechenoperationen  und  die  Beihenlehre  anter  Zugrundelegung  der  complexen 
Zahlen  entsprechend  za  erweitem  und  die  Fnnotionenlehre  ganz  allgemein  auf 
das  Princip  der  neu  zu  definirenden  Stetigkeit  zu  gründen,  wobei  die  Func- 
tion behandelt  werden  konnte ,  ohne  dass  ein  fertiger  Ausdruck  für  dieselbe 
Torlag.  So  wurden  Untersuchungen  allgemeiner  Art  für  die  bestimmten 
Integrale  von  Functionen  complexen  Arguments,  die  ebenfalls  neu  zu  defi- 
niren  waren,  ermöglicht,  und  es  konnten  nicht  nur  Functionen  untersucht 
werden,  die  durch  Systeme  von  algebraischen  Gleichungen  oder  Differential- 
gleichungen bestimmt,  sondern  auch  solche,  die  durch  irgendwelche  Func- 
tionalgleiehungen  definirt  waren.  Die  Aufgabe,  die  Function  selbst  zu  for- 
muliren,  war  gewissermassen  das  Gegen theil  der  früheren,  aus  dem  gegebe- 
nen arithmetischen  Ausdrucke  ihre  Eigenschaften  abzuleiten.  Insofern  konnte 
man  erst  hier  yon  einem  wirklich  analytischen  Verfahren  sprechen.  Die 
Methode  selbst  machte  jedoch  reichen  Gebrauch  von  geometrischen  Anschau- 
ungen, die  besonders  durch  den  Gedanken  Riemann's,  durch  übereinander- 
liegende Blätter  die  Vieldeutigkeit  zu  veranschaulichen  und  sie  in  eine  Ein- 
deutigkeit des  Ortes  zu  verwandeln,  an  Klarheit  und  Durchsichtigkeit  ge- 
wannen. So  gross  nun  auch  der  Fortschritt  war,  die  innere  Nothwendigkeit 
des  Lehrgebäudes  reichte  noch  nicht  hin  und  die  Strenge  liess  gleichfalls 
zu  wünschen  übrig,  besonders  da,  wo  geometrische  Hilfsmittel  herangezogen 
waren. 

Die  dritte  Periode  darf  mit  Fug  und  Recht  als  die  Weierstrass'sche 
bezeichnet  werden.  Ihre  Frincipien  mögen  jetzt  im  Anschluss  an  das  Bi er- 
mann'sehe  Werk* für  die  Nichtkenner  der  neuen  Methoden  auseinander 
gesetzt  werden,  was  für  Kenner  nicht  nothwendig  sein  würde. 

Die  Addition  und  Multiplication  mit  ganzen  positiven  Zahlen  weisen 
gewisse  Verknüpfungsgesetze  auf,  das  commutative,  associative  und  distri- 
butive. Die  inversen  Operationen,  das  Subtrahiren  und  Dividiren  veranlassen 
die  Einführung  der  negativen  und  gebrochenen  Zahlen.  Für  diese  wird 
willkürlich  verlangt,  dass  jene  Verknüpfungsgesetze  weiter  bestehen  sollen. 
Die  Zulässigkeit  dieser  Forderung  muss  dadurch  nachgewiesen  werden» 
dass  gezeigt  wird,  dass  innere  Widersprüche  nicht  entstehen.  Dass  die 
Forderung  nicht  eine  nothwendige  ist,  kann  nicht  genug  hervorgehoben 
werden.  An  das  nun  folgende  Gesetz  der  Potenzirung  schliesst  sich  die 
Darstellung  der  rationalen  Zahlen  an,  die  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
Potenzen  einer  gegebenen  Grundzahl  oder  durch  eine  unendliche  Beihe  von 
Potenzen,  die  jedoch  periodisch  sein  muss,  gegeben  werden.  Die  natur- 
gemässe  Frage  nach  dem  Falle  der  nicht  periodischen  unendlichen  Reihe 
führt  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Irrationalzahlen.  Die  Möglichkeit  der 
Rechenoperationen  mit  solchen  Zahlen  muss  auf  das  Strengste  nachgewiesen 
werden,  was  mit  Convergenzuntersuchungen  für  Reihen  zusammenhängt. 
Bei  der  Untersuchung ,  ob  die  Verknüpfungsgesetze  bestehen  bleiben ,  zwingt 
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schon  die  Subtraction  dazu,  solche  Zahlenreihen,  bei  denen  die  Anordnung 
der  Glieder  von  Einfluss  auf  die  Summe  ist,  auszuschliessen.  Für  alle 
übrigen  Irrationalzahlen  ist  die  Berechtigung  der  Einführung  in  die  beabsich« 
tigte  Functionenlehre  nachgewiesen. 

Die  bei  gewissen  Aufgaben  zufHllig  eintretende  Nothwendigkeit  der 
Einführung  complexer  Zahlen  veranlasst  nun  folgende  Untersuchung.  Man 
bilde  ganz  willkürliche  complexe  Zahlen  und  frage  sich,  wie  sie  beschaffen 
sein  müssen,  damit  die  früheren  Rechenoperationen  möglich  seien  und  die 
früheren  Verknüpfungsgesetze  bestehen  bleiben.  Bei  Complexen  zweiter 
Ordnung  führen  die  entstehenden  Bedingungsgleichungen  mit 
Nothwendigkeit  auf  die  Form  «  +  yj/— 1.  Complexe  höherer  Ord- 
nung  führen  nicht  auf  eine  fernere  Erweiterung  der  Analjrsis,  sind  also 
überflüssig.  Das  Biermann*sche  Buch  Terzichtet  auf  diesen  letzteren 
Nachweis  und  verweist  auf  die  Originalabhandlnngen. 

Die  Forderung,  die  Verknüpf ungsgesetze  beizubehalten,  ist  wiederum 
keine  nothwendige,  sondern  eine  willkürliche.  Es  sind  in  der  That 
Zahlen  denkbar,  die  nic&t  allen  Verknüpfungsgesetzen  gehorchen,  wie  z.  B. 
die  Quaternionen,  deren  Wichtigkeit  für  gewisse  Untersuchungen  nicht 
bestritten  wird.  Solche  Zahlen  aber  werden  aus  der  beabsichtigten  Func- 
tionenlehre ausgeschlossen. 

Damit  ist  das  Gebiet  der  Zahlen  und  Zahlenreihen,  mit  denen  sich  die 
Weierstrass^sche  Functionentheorie  beschSftigen  will,  genau  abgegrenzt 

Ganz  analoge  Betrachtungen  werden  uns  über  diejenigen  Functionen 
aufklttren,  mit  denen  das  Lehrgebäude  sich  befassen  soll. 

Capitel  n  des  Werkes  definirt  zunSchst  den  Begriff  der  stetig  ver- 
änderlichen Grösse  und  der  Umgebung  eines  Werthes,  sowohl  für  die  n- fache, 
wie  für  die  2f»- fache  Mannichfaltigkeit.  Die  Theorie  der  Punktmengen  und 
ihrer  Httufungsstellen  wird  gegeben  und  im  Anschluss  an  diese  scharfsin- 
nigen Untersuchungen  der  Begriff  des  Maximums,  das  Minimums  und  der 
Stetigkeit  einer  Function  festgestellt.  Daran  schliesst  sich  die  Theorie  der 
ganzen  rationalen  Function  einer  Variabelen,  ihre  Zerlegbarkeit  in  Prim- 
factoren,  ihre  Darstellung  aus  gegebenen  Werthen,  die  Interpolationsformel 
von  Lagrange,  der  binomische  Satz  und  die  Theoreme  von  Taylor  und 
Mac  Laurin  für  den  Bereich  der  behandelten  Functionen.  Die  Stetigkeit 
der  letzteren  wird  bewiesen ,  d.  h.  das  Nichtvorhandensein  endlicher  Sprünge, 
die  Continuität  aber,  d.  h.  das  Annehmen  aller  Werthe  in  der  Umgebung 
einer  SteUe,  bleibt  vorläufig  unbewiesen;  es  wird  aber  wenigstens  gezeigt, 
dass  der  absolute  Betrag  der  Function  zu  beliebiger  Höhe  getrieben  werden 
kann ,  femer,  dass  es  in  der  Umgebung  jedes  Werthes  andere  mit  kleinerem 
absoluten  Betrage  giebt,  so  dass  der  letztere  beliebig  der  Null  genähert 
werden  kann«  Dass  der  Nullpunkt  wirklich  erreicht  wird,  bleibt  vorläufig 
unbewiesen,  da  die  Continuität  noch  zweifelhaft  ist.  Die  sänomtiiichen  vor- 
stehenden Besultate    dieses  Capitels    stehen    also  unter  der  unbewiesenen 
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Voraussetzung,  dass  die  ganze  rationale  Function  mindestens  eine  Wurzel 
habe.  Es  wird  angedeutet,  dass  der  Beweis  schon  hier  möglich  sei,  aber 
leider  wird  er  noch  nicht  geführt  Jedenfalls  aber  wird  durch  diese  Lücke 
der  kunstvolle  Aufbau  der  Theorie  gestört.  Fdr  eine  zweite  Auflage  wfire 
zu  wünschen,  dass  dem  abgeholfen  wttrde,  selbst  wenn  die  Einschaltung 
grösseren  Raum  beanspruchen  sollte. 

Das  Kapitel  schliesst  mit  Sätzen  über  symmetrische  Functionen  der 
Wurzeln  und  der  Potenzen  der  Wurzeln,  an  die  sich  die  Darstellung  ge- 
brochener rationaler  Functionen  in  Partialbrüchen  anschliesst.  Auch  Be* 
merkungen  über  den  Fall  mehrerer  Yariabelen  werden  gemacht. 

Capitel  ni  untersucht  unendliche  Summen  rationaler  (ganzer 
und  gebrochener)  Functionen.  Wie  also  die  rationalen  Zahlen  benutzt 
wurden,  um  durch  Addition  unendlich  vieler  Elemente  die  allgemeineren 
irrationalen  Zahlen  zu  definiren,  so  sollen  jetzt  neue  Functionen,  die  trans- 
scendenten,  durch  Summirung  unendlich  vieler  rationaler  Functionen  ent- 
stehen, f =• 

Damit  eine  solche  Summe  l^(g)s=^,  fv{^  ci®^  mathematischen  Be- 
handlung überhaupt  zugänglich  sei,  muss  man  voraussetzen,  dass  sie  irgend- 
wo einen,  wenn  auch  noch  so  kleinen  Convergenzbereich  habe,  womit  über 
die  Stetigkeit  in  demselben  durchaus  noch  nichts  behauptet  ist.  Die  Con- 
vergenz  wird  nun  derart  beschränkt,  dass  die  Function  in  dem  Bereiche 
ganz  ebenso  stetig  sein  soll,  wie  eine  rationale  Function,  was  den  Begriff 
der  gleichmässigen  Oonvergenz  giebt  Die  nöthigen  Bedingungen  und  Criterien 
dafür  werden  abgeleitet  und  die  kreisförmigen  oder  ringförmigen  Convergenz- 
bereiche  festgestellt. 

An  diese  Behandlung  unendlicher  Potenzreihen  schliesst  sich  die  der 
Summen  unendlich  vieler  Potenzreihen,  für  die  wiederum  irgend 
ein  gemeinschaftlicher  Convergenzbereich  vorausgesetzt  werden  muss,  damit 
sie  der  Behandlung  fähig  seien.  Es  wird  bewiesen,  dass  die  früheren 
Bechenoperationen  und  Yerknüpfungsgesetze  auch  für  diese  neuen  Functionen 
Geltung  behalten. 

Die  Ableitungen  convergenter  Potenzreihen  sind  convergent;  und  daher 
lässt  sich  zeigen»  dass  die  Theoreme  von  Mac  Laijrin  und  Taylor  auch 
ftlr  diese  Reihen  Geltung  behalten.    Demnach  lässt  sich  aus  einer  primitiven 

Reihe  ^  {x)  =^  ^v  ^^   eine    neue  Potenzreihe  ^(x  —  a)  =  ^,  Cy  (x  —  a)^ 

ableiten,  aus  dieser  wieder  eine  andere  und  so  fori  Die  n^  so  abgeleitete 
Reihe  lässt  sich  dann  auch  direct  au^  der  primitiven  ableiten,  und  beide 
haben  innerhalb  des  gemeinschaftlichen  Convergenzbereichs  überall  gleiche 
Werthe. 

Besitzen  umgekehrt  zwei  Reihen  ^{x^  a)  und  ^^  {x  —  b)  gemeinschaft- 
lichen Convergensbereichs  an  unendlich  vielen  Stellen  der  Umgebung  eines      ^ 
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dortigen  Punktes    dieselben  Werthe,    so  lassen   sich  die  Beihen  in 
Weise  auseinander  ableiten. 

unter  einer  monogenen  analytischen  Function  yersteht 
nun  Weierstrass  die  Gesammtheit  der  aus  einer  gegebenen 
Potenzreihe  ableitbaren  und  ineinander  fortsetzbaren  Potenz- 
reihen.  Die  Untersuchung  solcher  Functionen  ist  die  Aufgabe 
seiner  Functionenlehre. 

Durch  ein  Element,  d.h.  durch  eine  dieser  Beihen,  ist  die  analy- 
tische Function  vollständig  bestimmt  Führt  die  Fortsetzung  von  x  nach 
X|  auf  verschiedenen  Wegen  stets  zu  demselben  Werthe,  so  ist  die  Function 
eindeutig,  sonst  ist  sie  vieldeutig.  Die  Gesammtheit  der  Fortsetzungs- 
bereiche»  in  denen  das  Verhalten  regulSr  bleibt,  heisst  der  Stetigkeits- 
b  er  eich.  Derselbe  ist  begrenzt ,  da  jedes  Element  auf  der  Grenze  seines 
Convergenzbereiches  mindestens  eine  singulare  Stelle  haben  muss.  Eine 
solche  Stelle  heisst  wesentlich  singulär  oder  ausserwesentlich  Sin- 
gular, je  nachdem  {x  —  x^^fj^x)  fUr  irgend  ein  ganzzahliges  n  bei  «— «© 
endlich  und  regtüäre  Function  bleibt,  oder  ob  es  kein  solches  n  giebt  In 
der  Umgebung  ausserwesentlicher  Stellen  kann  die  Function  noch  als  Potenz- 
reihe dargestellt  werden;  bei  wesentlichen  Stellen  hingegen  nicht,  denn  dort 
bleibt  der  Functionswerth  ganz  unbestimmt.  Functionen  ohne  wesentliche 
Singularitäten  heissenmun  rationale  Functionen,  solche  mit  wesentlichen 
Stellen  heissen  transscendente. 

Der  Quotient  rationaler  Functionen  giebt  eine  recurrente  Potenzreihe, 
umgekehrt  stellen  solche  Beihen  stets  rationale  Functionen  dar.  (VergL  das 
Verhalten  der  Bationalzahlen.)  Die  Summe  unendlich  vieler  rationaler  Func- 
tionen ist  eine  eindeutige  analytische  Function,  wenn  für  die  ersteren  ein 
gleichmässiger  Convergenzbereich  existirt.  Die  ganzen  eindeutigen  Functionen 
sind  rational  oder  transscendent ,  je  nachdem  die  Stelle  rc  =  oo  ausserwesent- 
lich oder  wesentlich  singulär  ist. 

Der  Quotient  zweier  beständig  convergirender  Potenzreihen  giebt  im 
Allgemeinen  wieder  eine  solche,  jedoch  mit  Null-  und  ünendlichkeitsstellen. 
Dabei  kann  die  Existenz  mindestens  einer  Wurzel  für  die  ganze  rationale 
Function  bewiesen  werden. 

Eine  Untersuchung  über  endlich  vieldeutige  Functionen ,  wobei  der 
Begriff  des  Zweiges  klargestellt  wird,  beschliesst  den  Abschnitt  Eine  n-dea- 
tige  Function  ist  stets  die  Lösung  einer  algebraischen  Gleichung  mit  ein- 
deutigen Coef&cienten.  Jede  Ableitung  der  monogenen  analytischen  Function 
ist  wieder  eine  solche.  —  Analoge  Sätze  über  den  Fall  mehrerer  Variabelen 
beschliessen  das  Capitel  HE. 

Cap.  IV  handelt  von  dem  Umfange  des  Begriffes  der  analytischen 
Function.  Zwei  Hauptaufgaben  der  Functionentheorie  werden  unterschieden : 

Erstens  wird  zwischen  veränderlichen  Grössen  irgend  ein  arithmeti- 
scher Zusammenhang  gegeben,  z.  B.  durch  eine  algebraische  Gleichung  oder 
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eine  Differentialgleichung.  Es  soll  untersacht  werden,  ob  die  so  definirte 
Function  eine  analytische  ist,  also  in  einem  gewissen  Bereiche  als  conver- 
gente  Potenzreihe  darstellbar  ist. 

Zweitens  werden  irgendwelche  Eigenschaften  gegeben,  z.  B.  eine 
Gleichung  wie /'(a;+y)=/'(^)/'(y)i  und  es  soll  untersucht  werden,  ob  eine 
denselben  genügende  analytische  Function  ezistirt,  die  also  in  einem  noch 
so  kleinen  Bereiche  als  convergente  Fotenzreihe  darstellbar  ist.  Diese  primi- 
tive Beihe,  deren  Coeffieienten  mit  Hilfe  der  vorgegebenen  Eigenschaft  zu 
bestimmen  sind,  ist  fortzusetzen  und  fllr  den  gesammten  Stetigkeitsbereich 
des  analytischen  Gebildes  ist  das  Fortgelten  der  gegebenen  Eigenschaft  nach- 
zuweisen. 

Das  Yorliegende  Capitel  behandelt  die  erste  dieser  Fragen  und  giebt 
den  arithmetischen  Zusammenhang  erst  durch  algebraische  Gleichungen, 
sodann  durch  Differentialgleichungen,  und  zwar  in  voller  Allgemein- 
heit, die  dem  Anfänger  Schwierigkeiten  bereiten  wird. 

ZunSchst  wird  y  definirt  durch  die  algebraische  Gleichung  m^"°  Grades 
■F(y, a?i, «8,...,  a?a) 
=  jr*o(«^i'  ^4> .-.  ««.)  +  y""*  V'iCa^i,  a?«,  .-1 ««)  +  ..  +  ^«(«1,  «g,  ...,  «„)  =  0, 
wo  die  ^  eindeutige  algebraische  Functionen  mit  gemeinsamem  Stetigkeits- 
bereiche sind.  Letzteres  wird  angenommen,  um  die  Stetigkeit  von  y  zu 
ermöglichen.  Innerhalb  des  Bereiches  &ndern  sich  die  Wurzeln  stetig  mii 
den  Coefficienten,  d.  h.  eben  y  ist  dort  eine  stetige  Function  und  zwar  eine 
m- deutige.  Nur  muss  man  die  Stellen  vermeiden,  wo  der  Coefficient  der 
höchsten  Potenz  ^  verschwindet  Dort  ist  die  Darstellung  als  convergente 
Potenzreihe  unmöglich. 

Dies  gestattet  ein  leichtes  Orientiren  über  die  ünstetigkeitsstellen  der 
durch  ^=m 

G  (y,  «1,  a^,. .  .xn) ^y^tT""  Uij^i  «»>  •••,««)  =  0 

definirten  Function  y,  wo  die  Coefficienten  /  ganze,  rationale  Functionen 
sind,  was  durch  Q  angedeutet  wird.  Sind  dann  die  /*  von  gemeinsamen 
Theilem  befreit »  so  sind  die  im  Endlichen  liegenden  Nullstellen  des  Coeffi- 
cienten von  y*",  d.  h.  der  Function  ^9,  die  ünstetigkeitsstellen  der  Function  y. 
Femer  wird  selbstverständlich  Q  als  irreductibel  vorausgesetzt. 

Existirt  nun  für  die  Stelle,  d?|  =  a|,  0^38=09,  . ..,  fl?»=ait  eine  endliche 
Wurzel  y«=2>y  so  ist  nach  dem  Früheren 

Um  nachzuweisen ,  dass  y  analytische  Function  sei ,  sind  die  NullsteUen 
von  //»  und  die  der  Discriminante  von  Q  auszuschliessen.  Die  Nullstellen 
von  fßt  lassen  sich  aber,  wie  auf  zwei  Arten  gezeigt  wird,  in  Summen  ratio- 
naler Functionen  der  Coefficienten  entwickeln,  und  jetzt  kann  man  nach  der 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  oder  mit  Hilfe  der  Ableitungen  y 
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in  der  Nähe  einer  regulären  Stelle  dnrch  eine  bestimmte  Potenzreihe  dar- 
stellen ,  die  nun  die  Qleichung  &  =s  0  identisch  erfüllt.  An  Beispielen  wird 
der  Entwickelnngsgang  yerdeutlicht.  Die  Frage  der  ContinnitSt  der 
ganzen  rationalen  Fanction,  die  früher  leider •  unbewiesen  blieb,  wird  bei 
dieser  Gelegenheit  erledigt,  jedenfalls  etwas  spät. 

In  §  39  wird  die  algebraische  Gleichung  G  (^,  x)  =  0  unter  der  Vor- 
aussetzung behandelt,  dass  an  der  Stelle  if=:zh^x  =  a  gewisse  Differential- 
quotienten  verschwinden.     Die  Entwickelung  yon  y  erhält  die  Gestalt 

y  =  6  +  (rr-ay$,(a;|«), 
die  von  x  dagegen  ,  ,        *  a  r«  /    i  ^x 

Jede  lässt  sich  unendlichfach  transformiren ,  so  dass  ein  Element  des  alge- 
braischen Gebildes  durch  unendlich  viele  Paare  von  Potenzreihen  dargestellt 
werden  kann. 

unter  Voraussetzung  weiterer  Schwierigkeiten  wird  die  Entwickelung 
in  der  Umgebung  singulärer  Punkte  versucht.  Schliesslich  ergiebt 
sich  an  jeder  Stelle  die  Möglichkeit  der  Darstellung  von  x 
oder  y  durch  ein  oder  mehrere  Beihenpaare* 

Mit  der  Transformation  der  algebraischen  Gleichungen  und  dem  Nach- 
weise der  Monogeneität  der  definirten  algebraischen  Function  wird  die  ge- 
stellte Aufgabe  als  erledigt  betrachtet. 

An    zweiter   Stelle    sollte   die   Definition   durch   eine   Differential- 
gleichung geschehen.     Zunächst  wird  nur  eine  unabhängige  Variabele  x 
angenommen  und  durch  folgende  Gleichung  definirt: 
_  /  dxi    d^x,  d"'^x.  dxn    d^Xn  ä'^^\f\ 

Durch  Elimination  gehe  aus  den  zugehörigen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  die  Gleichung 

&vlx^  x^y  asj,  ...,  Xn,  "jz)^^ 

hervor.  Für  diese  ergiebt  sich  schliesslich  die  Möglichkeit,  x  als  ana- 
lytische Function  zu  entwickeln,  was  nur  mit  grösserem  Formel- 
aufwand verfolgt  werden  kann.  Auch  für  die  partiellen  Differential- 
gleichungen werden  die  entsprechenden  Untersuchungen  durchgeführt. 

Nach  diesen  schwierigeren  und  allgemeinen  Untersuchungen,  denen 
nicht  jeder  Anfänger  folgen  können  wird,  tritt  eine  Art  von  Buhepunkt 
ein.  Es  handelt  sich  nämlich  in  Cap.  Y  um  die  zweite  der  obigen  Auf- 
gaben der  Fnnctionentheorie  auf  einem  leichteren  Gebiete,  um  die  Ent- 
wickelung der  elementaren  transscendenten  Functionen  aus 
vorgegebenen  Eigenschaften.  Die  zu  suchende  Potenzreihe  wird 
also  formell  hingeschrieben,  dann  werden  die  Coefficienten  aus  der  ge- 
gebenen Eigenschaft  bestimmt.  Dieses  Geilet  ist  durch  Univ««iiSts- 
Vorlesungen  allgemein  bekannt  geworden. 
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Aas  fi^i)  f{e^)  s  f{ei  +  e^)  ergiebt  sich  die  £xponentialftuiction  e', 
die  sich  an  jeder  endlichen  Stelle  als  Potenzreihe  entwickeln  läsat.  Es 
fol^^en  die  ans  der  Exponentialfnnction  rational  gebildeten  eindeutigen  Func« 
iionen,  die  stets  einer  algebraischen  Gleichung  ff  [f(aj  +  i/), /"(a;), /"(y)]  =  0* 
genfigen,  also  ein  algebraisches  Additionstheorem  besitzen.  Beispielsweise 
ergiebt  sich  die  Entwickelung  der  trigonometrischen  Functionen  in  Reihen. 
Als  gemeinsame  Haupteigenschaft  der  gefundenen  Functionen  stellt  sich 
ihre  Periodicitftt  heraus. 

Als  zweites  Beispiel  wird  die  Eigenschaft  f(x)  +  f{iß)=^f{xy)  hin- 
gestellt,  aus  der  sich  der  Logarithmus  ergiebt. 

Aus  der  Oleichung  f{x)  f(y)  =  fixy)  ergiebt  sich  die  allgemeine  Potenz. 
Von  hier  aus  lassen  sich  die  ümkehrungen  der  trigonometrischen  Functionen 
behandeln.  Des  Späteren  halber  wird  auch  der  Entwickelung  des  Cosinus 
und  Sinus  ganzzahliger  Vielfachen  des  Arguments  gedacht  Anhangsweise 
wird  noch  die  Gauss 'sehe  hypergeometrische  Beihe  behandelt,  die  alle  bis 
jetzt  behandelten  transscendenten  Functionen  umfasst 

Gapitel  VI  umfosst  eine  dritte  Aufgabe  der  Functionentheorie,  die 
Bestimmung  der  analytischen  Function  aus  vorgegebenen  sin- 
gulftren  Stellen,  eine  Aufgabe,  deren  charakteristische  Bedeutung  darin 
gefunden  wird,  dass  sie  zwischen  dem  Buler'schen  und  Gauchy^schen 
Fnnctionsbegriffe  vermittelt. 

In  §  50  handelt  es  sich  um  die  Beantwortung  dieser  Frage  ftlr  die  ganze 
transscendente  Function.  Die  Grundlage  bildet  die  Darstellung  einer  ganzen 
Function  mit  unendlich  vielen  Nullstellen  als  Product  von  Factoren,  deren 
jeder  nur  an  einer  Stelle  verschwindet.  Die  Convergenzbedingungen  für 
unendliche  Producte  gelangen  zunächst  zur  Darstellung,  unter  entsprechen- 
den Bedingungen  stellt  jedes  solche  Product  in  einem  gewissen  Bereiche 
eine  analytische  Function  dar,  die  dort  stetig  ist. 

um  was  es  sich  bei  der  Construction  einer  Fuflction  mit  gegebenen 
Nullstellen  eigentlich  handelt,  wird  an  einem  Beispiele  dargelegt,  bei  dem 
die  Nullstellen  — 1,-*2,— 3,...  gegeben  sind,  d.  h.  iftn  der  Function 


die  sich  als 


^(-)=^LfO+i)  ^  - 


'F{x)=l[T(l+^\e-'^^    oder    e"JT(H- 


schreiben  lässt,  wo  c  eine  näher  zu  bestimmende  Grösse,  die  sogenannte 
Mascheroni'sche  Constante  ist.  Die  Function  selbst  heisst  die  Factorielle 
von  Ä. 

Dieses  Beispiel  bringt  auf  die  Vermuthung,  dass  die  ganze  trans- 
scendente Function  mit  unendlich  vielen  Nullstellen  üy  der 
obigen  Beschaffenheit  stets  als  convergentes  unendliches  Pro- 
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duct  ganzer  transscendenter  Functionen  darstellbar  sei,  deren 
jede  nur  eine  einzige  Nnllstelle  besitzt  Diese  letrteren  Fnnctioiieii 
heissen  Primfunctionen,  weil  sie  den  Primfactoren  der  rationalen  Func- 
tion entsprechen.    Ihre  Form  ist 

wo  g  eine  ganze  Function  bedeutet. 

Nach  Untersuchung  der  Conyergenzbedingungen  ergiebt  sich  als 
Resultat ,  dass  eine  ganze  transscendente  Function ,  je  nachdem  sie 
keine,   oder   unendlich   viele    Nullstellen   besitzt,    durch   c^^'>   oder  durch 

a?"«  /  I  ( 1 J  *e^^*\  oder  endlich  durch 

OD 

dargestellt  werden  kann,  wo 


J^(^,m.)  =  e";€i'^+'*W" 


ist  Die  ttbrig  bleibende  WiUkfirliehkeit  lißgt  in  der  Wahl  der  Constanten 
Cs=a^(^^  und  gewissermassen  in  der  rationalen  Funktion  ^r(x). 

Das  Product  lässt  sich  stets  durch  eine  Fotenzreihe  ersetzen,  so  dass 
jede  ganze  transscendente  Function  mit  yorgeschriebenen 
Nullstellen  sich  als  analytische  Function  darstellen  lässt 

Fuhrt  man  als  Nullstellen  die  der  trigonometrischen  Functionen  ein, 
so   erhält  man   die  Darstellung  derselben   in  Form   unendlicher  Producte, 

Durch  Vergleich  mit  der  Summenentwickelung  findet  man  Formeln 
für  die  ganzzahligen  Potenzen  von  9s,  die  mit  den  BernouUi'schen 
Zahlen  zusammenhängen.  Auch  die  Formeln  für  Sinus  und  Cosinus  der 
ganzzahligen  Vielfachen  des  Arguments  werden  entwickelt,  und  zwar  als 
Producte  einer  endlichen  Anzahl  von  sin-  und  co5- Functionen. 

In  §  52  wird  die  Weierstrass'sche  tf-Function  behandelt. 
Dieselbe  entspringt  der  Aufgabe,  eine  Function  der  obigen  Art  Gq{s^  dar- 
zustellen, welche  die  oo   vielen  Nullstellen 

«7  =  2fAir+2/ir' 
besitzt,  wo  w  und  w  so  beschaffen  sind,  dass  in  einem  endlichen  Bereidie 
der  Variabelen  x  nicht  oo  viele  Nullstellen  liegen.  Es  zeigt  sich,  dass 
die  Perioden  w  und  w  nicht  unendlich  klein  sein  dürfen,  und  dass  ihr 
Verhältniss  rein  imaginär  sein  muss.  Die  Untersuchung  führt  auf  das 
doppelt  unendliche  Product  ^  j 
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a(a;)=a;JT(l-  ^)  e""*" '  ^"^' 


welches  selbst  noch  nicht  doppeltperiodisch  ist,  sich  aber  um  einen  Exponential- 
factor  ändert,  sobald  sich  das  Argument  um  eine  Periode  findert.  Fttr 
diese  Function  existiren  die  Formeln 


-d'^«(a;)  „^rr        1 


doc?  jLi  (x  —  wf 

Diese  Functionen  sind  analytische,  die  im  Endlichen  die  einfach,  zwei- 
fach oder  dreifach  ausserwesentlich  eingpilären  Stellen  w  besitzen,  deren 
Häofungsstelle  a;s=3  0o  ist.  Nur  die  zweite  und  dritte  dieser  Functionen 
sind  doppeltperiodische. 

Das  einfach  unendliche  Product  f&r  o  ergiebt  sich  als 


a(a?)  = 


l"-(K)-jrf(' 


8%n 


wo  die  Constante  «=     /  ,    ist. 


Die  AehnHchkeit  dieser  Formel  mit 
.    nx       nx  TTI  1 


\2w) 


nx 


bringt   auf  die  Vermuthung,    sin^  aus  (f(a;)  abzuleiten,   sobald  man  nur 

w  einen  besonderen  Werth  beilegt,  eine  Vermuthung,  die  sich  bestätigt. 
Mit  §  53  beginnen  wiederum  allgemeinere  Betrachtungen,  die  den 
Lauren  tischen  Satz  ergeben,  nach  dem  jede  eindeutige  analytische  Func- 
tion, die  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  Xq  eines  um  den  Punkt  x^=c  ge- 
legten ringförmigen  Gebietes,  wo  Ej<|a;  — c|<Äg  ist,  regulären  Ver- 
haltens bleibt,  daselbst  einheitlich  durch  eine  nach  Potenzen  von  (o;  — c) 
fortschreitende  Potenzreihe 

dargestellt  werden  kann. 

In  §  54  handelt  es  sich  um  die  Aufgabe ,  eine  eindeutige  analytische 
Function  mit  unendlich  vielen  vorgegebenen  singulären  Stellen,  die  eine 
Grenzstelle  haben,   als  Summe  solcher  Functionen  darzustellen,  deren  jede 
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ausser  an   einer  Häafangsstelle   nur   an   einer  der  gegebenen  Stellen  ir- 
regulären Verhaltens  ist. 

Mit   Hilfe   des    Mittag -Leff  1er 'sehen   Theorems   wird   die  Aufgabe 

gelöst   und  die  Function  bis  auf  eine  ganze  Function  Gl r  j  bestimmt, 

auch  f&r  den  Fall,  dass  die  Stellen  a  wesentlich  singulare  sind. 
Als  Beispiel  wird  die  Entwickelung  von 

d^lgo(x] 


Pix)' 


dx^ 


und  Yon  n$ecnx  als  Sunune  von  Functionen  durchgeführt. 

Nach  einer  Erweiterung  des  genannten  Theorems  kommt  die  Frage 
zur  Untersuchung,  ob  ein  und  derselbe  Ausdruck  in  verschiedenen  Bereichen 
seiner  gleiohmttssigen  Convergenz  verschiedene  Functionen  voUstftndig 
oder  nur  theil weise  darstellen  kann,  oder  ob  er  in  manchen  Bereichen 
Functionen  vollständig  und  in  anderen  nur  theilweise  darstellt 

Die  Untersuchung  ergiebt,  dass  der  Begriff  der  monogenen  Function 
mit  dem  Begriff  einer  durch  QrGssenoperationen  ausdrflckbaren  Abhängig- 
keit nicht  vollständig  zusammenfällt.  Die  Identität  zweier  Ausdrficke, 
deren  Bereich  gleichmässiger  Convergenz  aus  verschiedenen 
Continuis  besteht,  ist  also  erst  dann  erwiesen,  wenn  man  die 
Identität  der  verschiedenen  Functionen,  welche  sie  darstellen, 
erkannt  hat. 

In  §  57  wird  noch  die  Darstellung  von  analytischen  eindeutigen  Func- 
tionen durch  den  Quotienten  unendlicher  Producte  von  Primfactoren  anf 
den  Fall  ausgedehnt,  dass  die  eindeutige  monogene  Function  oo  viele 
wesenÜich  singulare  Stellen  besitzt.  Mit  dieser  Abschluss  gebenden  Unter- 
suchung werden  die  allgemeinen  Beobachtungen  beendigt  und  die  Ermittelang 
bestimmter  analytischer  Functionen  von  gegebenen  Eigenschaften  b^nnt 
von  Neuem. 

Capitel  VII  giebt  die  Weierstrass^sche  Theorie  der  doppelt- 
periodischen Functionen.  Nachuntersuchung  der  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Perioden  und  nach  Feststellung  des  Satzes,  dass  es  keine  drei- 
und  mehrfach  periodischen  eindeutigen  Functionen  geben  kann,  wird  die 
Aufgabe  dahin  beschränkt,  nur  solche  eindeutige  doppeltperiodische  Fonc- 
tionen  zu  behandeln,  die  sich  im  Endlichen  durchaus  wie  rationale  Func- 
tionen verhalten  und  somit  ein  und  denselben  Werth  in  einem  Perioden- 
parallelogramm nur  endlich  oft  annehmen  können.  Die  ganze  Zahl,  welche 
angiebt,  wie  oft  derselbe  Werth  in  jedem  Parallelogramm  angenommen 
wird,  heisst  der  Orad  der  doppeltperiodischen  Function.  Es  soll  mm 
eine  solche  Function  m*^  Qrades  mit  den  ünendlichkeitsstellen 

u,i  +  w     (j»  =  l,2,  ...,m) 
und  den  Nullstellen 
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Vy  +  w    (v  =  l,2,...n) 
constrnirt   werden.    Ans  dem  allgemein  dafür  zu  setzenden  Ausdrucke  er- 
giebt  sich  zunKchst,  dass  n^m  sein  muss,  und  endlich  ergiebt  sich 


wo  c  und  1}  n&her  za  bestimmen  sind. 

Zu  §  59  wird  eine  nene  Definition  der  oben  behandelten  Function 

gegeben.  nämUch  .ju  +  u,)  cju-u,) 

Aus  dieser  Formel  ergeben  sich  zahlreiche  Beziehungen  zwischen  den 
p  und  ihren  Ableitungen  einerseits  und  den  a  und  ihren  Ableitungen  anderer- 
seits, ebenso  zwischen  den  p  und  p'.  Schliesslich  folgt  der  allgemeine  Satz, 
dass  jede  zu  einem  Periodenpaare  (2u;,  2w')  gehörige  eindeutige 
doppeltperiodische  Function  9>(tt),  die  im  Endlichen  den  Cha- 
rakter einer  rationalen  Function  besitzt,  sich  rational  durch 
die  zu  demselben  Periodenpaare  gehörige  Function  p(u)  und 
deren  erste  Ableitung  j)'(t<)  ausdrücken  lässt. 

In  §  61  handelt  es  sich  darum ,  die  Differentialgleichung  für  die  doppelt- 
periodische Function  2'*^  Grades  aufzustellen,  womit  eine  weitere  Definition 
gewonnen  wird,  in  §  62  um  das  algebraische  Additionstheorem  ftLr  p(u) 
und  für  jede  doppeltperiodische  Function  mit  der  einzigen  wesentlich  singu- 
iSren  Stelle  u  =  oo,  welches  also  stets  in  der  Form 

C^W(u  +  v),g>{u),q>(v)]^0 
geschrieben  werden  kann,  wShrend  uiQgekebrt 

fp{u  +  v)  =  Bi  [p  {u) ,  p  (v) ,  p(u) ,  p\v)]  =  B  [g)  (w) ,  9  (t;) ,  ^'(u) ,  g>\v)] 
ist,  wo  B  eine  rationale  Function  bedeutet. 

Ist  femer  eine  doppeltperiodische  Function  x=^p{ü)  durch  die  früher 
entwickelte  Differentialgleichung 

definirt,  so  lassen  sich  ihre  Perioden  ermitteln,  und  zwar  in  Gestalt  der 
Integrale^ 

dl 


w, 


J  yitix)  J2 


1         /  dg»  _      K 


0 

IIItL-lit.  AbtbIg.  d.  ZcitMtat.  f.  Math.  n.  Pbyi.  XXXin,  2. 
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et  —00  ao 

—  00  e,  0 

Nach  Entwickelang  weiterer  Relationen,  die  zu  den  Untersncbongen  von 
Legendre  hinflberftlhren,  werden  in  §64  eindeutige  Functionen  des  Perioden- 
yerhältnisses  untersucht.  Hat  man  z.  B.  2w^  und  2w^  als  primitive  Perioden 
der  durch  die  obige  Differentialgleichung  definirten  Function  x=^p{u)y  die 
in  der  Umgebung  von  u  =  0  die  Entwickelung 


besitzt»  wo 


"-^^ 


_  (2v-l)c,u»''-* 
1 


^_^.(2^«;,  +  2^'u./'' 


(v  =  2,3,...). 


so  bleibt  c^  angeändert,  wenn  man  od  und  m^  durch 

ersetzt,  wo  pq-^pq^  +  1  ist  Die  Grössen  Cp  lassen  sich  als  analytUcbe 
Functionen  von  o»|  und  oi^  nachweisen. 

Diese  und  ähnliche  Substitutionssätze  fahren  über  zu  der  von  Poin- 
oarö  aufgestellten  Theorie  der  Functionen  mit  linearen  Substi- 
tutionen in  sich. 

Es  wird  nämlich  ganz  allgemein  nach  solchen  eindeutigen  analytiscben 
Functionen  F{x)  von  der  Beschaffenheit  gefragt,   dass,  wenn  man  statt  x 

die  lineare  Function  /"(«)  =  ( — i— ;)  substituirt,  die  Gleichung 


KS$-:)-^<') 


besteht  und  zwar  fClr  jeden  Werth  x  aus  dem  Innern  oder  der  Grenze  des 
Stetigkeitsbereiches  von  F{x). 

Allerdings  verzichtet  der  Herr  VerfieLsser  auf  die  Darstellung  der  ent- 
sprechenden Theorie ;  vielmehr  beschränkt  er  sich  darauf,  die  functionentheore- 
tische  Behandlung  der  Frage  zu  charakterisiren,  wobei  sich  zeigt,  dass  der 
Gang  dem  bei  den  doppeltperiodischen  Functionen  eingeschlagenen  ganz  analog 
sein  muss.  An  Stelle  der  Perioden  und  ihrer  Beziehungen  zu  einander  sind 
hier  die  Substitutionen  selbst  zu  betrachten,  wobei  ad  —  hc^^l  voraus- 
gesetzt wird. 

Es  stellt  sich  heraus,  dass  die  Functionen  mit  einer  Fundamental- 
Substitution  die  ein&ch  periodischen,  die  mit  zweien  der  doppel^periodi- 
schen  sind.  In  §  67  werden  noch  die  nöthigen  Andeutungen  über  die  Fonc- 
tionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Fundamentalsubstitutionen  ge- 
geben. 
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Das  SchluBscapitel  wendet  sich  zu  Weierstrass'schen  Sätzen  zarttck| 
die  Yon  den  analytischen  Functionen  mehrerer  Variabelen  handeln.  Zu- 
nächst ¥rird  das  Verhalten  in  der  Umgebung  der  Nullstelle  untersucht,  so- 
dann gezeigt,  dass  eindeutige  Functionen,  die  sich  überall  durch  den  Quo- 
tienten zweier  Potenzreihen  darstellen  lassen,  rationale  Functionen  ihrer 
Argumente  sind.  Der  Schlussparagraph  handelt  von  dem  irreductiblen  alge- 
braischen Gebilde  m^'  Stufe  im  Gebiete  von  n  -f  1  Grössen. 

Damit  ist  der  Leser  bis  zu  den  Fragen  Yorgeschritten,  mit  denen  sich 
die  massgebenden  Functionentheoretiker  noch  heute  beschäftigen,  und  er 
wird  in  den  Stand  gesetzt  sein,  die  neuesten  Untersuchungen  zu  verfolgen. 
Unter  Ausscheidung  alles  unwesentlichen,  unter  Vermeidung  jedes  geome- 
trischen Beweises ,  ohne  Benutzung  z.  B.  der  Gauss-Biemann 'sehen  Ab- 
bildungsiheorien  ist  er  von  den  einfachsten  arithmetischen  Grundbegriffen 
aus  zum  System  der  complexen  Zahlen  und  Zahlenreihen  übergegangen  und 
hat  dann  durch  einen  analogen  Gang  das  Gebiet  der  rationalen  Function  zu 
dem  allgemeinen  Bereiche  der  analytischen  Function  erweitert. 

Nirgends  handelt  es  sich  um  zufälliges  Auftreten  neuer  Begriffe,  son- 
dern überall  um  innere  Nothwendigkeit  und  Consequenz  des  Aufbaues.  Das 
grossartige  Gebäude  ist  allerdings  erst  in  den  Umrissen  vollendet.  Das 
Innere  bedarf  noch  des  Ausbaues,  der  gruppenweise  vorzunehmen  sein  wird. 
Mit  diesen  Functionsgruppen,  die  sich  dem  Begriffe  der  analytischen  Func- 
tion unterordnen,  wird  sich  die  mathematische  Forschung  noch  geraume 
Zeit  beschäftigen  müssen,  ebenso  mit  der  pädagogischen  Verarbeitung,  die 
es  auch  dem  Anfänger  ermöglichen  wird,  sich  in  wenigen  Jahren  in  dem 
Gesammtgebiete  zu  Orientiren. 

Steht  dann  das  Ganze  als  ein  architektonisches  Meisterwerk  vor  uns, 
dann  erst  mag  es  gerathen  erscheinen,  aus  dem  wohlbegrenzten  Gebiete  der 
Weierstrass'schen  Functionentheorie  herauszugehen,  um  auf  einem  noch 
allgemeineren  Gebiete  Entdeckungen  zu  versuchen^  die  eine  vierte  Periode 
der  Functionenlehre  anbahnen  mögen. 

Vorläufig  wird  das  Biermann'sche  Buch,  hoffentlich  in  mehrfachen 
Auflagen,  Vielen  ein  werthvoUer  Wegweiser  sein. 

Hagen,  den  1.  Januar  1888.  Dr.  Gustav  Holzmülleb. 


Die  Elemente  der  projectivisohen  Geometrie,  von  Dr.  Emil  Wbtr,  o.  ö. 
Professor  an  der  k.  k.  Universität  Wien.  Zweites  Heft:  Theorie  der 
Curven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Classe.  Wien,  1887.  Wilhelm 
BraumüUer.     (Vergl.  d.  J.  XXX,  S.  106.) 

Das  Inhaltsverzeichniss  weist  Folgendes  auf: 

Einleitung:   Curven  und  Flächen.     1.  Cap.:   Die  Curven  2.  0.  als  Er- 
zeugniss  projectivischer  Strahlenbüschel.    2.  Cap. :    Das  eingeschriebene  ®^9^/^qTp 
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fliehe  Sechseck  oder  Sechsseit.  3.  Cap.:  Die  Onrven  2.  Gl.  als  Erzengniss 
projectiviscfaer  Punktreihen.  4.  Cap.:  Das  nmgeschriebene  einfache  Sechs- 
seit   oder   Sechseck.     5.  Cap.:     Die   Polareigenschaften    der  Eegelschnitle. 

6.  Cap.:    Projectivische  Punkt-   und  Tangen tensjsteme   an  Kegelschnitten. 

7.  Cap.:  Gemeinschaftliche  Elemente  zweier  Kegelschnitte.  8.  Cap.:  Die 
Durchmesser  und  Axen  der  Kegelschnitte.  9.  Cap.:  Die  Brennpunkte  der 
Kegelschnitte. 

In  der  Einleitung  werden  die  verschiedenen  Entstehungsarten  der  Cürven 
und  Flächen»  sowie  die  Definitionen  von  Tangente,  Berührungspunkt,  Tan- 
gentialebene gegeben;  dann  auch  die  Begriffe  von  Ordnung,  Classe,  Bang 
der  Gebilde  erläutert  Das  anfängliche  Hereinziehen  von  Flächen,  welche  den 
Baum  als  Orundgebilde  dritter  Stufe  voraussetzen ,  in  den  Rahmen  des  vor- 
liegenden Heftes  ist  unnöthig,  da  später  doch  nur  von  ebenen  Curven  die  Bede 
ist,  es  stört  sogar  zuweilen,  wie  bei  der  Einführung  von  „Usaig*  und  „Classe*^ 
(S.  21).  Es  erscheint  unstatthaft,  die  „Greometrie  der  ebenen  Curven*'  mit 
dem  Theile  der  Baumgeometrie  ^  welcher  die  ebenen  Curven  betrifft,  zu  ver- 
quicken. Mit  der  Definition  der  Tangente  (S.  2)  kann  sich  Bef.  nicht  ein- 
verstanden erklären.  Nach  dem  dort  Gesagten  muss  der  Anfibiger  zu  der 
Ansicht  kommen,  dass  auf  der  Tangente  drei  Curvenpunkte  liegen. 

Der  Inhalt  der  beiden  ersten  Capitel  steht  dem  des  dritten  und  vierten 
dual  gegenüber.  Die  verschiedenen  Modificationen,  welche  die  Pascal- 
und.  Brianchon'schen  Figuren  infolge  Auftretens  unendlich  femer  Ele- 
mente erleiden,  werden  ausführlich  bebandelt.  Der  aUgemeine  Inhalt  gipfelt 
in  dem  Nachweise  der  Identität  der  Curven  2.  0.  und  2.  Cl.  Auch  das 
fünfte,  achte  und  neunte  Capitel  stehen  im  engen  Zusammenhang.  Während 
im  erstgenannten  wesentlich  allgemeine  Polareigenschaften  zur  Sprache 
kommen,  enthalten  die  beiden  letzten  die  in  den  üeberschrifben  bezeichneten 
Gegenstände  als  specielle  Polarengebilde.  Das  siebente  Capitel  enthält  neben 
den  Constructionen  der  Schnittpunkte  zweier  Curven  2.  0. ,  wobei  mindestens 
zwei  dieser  Punkte  als  gegeben  betrachtet  werden ,  auch  den  analytisch  ge- 
führten Nachweis ;  dass  die  Anzahl  aller  Punkte  4  ist.  Conjugirt  imaginäre 
Punkte  und  Tangenten  werden  in  Betracht  gezogen  und  Constructionen  von 
Kegelschnitten,  deren  Bestimmungsstücke  zum  Theil  imaginäre  sind,  durch- 
geführt. Ausserdem  findet  die  Theorie  der  Kegelschnittbüschel  und  Kegel- 
schnittschaaren ,  soweit  dieselbe  in  Beziehung  zum  Desargues'schen  Satze 
steht,  ihre  Erledigung. 

Was  bei  der  Besprechung  des  ersten  Heftes  Lobendes  über  die  Ab- 
fassung des  Werkes  gesagt  wurde,  kann  unverändert  auf  das  vorliegende 
übertragen  werden. 

Hannover.  C.  Bodei^erg. 
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Sammlung  von  Matniitätifragen  ans  der  darstellenden  Geometrie.   Nach 
den   officiellen  Jahresberichten  der   öffentlichen  Realschulen  Oester- 
reichs   zusammengestellt   von   Joachim  Stbimbr.     Wien   1887.     In 
Commission  bei  Alfred  Holder. 
Der  VerfiEisser  hat  sich   die  Mühe  gegeben,  alle  Aufgaben,   welche  in 
der  bezeichneten  Disciplin  an  66  Lehranstalten  in  einer  Reihe  von  Jahren 
gegeben  worden  sind ,  neben  einander  aufsuführen.    Eine  und  dieselbe  Auf- 
gabe  tritt   demgemSss   zuweilen   mehrfach  auf,   der  Verfasser  findet  darin 
einen  Maassstab  ftlr  ihre  Wichtigkeit.     Allen  Lehrern,   die  das  Bedürfniss 
empfinden,  ihren  Aufgabenvorrath  zu  ergSnzen,  wird  das  Buch  willkommen 
sein.    Mitgetheilt  sind  Aufgaben  aus  der  Orthogonalprojection  und  Perspec- 
tive;   die  Axonometrie   scheint  demnach  nicht  an  genannten  Lehranstalten 
getrieben  zu  werden. 

Hannover.  C.  Rodbmbbrg. 


Synthetisch  -  geometrisehe  Theorie  der  Krümmung  von  Kurven  nnd 
Flächen  zweiter  Ordnung.  Von  Dr.  Carl  Cranz,  Privatdocent 
an  der  polytechnischen  Schule  in  Stuttgart  Stuttgurt,  J.  B.  Metz- 
ler^sche  Buchhandlung.     1886. 

Der  Verfasser  stellt  sich  laut  Vorrede  die  Aufgabe,  „die  wichtigsten 
Beziehungen  der  Krümmung  von  Curven  und  FlSchen  zweiter  Ordnung  auf 
Grund  der  projeetivischen  Geometrie,  ohne  Zuhilfenahme  von  analytischen 
and  kinematischen  Betrachtungen,  in  einfacher  Weise  darzulegen  *'.  —  Man 
muss  sagen,  dass  ihm  die  Lösung  dieser  Aufgabe  geglückt  ist.  Der  Stoff 
ist  derart  vorgetragen,  dass  das  Buch  von  Jedem,  welcher  einigermassen 
die  Elemente  der  projeetivischen  Geometrie  inne  hat,  leicht  gelesen  werden 
kann. 

In  einer  einleitenden  Betrachtung  über  das  Wesen  der  Krümmung 
einer  Curve  wird  der  Krümmungskreis  auf  zwei  verschiedene  Arten  definirt, 
je  nachdem  die  Curve  als  Punkt  oder  Geradenort  gegeben  ist,  und  dann  wird 
bewiesen,  dass  beide  Definitionen  denselben  Kreis  enthalten.  Das  natürliche 
Mittel  zu  allen  Constructionen  der  Ebene  ist  die  coUineare  Beziehung  zwischen 
dem  gegebenen  Kegelschnitte  und  dem  Krümmungskreise  in  einem  seiner 
Punkte.  ZunSchst  wird  der  Steiner 'sehe  Satz  und  die  von  Pelz  gegebene 
allgemeine  Auffassung  der  St  einer 'sehen  Parabel  begründet.  Aus  diesen 
Sätzen  fliesst  dann  eine  grosse  Reihe  von  bekannten  Constructionen,  die 
alle  als  Beispiele  zu  dem  allgemeinen  Verfahren  erscheinen.  Der  Krüm- 
mungstheorie der  Flächen  zweiter  Ordnung  geht  eine  Zusammenstellung  der 
wichtigsten  zur  Anwendung  konunenden  Sfitze  über  ebene  Schnitte  imd  Be- 
rührungskegel dieser  Flüche  voraus.  An  der  Hand  der  früher  fdr  die  Ebene 
gegebenen  Constructionen  werden  dann  die  Sätze  von  Mensnier  imd  Euler 
für  Flächen  zweiter  Ordnung  bewiesen.    Daran  knüpft  sich  eine  Eintheilung  ^j^ 
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der  Flächen  zweiter  Grade  nach  ihrer  Erttmmung.  Den  Schlass  bildet 
die  Aufsuchung  der  Kreispunkte  und  der  sie  ausschneidenden  Focalcorren. 

Von  Dingen ,  welche  die  Art  der  Arbeit  betreffen ,  sei  die  zweckmässige 
Ausführung  der  Figuren  hervorgehoben.  Viele  derselben  sind  rein  schematiscb 
gehalten,  die  Stein  er 'sehe  Parabel  ist  z.  B.  häufig  als  Ejreis  gezeichnet,  um 
alle  Constructionslinien  anschaulich  im  Endlichen  zu  haben.  Nach  Oewinnung 
des  Resultats  ist  dann  eine  Tangente,  die  in  der  Figur  selbst  durch  die 
Bezeichnung  „unendlich  ferne  Gerade'^  kenntlich  gemacht  ist,  ins  Un- 
endliche zu  rücken. 

Hannover.  C.  Rodbnbbrg. 
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Entwurf  einer  Oesolüohte  der  Gesetze  des  Stosses. 

Von 

EüOEN  Gelcich. 

(8  oh  !«■■.) 


Hienn  Taf.  11  Fig.  1  —  4. 


Angenommen  nun»  der  Stoss  bei  C  geschehe  diurch  einen  Körper  B 
(Fig.  1)  und  zwar  nach  Angabe  der  Figur  derart,  dass  BC  senkrecht  auf 
die  Berührongsebene  ausfalle,  so  wird  A  eine  fortschreitende  und  eine 
drehende  Bewegung  annehmen.  Nach  einer  Zeit  dt  gelangt  A  nach  a, 
B  nach  &,  Q  nach  g,  Gg  ist  grösser  als  Aa^  da  nebst  der  fortschreiten- 
den eben  auch  die  rotatorische  Bewegung  entstand.  Die  Entfernung  BQ 
in  einem  Augenblick  des  Stosses,  d.  i.  in  der  Zeit  dt  nach  erfolgter  Be- 
rührung, bezeichnen  wir  mit  o;,  den  Winkel  ACQ  mit  o,  die  Distanz  AQ 
mit  f.  Die  Geschwindigkeiten  von  A  und  B  sollen  mit  u  und  t;,  die  rota- 
torische Geschwindigkeit  von  Q  mit  r  bezeichnet  werden.  Zur  einen  Zeit 
di  sind  die  Theilbetrttge  von  u,  v  und  r^-du^  dv,  dr  und  Aa^udt, 
Bb=:zvdt,  gy^frdt.    Es  ist  aber 

Bg  =  x  +  udt  +  frdt^vdt  +  x  +  dx, 
woraus 

u-v  +  fr 
Mau  drUcke  dv,  duy  dr  durch  die  Kraft  des  Stosses  {p)  und  durch  die 
Massen  aus,  d.  h.  man  setze 

War  die  Geschwindigkeit  von  B  vor  dem  Stosse  h,  so  ist  die  Geschwindig- 
keit V  nach  dem  Stosse:  ^ 

nnd  daher 

3)  B{b-v)r=:fpdt. 
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Aus  2)  und  3)  folgt  aber 

4)  B{h^v)  =  Äu=-^^^^'-^- 

'  ^  ACsma      f 

Durch  EinfÜhnuig  des  Werthes  1)  in  2)  erhält  man  drei  Oleichocgen, 
ans  welchen  sich  folgende  bilden  lässt: 

aBudV'-aBvdv  +  a  Bfr  dv  +  CAu  du  —  CÄv  du  +  CA  fr  du 

=={'-a  +  C+p)pdx  +  ^-y '—2r—+pSrdr, 

ABp 
wobei  «  =  —  -4.,   C=^B^  p  =  — 5 —  bedeuten.     Die  Integration  derselben 

o 
ergiebt : 

ABv^  +  ABu^  +  ABf^f^      ,^  ,„^      .    .  « ^ 
— s— ^- ABvu  —  ABfrv  +  ABfru 


aus  welcher  wieder  folgt: 


ÄBb* 

— ?;: — ' 


5)  -v+u  +  fr=j/h'  +  2{^+^  +  (^)fpdx. 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  sind  die  Grundgleichungen,  aus  welchen 
dann  Euler  die  speciellen  Fälle  ableitet.  Soll  z.  B.  der  ezcentrische  Stoss 
elastischer  Körper  behandelt  werden,  so  ist  die  Wirkung  von  B  auf  A  in 
dem  Augenblick  vollendet,  als  sich  die  Körper  wieder  trennen,  d.  h.  wenn 
dx=^0  ist.  Setzt  man  diesen  Werth  in  5)  ein,  so  lassen  sich  aus  4)  und 
5)  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekannten  aufstellen,  aus  welchen  folgt: 
Geschwindigkeit  von  B  nach  dem  Stosse 

2A8b 

*"■"        iA  +  B)8+ABr' 
Geschwindigkeit  von  A  nach  dem  Stosse  in  der  Richtung  Aa 
^  2BSh 

^     {A+B)S  +  ABf^' 
rotatorische  Geschwindigkeit 

^         2ABfh 
^     {A+B)8+ABf^' 
In  ähnlicher  Weise  untersucht  Eni  er  alle  möglichen  übrigen  Fälle  des 
schiefen  Stosses,  er  stellt  ftlr  jeden  Fall  Gleichungen  auf,   die  dann  die 
entstehenden  Fragen  beantworten. 

Karsten  hat  den  schiefen  Central-  und  den  excentrischen  Stoss  fast 
ganz  nach  Euler  behandelt^);  Lambert^)  seinerseits  will  vom  schiefen 
Stoss  nur  soviel  anführen,  als  es  nöthig  ist,  um  zu  zeigen,  „dass  eine  deut- 
lich auseinandergesetzte  Theorie  desselben  ungleich  schwerer  und  weitläufiger 

1)  Karsten  a.  a.  0.  S.  236  §  244  n.  S.  284  bis  316. 

2)  Lambert  a.  a.  0.  8.  638  §  171. 
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ist,  als  man  sie  gewöhnlich  vorträgt **.  Zu  diesem  Zwecke  behandelt  er  das 
schiefe  Anffcreffen  einer  elastischen  Kugel  gegen  eine  unbewegliche  und 
ebenfalls  elastbche  Wand.  Bei  dem  Falle,  wo  zwei  Kugeln  in  verschiedenen 
Richtungen  zugleich  auf  eine  dritte  stossen,  und  daher  die  Bewegung  aus 
der  Zusammensetzung  der  Kräfte  entsteht,  glaubt  er,  dass  die  Regeln,  die 
man  dafür  bis  zu  seinen  Zeiten  angab ,  zwar  grösstentheils  richtig  seien ,  den 
eigentlichen  und  deutlich  auseinandergesetzten  Beweis  hält  er  aber  für  viel  zu 
verwickelt.  Die  Richtung  des  Druckes,  sagt  er,  ändert  sich  mit  der  Lage  der 
Mittelpunkte  in  Einem  fort  und  der  Weg  der  Mittelpunkte  ist  an  und  für  sich 
sehr  veränderlich.  Die  Gesetze  dieser  Bewegungen  abzuleiten  erklärt  er  für 
eine  so  verwickelte  Sache,  dass  er  von  deren  Behandlung  abstrahiren  will. 

Lambert  hat  sich  noch  bei  einer  andern  Gelegenheit  mit  den  Gesetzen 
des  Stosses  beschäftigt^)  und  dabei  gezeigt,  wie  schwer  sich  die  Begriffe 
„ elastisch **  und  „unelastisch*'  in  der  praktischen  Anwendung  der  Bewegungs- 
gleichungen bestimmen  lassen.  Es  können  die  kleinsten  Theile  von  Körpern, 
welche  man  als  unelastisch  ansieht,  doch  Elasticität  besitzen,  und  da 
benimmt  sich  der  Körper  beim  Stoss  verschieden,  je  nach  der  Geschwin- 
digkeit, mit  welcher  der  Stoss  stattfindet  Bei  der  Untersuchung  solcher 
Bewegungen  reicht  wohl  die  Theorie  nur  zum  Theil  aus,  Erfahrung  ist  in 
diesem  Falle  massgebend.  Interessante  Anwendungen  hiervon  bietet  die  Ar- 
tillerie; die  ersten  Versuche  über  diesen  Gegenstand  hat,  wie  gesagt,  Lam- 
bert veröffentlicht. 

Es  war  früher  davon  die  Rede,  dass  sich  Wrenn  vor  der  Bekannt- 
machung seiner  Gesetze  durch  Versuche  mit  Pendeln  von  der  Richtigkeit 
derselben  überzeugte.  Damals  betrieb  die  Experimentalphysik  mit  vielem 
Eifer  der  bekannte  Physiker  Mariotte,  der  sich  die  Mühe  genommen  hat, 
alle  möglichen  Fälle  des  Stosses  elastischer  und  unelastischer  Körper  durch 
Versuche  zu  erproben.  Er  schrieb  die  Resultate  seiner  Untersuchungen, 
welche  nur  die  von  Huyghens,  Wrenn  und  Wallis  aufgestellten  Gesetze 
bestätigen ,  mit  vielen  Details  nieder  und  veröffentlichte  sie  in  einer  kleinen 
Druckschrift,  betitelt:  ^Trait6  de  la  percussion  ou  choc  de  corps^,  welche 
1677  in  Paris  erschien').  Zur  Ausführung  dieser  Experimente  bediente  er 
sich  der  nach  ihm  benannten  Percussionsmaschine,  die  wohl  aber  ganz  anders 
aussah,  als  die  vermeintliche  Percussionsmaschine  unserer  heutigen  physi- 
kalischen Cabinette.  Die  Originalmaschine  von  Mariotte  (Fig.  2)  bestand 
aus  einer  gleichschenkligen  Dreiecksfläche  ahc^  mit  zwei  hervorstehenden 


1)  Anmerkungen  über  die  Gewalt  des  Schiesspulvers  und  den  Widerstand  der 
LufL    Berlin  1776.    §§t4-27. 

2}  Die  Brochure  ist  nur  noch  schwer  zu  finden,  sie  ist  aber  vollständig  ab- 
gedruckt in  den  „Oeuvres  de  Mariotte,  de  Pacad.  royale  des  sciences.  Nouvelle 
Edition.  Tome  I.  A  laHayel740".  Die  Abhandlung  „De  la  percussion  ou  choc 
des  Corps'*  omfasst  116  Seiten  mit  61  auf  4  Tafeln  gedruckten  Figuren,  loh 
fand  dieses  Werk  uar  in  der  Münchener  Hofbibliothek  vor.  j 
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Haken  d  and  e  versehen,  woraaf  die  Schnüre  df  und  eg  befestigt  waren. 
Bei  f  und  g  befanden  sich  zwei  Kngeln ,  die  nach  Belieben  gewechselt  wer- 
den konnten,  nm  Versuche  mit  elastischen  und  unelastischen  Körpern  aus- 
zufahren, hfy  gl  waren  eingetheilte  Bögen,  um  den  von  den  jeweiligen 
Kugeln  zurückgelegten  Weg  messen  zu  können. 

Die  heutige  Percussionsmasohine,  wie  sie  in  allen  Werken  über  Experi- 
mentalphysik abgedruckt  erscheint,  rührt  von  dem  französischen  Physiker 
NoUet  her,  der  sie  erdachte  und  zum  ersten  Mal  beschrieb^).  Aehnlich 
wie  die  Maschine  von  Nollet,  aber  doch  noch  complicirter  als  diese,  war 
eine  Maschine  von  Gravesandius,  die  Musschenbroeck  in  seiner  Philo- 
soph, nat.  beschreibt. 

Eine  schöne  Anwendung  der  Gesetze  des  Stosses  bilden  die  Regeln  des 
Billardspieles,  die  zuerst  von  Musschenbroeck,  jedoch  ohne  Berück- 
sichtigung der  Drehung  behandelt  wurden').  Es  greift  bei  denselben  auch 
der  Stoss  beweglicher  Körper  gegen  elastische  Wände  ein,  den  wir  zwar 
nicht  in  den  Rahmen  unserer  Skizze  einbezogen;  diese  Partie  glauben  wir 
aber  doch  nicht  unberücksichtigt  lassen  zu  dürfen. 

Musschenbroeck  bestimmt  den  Weg  der  Billardkugeln  für  verschie- 
dene Fälle  durch  den  einfachen  Constructionsweg.  Ein  oder  zwei  Beispiele 
werden  genügen,  um  den  Vorgang  zu  charakterisiren.  Es  soll  in  Fig. 3 
die  Kugel  0  jene  Ä  nach  doppeltem  Auftreffen  an  die  Billardwände 
stossen;  VXZY  seien  die  Billardwände.  Man  lege  das  Parallelogramm 
y'X' Z'Y"\[yXZY  und  zwar  derart,  dass  die  parallelen  Seiten  von  ein- 
ander um  den  Radius  der  Billardkugel  abstehen.  Zieht  man  ABA.YX 
und  macht  ÄD==DB,  femer  CM±XZ^  GL^LM,  und  verbindet 51f, 
so  sind  aus  naheliegenden  Gründen  /  und  L  die  Punkte,  worauf  eine  oder 
die  andere  Kugel  auftreffen  muss,  um  auf  die  andere  zu  stossen. 

Soll  mit  der  eigenen  Kugel  C  (Fig.  4)  die  fremde  Kugel  A  in  das  Loch 
F  getrieben  und  dabei  die  eigene  Kugel  von  der  Bewegungsrichtung  ab- 
gelenkt werden ,  so  verbinde  man  FA  und  lege  beim  Punkte  r  der  FA  die 
8t  tangent  an  A,  Hierauf  beschreibe  man  mit  dem  Halbmesser  der  Billard- 
kugeln den  Kreis  JB,  fälle  die  BE±XY  und  mache  BL^LE.  Verbindet 
man  E  mit  0,  so  ist  X  der  Punkt,  gegen  welchen  die  Kugel  C  zu  dirigiren 
ist.  Dann  wird  G  den  Weg  GDB  annehmen  und  die  Kugel  A  bei  r  stossen. 
Zerlegt  man  die  Br  in  die  Componenten  J9r,  5^,  so  wird  A  mit  der  Com- 
ponente  Br  gegen  F  getrieben  und  die  Componente  r5  bleibt  wirkungslos. 
In  dieser  Art  sind  alle  weiteren  Beweise  geführt.  Freilich  gehört  zur  Ent- 
Wickelung  der  Billardtheorie  noch  die  Drehung,  die  viel  zu  sagen  bat; 
Musschenbroeck  war  aber  der  Erste,  der  sich  damit  befEtsste,  und  von 
diesem  Gesichtepunkte  aus  verdient  seine  Abhandlung  immerhin  Beachtung. 

1)  Nollet,  Lefons  de  Physique.    Band  I. 

2)  Tntroductio  ad  philosophiam  naturalem.  Auetore  Petro  van  Musschenbroeck. 
Lugdani  Batavorum  apud  SaiD.  et  Joh.  Luchtmans.     1762.    Bd.  I  S.  247  flgg. 
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Wir  haben  noch  der  RoUe  zu  gedenken ,  welche  die  Theorie  des  Stosses 
bei  dem  grossen  Streite  um  die  Entdeckung  des  Satzes  von  der  kleinsten 
Wirkung  spielte,  welcher  seiner  Zeit  die  Gemüther  so  heftig  erregte  nnd 
bei  welchem  selbst  die  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  in  Mitleiden- 
schaft gezogen  wurde. 

Dieser  Satz  lautet  wie  folgt:  „Wenn  eine  Veränderung  in  der  Natur 
geschieht,  so  ist  die  dazu  erforderliche  Wirkung  die  kleinste,  die  möglich  ist.'' 
Auf  Grund  dieses  Satzes  sind  zugleich  die  Gesetze  des  Stosses  in  sehr  einfacher 
und  eleganter  Weise  von  Maupertius  entwickelt  worden^).  Es  sei  angenom- 
men ,  dass  zwei  feste  Körper  von  den  Massen  Ä  und  B  einander  folgen  mit  den 
Geschwindigkeiten  a  und  h,  und  dass  B  von  Ä  erreicht  wird.  Nach  dem 
Stosse  sei  die  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  x.  Nach  den  Gesetzen  der 
gleichförmigen  Bewegung  kann  man  sagen,  dass  jede  der  Massen  vor  dem 
Stosse  in  der  Zeit  t  einen  Weg  a  und  h  zurücklegten  und  nach  dem  Stosse 
in  derselben  Zeit  den  Weg  x  ablaufen.  Die  Masse  A  hat  nach  dem  Stosse 
an  Geschwindigkeit  verloren  und  zwar  um  a—x,  die  Masse  B  um  x  —  b 
gewonnen.  Die  Kräfte  lassen  sich  nun  ausdrücken  durch  die  Producte  der 
Massen  in  die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  und  es  soll  nun  nach  dem 
Satze  der  kleinsten  Wirkung  die  Summe  dieser  Kräfte  ein  Minimum  sein. 
Setzt  man  also  den  ersten  DifFerentialquotienten  von-4(a  — a;)*  +  jB(6  — a;)*=0 
und  bestimmt  daraus  x^  so  wird 

^2aA  +  2Äx  +  2BX''2Bb=^0,     ^^'^ftf^- 

A  +  H 

Aus  diesem  Satze  lassen  sich  dann  einfach  auch  die  Gesetze  der  Bewegung 

elastischer  Körper  ableiten.     Behalten  ^1,  £,  a,  &  die  frühere  Bedeutung 

und  setzt  man  die  Bewegung  von  Ä  nach  dem  Stosse  =a,  von  B^ß^  so 

ist  wieder  Ä{a—  a)^  +  B{ß—hy  und  es  muss 

2Äada  +  2Ättöa  +  2Bßöß-2Bbdß^0 

sein.     Weil   nun  bei  elastischen  Körpern  die  relativen  Geschwindigkeiten 

vor  und  nach  dem  Stosse  dieselben  bleiben: 

und  daraus 

dß  =  8a. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  obige  Gleichung  ein,  so  wird: 

-2Äa  +  2Äa'i^2Bß-2Bb^0 

oder,  j3  =  of  —  i)  +  a  gesetzt: 

2Äa  +  2Äa  +  2Ba-2Bb  +  2Ba^0 
und 

{Ä-B)a  +  2Bb       ^      iB-Ä)b  +  2Äa 
^=- Ä  +  B '     ^^ Ä  +  B 


1)  Oeuvres  de  Mr.  de  Maupertius.  Lyon  1766.  Bd.  I.  ~  Auch  in  Möm.  de 
TAcad.  Boy.  de  Prusse  1746,  S.  268;  oder  in  fssay  de  Cosmologie  von  Mauper> 
tiuB,  1760.  ^  j 
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Wenn  man  aber  gerade  will,  so  muss  man  dieses  Verfahren  als  anyollst&n- 

dig  bezeichnen,  da  bei  unelastischen  Körpern  schon  vorausgesetzt  ist,  dass 

sie  nach  dem  Stosse  die  gleiche  Geschwindigkeit  beibehalten,  and  auch  bei 

elastischen  die  Gleichheit  der  relativen  Bewegungen  nicht  erwiesen  wird. 

Sollte    die  Formel    ohne   diese  Voraussetzungen    aufgestellt  werden,  dann 

müsste  man  allgemein  setzen: 

A{a—xf  +  B{y  —  hY  =  Minimum, 
woraus 

'-'A(a-x)dx  +  B{y-h)dy^Q, 

mit  welcher  Gleichung  die  Verhältnisse  der  gegebenen  Grössen,  da  zwei 
Unbekannte  darin  vorkommen,  nicht  eruirt  werden  können.  Lambert, 
der  diesen  Mangel  der  Ableitung  tadelt,  hilft  sich  darüber  hinweg^),  indem 
er  für  elastische  Körper  noch  setzt: 

a  — 5  =  y— », 
was  dann  die  Gleichung 

dy^dx 

bedingt  Selbst  durch  diese  Einführung  setzt  man  aber  Etwas  als  bekannt 
voraus,  was  erst  zu  beweisen  wäre. 

Schliesslich  noch  wenige  Worte  über  das  Krftftemaass  beim  Stosse. 

Um  die  Kraft  des  Stosses  zu  messen,  hat,  wie  früher  erwähnt,  der 
P.Mersenne  versucht,  erstere  mit  Gewichten  zu  vergleichen.  Camus') 
gab  zu  diesem  Zwecke  ein  eigenthümliches ,  ganz  falsches  Verfahren  an. 
Er  Hess  eine  Bleikugel  mit  einem  Hammer  von  1  Pfund  Gewicht  ohne 
Gewalt  platt  schlageit.  Weil  nun,  um  die  gleiche  Kugel  durch  Druck 
allein  platt  zu  machen,  ein  Gewicht  von  200  Pfund  erforderlich  war,  so 
meinte  er,  der  Schlag  des  Hammers  sei  gleich  200  Pfund.  Was  aber 
Camus  unter  dem  Ausdrucke  ^ohne  Gewalt^,  der  sehr  relativ  aufgefosst 
werden  kann,  meint,  ist  unmöglich  zu  errathen;  noch  weniger  lassen  sich 
daraus  mathematisch -physikalische  Schlussfolgerungen  ziehen. 

Euler  hat  die  vorhergehende  Aufgabe  sehr  gründlich  in  den  Denk- 
schriften der  Berliner  Akademie  behandelt').  Er  zeigt,  wie  bei  derlei  unter- 
suchungen  auf  die  verschiedenen  Zustände  der  Körper  Bücksicht  genommen 
werden  muss.  Bei  dem  Stosse  elastischer  Körper  wird  der  Druck  vom 
ersten  Augenblick  der  Berührung  bis  zum  Moment  der  grössten  Zusammen- 
pressung wachsen;  wollte  man  also  in  diesem  Falle  die  Kraft  des  Stosses 
durch  Gewichte  ausdrücken,  so  müsste  man  ftlr  jeden  Augenblick  die  Ent* 
fernung  der  Schwerpunkte  oder  die  Zeit  kennen,  welche  von  der  ersten 
Berührung  an  verfliesst.  Bei  weichen  Körpern,  wo  der  Zusammenhang  der 
Theile  beim  Stosse  getrennt  wird ,  wird  die  Kraft  des  Druckes  eine  bestän- 


1)  Lambert  a.  a.  0.,  S.  564. 

2)  Traitä  des  forces  mouvantes.    P.  I  eh.  8  prop.  6. 

8)  M^m.  de  Tacad.  roy.  des  Sciences  de  Berlin.    1746.    Sur  la  force  de  per- 
cuBaion,  et  de  sa  veritable  mesure.    S.  21  ^g^, 
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dige  GrOsse.  Derlei  ROrper  drücken  Graben  ineinander.  Angenommen,  ein 
Körper  M  stosse  in  einen  Körper  N  eine  Grabe  ein,  welche  die  Tiefe  a 
erreicht,  so  bestimmt  Eni  er  wie  folgt  die  Kraft  des  Stosses.  Es  seien 
beide  Massen  M  und  N  in  Bewegung  gewesen.  In  der  Zeit  t  nach  der 
ersten  Berührang  habe  N  den  Weg  x  zurückgelegt  und  M  sei  in  N  am 
die  Tiefe  y  eingedrangen,  so  ist  der  ganze  Weg  von  If  c=fl;+y.  Am  Ende 
der  Zeit  t  sei  die  Geschwindigkeit  Ton  M^v^  jene  von  N^u^  so  ist: 

dx  +  dy  dx 

Ist  die  Kraft,  mit  welcher  die  Körper  gegen  einander  drücken ,  =  P,  so  hat 
man  für  die  Bewegung  von  M  die  Gleichung: 

2Mvdv^-AgP{dx+dy), 
für  N: 

2Nudu  =  4gPdx. 

Weil  P  constant  istj'giebt  die  Integration 

Mv^==C-4gPx-4gPy.     Nu*  =  E+4gPy, 
Sind  die  Geschwindigkeiten  vor  dem  Stosse  h  und  c,  so  ist  für  a;  =  0  y  =  0; 
t;  =  b,  u  =  c,  somit 

Mf^^MV-4g(x+y)P,    Nu^^N<?  +  4gPx, 
aus  welchen  beiden  Gleichungen  folgt; 

4^  Py  =  Jtf  (6«- v»)  +  2V^(c«-w«). 
Nun  f&hrt  die  Kugel  fort,  einzudringen,  bis  t;  =  u  ist,  und  dann  wird  y^=a. 
Nach  Einführung  dieser  Werthe   und  einigen  Umformungen  erh&lt  Euler 

Weil  nun  für  tt  =  c  i;  =  6  wird,  so  ist: 

Mv=^Mb  +  Nc-Nu. 
Setzt  man  also  t;  =  u,  so  erhSlt  man: 

^m  +  Nc 

^        M+N   ' 
man  erhält  ferner 

{M+N)*i^  =  Mn^  +  2MNbc  +  N^(?. 

Setzt  man  dies  in  den  Ausdruck  für  4g  Py  und  bestimmt  daraus  P,  so  ist: 

4ga(M+N) 
oder,  wenn  der  eine  Körper  ^unbeweglich  ist,  in  welchem  Falle  er  als  un- 
endlich gross  betrachtet  werden  kann  und  c  verschwindet: 

4ga 
Eni  er  giebt  hierzu  ein  Beispiel ,  bei  welchem  eine  abgeschossene  Bleikugel 
in  einer  Secunde  5  Zoll  tief  in  ülmenholz  eindrang.    Hierbei  war  der  Druck 
in  jedem  Augenblicke  107760  mal  grösser  als  das  Gewicht  der  Kugel. 
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Bei  unvollkommen  harten  Körpern  Iftsst  sich  nicht  sagen,  wie  stark 
beide  Massen  während  des  Stosses  gegen  einander  drücken,  wohl  aber,  wie 
stark  dieser  Druck  bei  einer  gegebenen  Entfernung  dar  Schwerpunkte  ist. 
Bei  vollkommen  harten  Körpern  lassen  sich,  sagt  Karsten 0 9  solche  Be- 
trachtungen nicht  anstellen;  bei  denselben  würde  im  Augenblick  der  Be- 
rührung eine  Ruhe  erfolgen,  wenn  sie  mit  gleichen  Geschwindigkeitengegen 
einander  laufen.  Es  nimmt  folglich  die  Kraft,  welche  im  Augenblicke  des 
Stosses  die  Körper  entfernt,  einem  jeden  eine  endliche  Geschwindigkeit  in 
einem  Augenblicke.  Allein  die  Schwere  kann  keinem  Körper  in  einem  Augen- 
blick eine  endliche  Geschwindigkeit  geben.  Daher  verhielte  sich  die  Gewalt 
des  Stosses  zur  Schwere  wie  eine  endliche  Geschwindigkeit  zu  Null  oder, 
wie  sich  Fischer  ausdrückte^,  wie  ein  Integral  zu  seinem  Differential. 
Daher  rührt  der  Galilei'sche  Ausspruch,  dass  der  Stoss  unendlich  grösser 
als  der  Druck  ist.  Daraus,  folgt  Karsten  weiter,  ist  nicht  zu  schliessen, 
dass  die  Kraft  eines  solchen  Stosses  an  sich  unendlich  sei;  sie  ist  eben  von 
anderer  Natur  als  der  Druck.  Der  Druck  braucht,  um  endliche  Geschwin- 
digkeiten  hervorzubringen,  endliche  Zeiten,  der  Stoss  vermag  dies  in  on- 
endlichen  Zeiten  zu  bewerkstelligen.  Es  lassen  sich  aber  solche  Krftfte  ver- 
gleichen, sobald  man  sich  geeinigt  hat,  was  unter  Kraft  zu  verstehen  ist, 
oder  besser,  wie  die  Kraft  gemessen  werden  solL  Diese  Aufgabe  hat  zu 
dem  berühmten  Streite  über  das  Cartesius-Leibnitz'sche  Kri&ftemaas 
Anlass  gegeben,  der  schon  sattsam  behandelt  wurde  und  uns  daher  nicht 
weiter  aufhalten  soll. 

Wir  werden  unsere  Leser  mit  einigen  geschichtlichen  Bemerkangen 
über  die  Bedeutung  des  Kunstausdruckes  1, Mittelpunkt  des  Stosses^  verlassen, 
der  beim  ezcentrischen  Stosse  eine  Bolle  spielt. 

Stellt  man  sich  durch  den  Schwerpunkt  einer  Masse  N^  welche  von  der 
Masse  M  getroffen  wird,  eine  zur  Bichtung  des  Stosses  senkrechte  Ebene 
vor,  so  nennt  man  nach  Euler  demjenigen  Punkt  derselben,  durch  welchen 
die  Bichtung  des  Stosses  gehen  muss,  damit  er  am  stärksten  ausfalle,  den 
Mittelpunkt  des  Stosses.  Wallis  hat  zuerst  diesen  Ausdruck  gebraucht') 
(piMchtm  percussionis  tiMmmae)  und  wie  folgt  erklärt:  Es  ist  gleichviel,  ob 
man  durch  den  Punkt  des  stärksten  Stosses  einer  Masse  J^,  die  mit  paral- 
leler Bewegung  fortgeht,  denjenigen  versteht,  durch  welchen  die  Bichtung 
des  Stosses  hindurchgeht ,  wenn  ein  unbewegliches  Hindemiss  ihre  Bewegung 
aufhält ,  oder  ob  deijenige  verstanden  wird ,  durch  welchen  die  Bichtung  des 
Stosses  hindurchgehen  muss,  wenn  sie  einer  andern  beweglichen  Masse  M, 
gegen  welche  der  Stoss  central  stattfindet,  die  grösste  Geschwindigkeit  mit- 
theilen  soll. 


1)  a.  a.  0.  S.  260. 

2)  Physik.  Wörterbuch  von  Dr.  J.  C.  Fischer.    IV.  Tbl.  S.  863  u.  864. 

3)  Mechanik.    Cap.  XI  prop.  XY. 
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Wenn  sich  die  Masse  N  dreht ,  so  mnss  ein  Unterschied  gemacht  wer- 
den, ob  es  sich  am  den  Stoss  gegen  eine  unbewegliche  oder  gegen  eine 
bewegliche  Masse  handelt,  da  dann  der  Punkt  des  grössten  Stosses  nicht 
mehr  derselbe  ist. 

Der  Umstand,  dass  der  Mittelpunkt  des  Schwunges  bei  Betrachtung 
einzelner  gegebener  Fälle  zu  ähnlichen  Gleichungen  führt,  wie  solche  aus 
dem  Mittelpunkte  des  Stosses  abgeleitet  werden,  veranlasste  Wallis  zur 
Annahme,  der  Mittelpunkt  des  Stosses  sei  vom  Mittelpunkt  des  Schwunges 
nicht  Terschieden^),  und  Stone  liess  sich  dadurch  verleiten,  beide  Punkte 
unter  einander  zu  verwechseln')«  In  seinen  „Remarques  sur  le  calcul  inte- 
gral de  Msr.  Stone"  hat  BernouUi  den  Fehler  Stone's  hervorgehoben'). 
Demnach  sind  Johann  und  Jacob  Bernoulli  in  dem  Begriffe  des  Mittel- 
punktes des  Stosses  mit  Wallis  einigt).  Euler  erst  hat  diesen  Begriff 
genauer  festgestellt  und  Karsten^)  sammelte  und  löste  in  sehr  verständ- 
licher und  eleganter  Weise  die  verschiedenen  Aufgaben,  die  damit  in  Zu- 
sammenhang stehen. 


Gedächtnissrede 

■of 

Professor  Dr.  Leopold  Prowe 

(geei  am  26.  September  1887), 

gehalten  in  der  ausserordentlichen  Sitzung  des  Coppemicus -Vereins 

für  Wissenschaft  und  Kunst  zu  Thorn 

am  10.  Ootober  1887 

M.    CüETZE. 


Meine  Herren! 
Wir  haben  uns  hier  heute  versammelt,   um  .einer  Ehrenpflicht  zu  ge- 
nügen.     Unser   langjähriger,    hochverehrter  Vorsitzender,    Herr   Professor 
Dr.  Leopold  Prowe,  ist  seinen  langwierigen,  schmerzlichen  Leiden  erlegen. 
Nachdem  wir  soeben  dem  Heimgegangenen  den  Zoll  des  Dankes  durch  Er- 


1)  a.  a.  0.  8.  681. 

2)  Analyse  des  infiniment  petita  comprenant  le  calcul  inte£praL  Seot.  VII  S.  131. 
8)  Oper.  Bd.  IV  S.  IdOflgg. 

4)  Oper.  Jac.  Bernoulli,  Bd.  XI  S.  961.  Demonstration  du  principe  de  Mr. 
Huyghens  touchant  le  centre  de  balancement,  et  de  Tidentit^  de  oe  centre  avec 
celui  de  percnsaion. 

6)  Karsten  a.  a.  0.,  S.  304flgg.  ^  j 
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heben  von  den  Sitzen  dargebracht  haben,  ziemt  es  sich  sicherlich,  aach 
seine  Verdienste  um  den  Verein ,  seine  Verdienste  nm  die  Wissenschaft  hier 
näher  darzulegen.  Die  Verdienste  in  seinem  Berufe,  die  Verdienste,  welche 
er  sich  als  Bürger  der  Stadt  erworben ,  fallen  ausserhalb  des  Rahmens ,  der 
unserer  Darlegung  gesteckt  ist;  nur  eines  der  letzteren,  seiner  Bemühungen 
fOr  die  Geschichte  der  Stadt,  werden  wir  erwähnen  müssen. 

Dass  Leopold  Friedrich  Prowe  am  14.  October  1821  hier  in  Thom 
als  Sohn  des  Rathsherm  Prowe  geboren  ist,  dass  er  am  hiesigen  Gym- 
nasium mit  18  Jahren  das  Abiturientenezamen  ablegte,  darauf  in  Leipzig 
Philologie  studirte  und  von  seinem  Probejahre  ab,  43  Jahre  hindurch,  zu- 
letzt als  erster  Oberlehrer  an  der  Anstalt  wirkte,  die  ihm  einst  als  Schüler 
den  Weg  zu  den  Wissenschaften  eröffnete,  das,  meine  Herren,  brauche  ieh 
hier  nur  zu  erwähnen. 

In  das  Jahr  seiner  Entlassung  zur  Universität  ftUt  die  Gründung  des 
Vereins,  dem  der  unsere  seine  Entstehung  verdankt.  Am  19.  Februar  1839, 
dem  Geburtstage  des  Coppernicus,  trat  in  Thom  eine  Anzahl  von  Per- 
sonen zu  einem  Vereine  zusammen ,  der  sich  die  Errichtung  eines  würdigen 
Denkmals  ffSoc  unsem  grössten  Mitbürger  zum  Ziele  setzte.  Als  am  25.  Oc- 
tober 1853  die  feierliche  Enthüllung  des  von  Fr.  Tieck  geschaffenen  En- 
monumentes  auf  dem  Altstädtischen  Markte  erfolgte,  war  es  unserem  Prowe, 
dem  das  Denkmalcomit6  den  ehrenvollen  Auftrag  ertheilte,  für  die  Fest- 
Bchrift  den  Lebensabriss  des  Gefeierten  zu  verfassen.^) 

Schon  seit  seiner  Anstellung  am  hiesigen  Gymnasium  hatte  Prowe  es 
sich  zur  Aufgabe  gemacht,  die  Lebensumstände  des  Coppernicus,  soweit 
es  möglich ,  aufzuhellen.  Im  Jahre  1853  waren  ihm  von  Seiten  des  damaligen 
Cultusministers  v.  Baum  er  die  Mittel  geboten  gewesen,  in  Schweden, 
vorzugsweise  in  Upsala,  nach  den  dorthin  als  Kriegsbeute  entführten  erm- 
ländischen  Archivalien,  in  denen  sich  vor  allen  Coppemicana  befinden, 
Nachforschung  halten  zu  können;  damals  hatte  er  zu  ähnlichem  Zwecke 
schon  zweimal  Frauenburg  besucht  und  war  in  gleicher  Absicht  in  Erakaa 
gewesen.  Mit  grösster,  dankenswerthester  Liberalität  waren  ihm  überall  die 
Schätze  der  Archive  und  Bibliotheken  zugänglich  gemacht  worden,  üeber 
die  Resultate  seiner  Beidi  nach  Schweden  handelte  er  in  einem  an  den 
Herrn  Minister  gerichteten  Bechenschaftsberichte');  die  erste  genauere  Ver- 
werthung  zum  Zwecke  der  Biographie  des  Coppernicus  jedoch  fanden  sie 


1)  Nicolaus  Copemicus.  Eine  biographische  Skizze  (Denkschrift  zur  Enthai* 
lungsfeier  des  Copemicus -Denkmals  in  Thom).  Herausgegeben  vom  Copemicni- 
Verein.    Thom  1868.    8.  17—86. 

2)  Mittheilungen  ans  schwedischen  Archiven  und  Bibliotheken.  Bericht  an 
Se.  Exoellenz  den  Herrn  Minister  der  geistlichen  Unterrichts-  und  Medidnal- An- 
gelegenheiten Herrn  von  Baumer.  Von  Dr.  L.  Prowe.  Mit  2  lithograpfairtai 
Tafeln.  Berlin  1863.  Verlag  der  Decker^schen  geh.  Oberhofbuchdmckerei.  VlI, 
U  S.  4«.    2  Tafek.  ^  . 
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sämmtlich  in  der  Festschrift  des  Gymnasiums  zur  Enthüllungsfeier,  die  ans 
Prowe's  Feder  die  Abhandlung  brachte:  ^Zur  Biographie  des  Nicolaus 
Coppemicus.  ^  ^)  Darin  waren  ausser  den  von  ausserhalb  erlangten  Acten, 
sttlcken  die  damals  noch  ungeordneten  Urkunden  unseres  städtischen  Archivs 
ausgiebig  benutzt  worden. 

Als  nun  am  15.  October,  dem  Geburtstage  seines  königlichen  Protec- 
tors  Friedrich  Wilhelm  IV.,  zehn  Tage  vor  der  EnthüUungsfeier,  eine 
Zahl  von  Mitgliedern  des  Denkmalvereins  auf  Anregung  des  damaligen  Ober- 
bürgermeisters, geh.  Begierungsrath  Körner,  zusammentraten,  um  diesen 
Verein,  der  mit  Erfüllung  seiner  Aufgabe  zur  Auflösung  kam,  in  er- 
neuter Form  als  ;,Coppemicus -Verein  für  Wissenschaft  und  Kunst''  wieder 
aufleben  zu  lassen,  da  war  Prowe  einer  der  Eifrigsten,  diesen  Zweck  zu 
fördern.  Er  wurde  nebst  dem  ebenfalls  unvergesslichen  Dr.  Brohm  zum 
Schriftführer  des  neuen  Vereines  gewählt  und  führte  dieses  Amt  bis  zum 
Jahre  1864.  Von  diesem  Zeitpunkte  an  bis  1869  war  er  stellvertretender, 
von  1870  bis  jetzt,  also  fEtst  19  Jahre,  erster  Vorsitzender  des  Vereins. 
Während  aller  dieser  Jahre  ist  seine  wissenschaftliche  Thätigkeit,  mit  viel- 
leicht zwei  oder  drei  Ausnahmen,  ausschliesslich  unserem  Vereine  zu  Gute 
gekommen. 

Was  er  für  das  Leben  des  Vereines  sonst  geleistet,  das  ist  in  unser 
aller  Gedächtniss.  Durch  seine  Reise  nach  Schweden  hatte  er  in  den  Ber- 
liner massgebenden  Kreisen  Beziehungen  augeknüpft ,  die  für  unsem  Verein 
von  weitestgehender  Bedeutung  werden  sollten.  Ich  nenne  nur  Namen  wie 
Alexander  V.  Humboldt,  Abeken,  Graf  Stillfried  von  Alcantara, 
V.  Quast,  V.  Wilmowski.  Alle  wusste  er  den  Zwecken  des  Vereins 
geneigt  zu  machen  und  hat  dadurch  Grosses  für  denselben  erreicht.  Als 
nach  seiner  üebemahme  des  Vorsitzes  im  Jahre  1870  zuerst  über  die  Säcu- 
larfeier  im  Jahre  1873  verhandelt  wurde,  zeigte  sich  sein  organisatorisches 
Talent  im  höchsten  Glänze.  Er  war  die  Seele  des  Festcomit^s;  er  wusste 
durch  Intervention  des  Fürsten  -  Reichskanzlers  zu  ervrirken,  dass  ein  Dele- 
girter  des  Vereins  die  Erlaubniss  zur  Einsicht  in  die  Originalbandschrift  der 
nBevolutiones*'  des  Coppernicus  in  Prag  behufs  CoUationirung  mit  den 
Ausgaben  erhielt;  er  war  es,  der  bei  seinem  Aufenthalt  in  Ems  im  Sommer 
1872  Sr.  Majestät  über  die  beabsichtigte  Jubelausgabe  Vortrag  halten,  der 
schon  im  März  desselben  Jahres  Sr.  kaiserl.  und  königl.  Hoheit  dem  Kron- 
prinzen und  dessen  erlauchter  Gemahlin  die  eben  fertig  gewordene  Collation 
der  Originalhandschrift  vorlegen  durfte,  die  dort  so  grosses  Interesse  erregte, 
dass  sie  erst  nach  mehrwöchentlicher  Frist  hier  wieder  eintraf;  er  erlangte 


1)  Zur  Biographie  von  Nicolaus  Copemicua.  I.  Ueber  die  Thorner  Familien 
Eoppemigk  und  Watzelrode.  IL  üeber  die  Zeit  der  Geburt  und  des  Todes  von 
Nioolans  Copemicus.  Festschrift  des  Eönigl.  Gymnasiums  zu  Thom  zur  Feier  der 
Enthüllung  des  Copemicus -Denkmals.  Thom  1858.  Drack  und  Verlag  von  Ernst 
Lambeck.    VI,  68  S.  4^  ^  j 
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dann  von  Sr«  Majestät  die  Allerhöchste  Ermftchtigaiig  für  den  Verein, 
Allerhöchstihm  die  Jubelansgabe  widmen  zu  dflrfen ,  zugleich  mit  einer  Sub- 
vention für  den  Druck  derselben  von  4500  Mark.  Als  dieser  Fonds  und 
eine  von  dem  Provinziallandtage  bewilligte  weitere  Beihilfe  von  1500  Mark 
nicht  aufgebraucht  wurden,  erhielt  er  die  weitere  Allerhöchste  ErmSchti- 
gung,  den  Best  zur  Drucklegung  einer  von  Professor  Menzzer  in  Halber- 
stadt verfertigten  Uebersetzung  des  Hauptwerkes  von  Coppernicus^), 
sowie  zu  einer  Stiftung  zu  verwenden,  welche  unter  dem  Namen  gCopper- 
nicus  -  Stiftung  für  Jünglinge^  jährliche  Stipendien  an  Studirende  austheili 

Am  Säculartage  des  Jahres  1873  lag  die  Jubelausgabe')  auf  dem  Tische 
jedes  Subscribenten.  Die  Jubeltage  selbst  waren  durch  Deputationen  und 
Gratulationen  von  allen  Seiten  her  ausgezeichnet.  Prowe  war  der  Mittel- 
punkt des  Ganzen.  Seine  Festrede^),  die,  wie  natürlich,  wieder  das  Leben 
unseres  Namengebers  zum  Gegenstande  hatte,  war  von  zündender  Wirkung. 
Seine  Verdienste  wurden  damals  von  Sr.  Mt^estät  durch  Verleihung  des 
rothen  Adlerordens  ausgezeichnet.  Schon  vorher,  im  Februar  1871,  hatte 
ihm  für  seine  wissenschaftlichen  Verdienste  der  re  gaJUmtuomo,  Victor  £ma- 
nuel  von  Italien,  das  Bitterkreuz  des  Ordens  der  Italienischen  Krone  ver- 
liehen; bei  der  Säcularfeier  wiederholte  sich  diese  Anerkennung:  er  erhielt 
aus  Anlass  derselben  das  Officierkreuz  genannten  Ordens. 

Kein  Misston  drängte  sich  damals  —  und  das  ist  vor  Allem  sein  Ver- 
dienst —  in  die  Feier.  Die  zu  jener  Zeit  mit  den  Vertretern  der  Univer- 
sitäten imd  Nationen  —  selbst  aus  Amerika  war  ein  Festtheilnehmer  erschie- 
nen —  angeknüpften  Bande  wusste  er  festzuhalten,  und  sie  haben  sichbifi 
heute  in  segensreichster  Weise  bewährt. 

Die  erhobene  Stimmung,  in  welcher  sich  der  Verein  durch  das  herrliche 
Gelingen  der  Feier  befiaiid,  verstand  er  trefflich  zu  benutzen.  Er  regte  die  Ver- 
anstaltung von  öffentlichen  Vorträgen  im  Laufe  der  Wintermonate  an,  und 
diese  waren  von  durchschlagendem  BeifoU  begleitet.  Ihr  Ertrag  kam  zu- 
nächst der  Ooppemicus  -  Stiftung  zu  Gute;  dann  wurde  aus  demselben  eine 
ähnliche  Stiftung  für  Jungfrauen  begründet,  endlich,  als  der  Vorschlag 
gemacht  wurde,  durch  Herausgabe  eines  eigenen  Vereinsorgans  immer  wei- 


1)  Nicolaus  GoppernicuB  aus  Thom.  Ueber  die  Kreisbewegung  der  Welt- 
közper.  Uebersetzt  und  mit  Anmerkungen  von  Dr.  G.  L.  Menzzer.  Durchgesehen 
und  mit  einem  Vorwort  von  Dr.  Moritz  Cantor.  Herausgegeben  von  dem  Oop- 
pemicus-Verein  filr  Wissenschaft  und  Kunst  zu  Thom.  Thom  1879,  Druck  and 
Verlag  von  Emst  Lambeck.    XII,  368,  66  S.  gr.  6<>. 

2)  Nicolai  Copemici  Thorunensis  De  RevolutionibusOrbiumCaelestiumLibriVL 
Ex  Auctoris  Autographo  Recadi  Curavit  Sodetas  Gopemioana  Thorunensis.  Aooedit 
Georgii  Joaohimi  Bhetici  De  Libris  Bevolutionum  Narratio  Prima.  Thoroni,  Som- 
ptibus  Societatis  Gopperaicanae  MDGGGLXXIH.    XXX,  494  S.  gr.  4*. 

6)  Festrede  zur  4.  8&oular- Feier  des  Geburtstages  von  Nicolaus  Gopemicos, 
gehalten  im  Saale  des  Bathhauses  bu  Thom  am  19.  Februar  1873  von  Leopold 
Prowe.    Berlin  1873,  Weidmännische  iiuchhandlung.    42  S.  8^ 
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tere  Kreise  für  den  Verein  zn  interessiren ,  nahm  er  denselben  mit  Frenden 
auf,  und  ein  grosser  Theil  der  Erträgnisse  der  Vorlesungen  wurde  zu  diesem 
Zwecke  verwendet.  Wir  kOnnen  mit  Qenugthuung  constatiren ,  dass  dadurch 
ein  Schriftenaustausch  mit  fast  einem  halben  Hundert  Akademien  und  wissen- 
schaftlichen Vereinen  sich  herausgebildet  hat. 

Die  hervorragenden  Verdienste  Prowe's  um  den  Verein  und  um  die 
Wissenschaft  wurden  noch  weiter  anerkannt  Zuerst  übersandte  ihm  die 
Rubiconia  Accademia  in  Savignano  di  Bamagna  das  Diplom  als  Ehrenmit- 
glied ,  dann  wählte  ihn  die  älteste  Akademie  Deutschlands ,  die  Leopoldinisch. 
Carolinische  Deutsche  Akademie  der  Naturforscher,  zu  ihrem  wirklichen  Mit- 
gliede«  So  ist  es  durch  die  Bichtnng  seiner  Studien  gekonmien,  dass  er, 
der  gelehrte  Philolog,  der  mathematischen  Section  einer  naturwissenschaft- 
lichen Akademie  angehörte. 

Seiner  Thätigkeit  im  Vereine  verdankt  die  Wissenschaft  ein  weiteres 
unternehmen.  Als  der  Vorstand  des  Staatsarchivs  zn  Bologna,  Dr.  Ma lä- 
ge la,  in  einem  dortigen  Privatarchiv  die  gesammten  Acten  der  deutschen 
Nation  an  der  Universität  jener  Stadt,  welche  von  1250 — 1790  reichen* 
aufgefunden  hatte,  war  der  Coppemicus -Verein  die  erste  Instanz,  welcher 
er  seinen  Fund  mittheilte,  da  aus  diesen  Acten  unwiderleglich  erhellt,  dass 
Coppemicus  dieser  Nation  in  Bologna  angehörte^).  Der  Verein  beschloss. 
Alles  zu  thun,  um  jene  Acten  zum  Drucke  zu  befördern.  Mit  Feuereifer 
widmete  sich  Prowe  jetzt  der  Aufgabe,  die  königl.  Staatsregierung  zur 
Herausgabe  derselben,  die  für  die  Geschichte  der  Wissenschaft  von  un- 
schfttzbarem  Werthe  sind ,  zu  erwärmen.  Seine  Bemühungen  sind  von  Erfolg 
gekrönt  gewesen.  Die  Drucklegung  der  Acten  durch  die  Königl.  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  nähert  sich  ihrem  Schlüsse  —  leider  sollte  es 
Prowe,  der  mit  den  ersten  Anstoss  dazu  gegeben,  nicht  mehr  vergönnt 
sein,  die  Vollendung  zu  schauen.  Das  Verdienst,  bei  den  Staatsbehörden 
die  Anregung  zu  dieser  Publication  gegeben  zu  haben,  wird  jedoöh  stets 
dem  Coppemicus -Verein,  speciell  seinem  Vorsitzenden  bleiben. 

Was  aber  sein  ganzes  wissenschaftliches  Leben  ausgefüllt  hat,  die 
Untersuchungen  über  das  Leben,  die  Schriften  und  die  Schicksale  der  Lehre 
des  Coppemicus,  das  hat  noch  vor  seinem  Hinscheiden,  wenigstens  in 
seinem  ersten  Theile ,  einen  herrlichen  Abschluss  gefunden.     In  den  Jahren 


1)  Die  Unters nchungen  Malag.ola*8  sind  in  verschiedenen  Publicationen  nie- 
dergelegt. Die  erste  derselben  hat  den  Titel :  Della  vita  e  delle  opere  di  Antonio 
Urceo  detto  Codro.  In  Bologna  dalla  tipografia  Fava  e  Garagnani  al  progresso. 
1878.  XX,  699  S.  8**.  Darin  umfasst  der  fragliche  Bericht  die  Seiten  306—366  und 
519  —  696.  Davon  erschien  eine  deutsche  Ausgabe:  Der  Aufenthalt  des  Coppemi- 
cuB  in  Bologna  von  Dr.  Karl  Malagola.  Thom  1880,  Druck  und  Verlag  von  Ernst 
Lambeck.  66  S.  8<^.  —  I  libri  della  Nazione  Tedesca  presso  lo  studio  Bolognese. 
Note  storiche-bibliografiche  dal  Dott.  Cav.  Carlo  Malagola.  In  Modena  coi  tipi 
di  G.  T.  Vincenzi  e  Nipoti  1884.    2  Blatt,  69  S.  gr.  8».  ^  j 
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1883  und  1884  erschienen  za  Berlin,  Sr.  kaiserl.  und  königL  Hoheit  dem  Kron- 
prinzen gewidmet,  in  zwei  Bänden,  deren  erster  in  zwei  Theilen  ansgegeben  ist, 
das  Leben  des  Coppemicns^).  Während  der  erste  Band  die  Darstellung  des 
Lebensganges  nmfasst,  enthält  der  zweite  die  beweisenden  Urkunden.  Es 
ist  von  hohem  Interesse,  die  erste  Skizze  der  Biographie  des  Copperni- 
cns  in  der  Denkschrift  zur  EnthflUungsfeier  1853  nnd  die  in  der  Festrede 
1873  gegebene  mit  der  gereiften  Darstellung  zu  vergleichen,  welche  in 
diesen  zwei  Bänden  niedergelegt  ist. 

Sie  wissen,  meine  Herren,  dass  Alles,  was  man  bis  gegen  die  Mitte 
dieses  Jahrhunderts  von  dem  Leben  des  Coppernicus  kannte,  auf  der 
DarsteUung  Oassendi's')  beruhte.  Alle  Fortschritte  in  der  Erkenntniss 
der  Thatsachen  Aber  diesen  Geistesheros  verdanken  wir  in  erster  Instanz 
Prowe.  Seit  1853  finden  wir  in  unseren  Provinzialblättern'),  in  den  Pro- 
grammen unseres  Gymnasiums^),  in  Festschriften  unseres  Vereins^)  die 
Keime  niedergelegt  zu  dem  magistralen  Werke  von  1883.  Alle  Documente 
von  Wichtigkeit  hat  zuerst  Prowe  wissenschaftlich  verwerthet,  obwohl  er 
sich  die  erste  Veröffentlichung  mancher  derselben ,  speciell  der  Frauenbnrger 
durch  Hipler*),  Torwegnehmen  Hess.  Sie  wissen  femer,  meine  Herren, 
dass  bei  den  Fragen  um  Coppernicus  eine  der  wichtigsten  die  nach  der 
Nationalität  des  Mannes  ist  Die  Polen ,  seit  sie  ihre  staatliche  Selbststän- 
digkeit verloren  haben,  suchen  um  so  mehr  aus  Jedem,  der  in  den  Terri- 
torien gelebt  hat,  die  einst  unter  polnischem  Scepter  standen,  einen  Polen 


1)  NicolaoB  Coppemiona  von  Leopold  Prowe.  Erster  Band:  Das  Leben. 
I.  Theil,  1473—1612.  II.  Theil,  1612-1543.  —  Zweiter  Band:  Urkunden.  Bedin, 
Weidmännische  Buchhandlung.  1888—1884.  XXVIII,  414  S.  7  Tafeln.  -  IV,  576  8. 
2  Tafehi.    1  Karte.  —  VIII,  562  S.    6.  Tafehi.    8». 

2)  Tychonis  Brahei,  eqaitis  Dani,  astronomorum  Corjphaei  Vita  Authore  Petro 
Gassendo  Regio  Matheseos  Professore.  Accessit  Nicolai  Copemid,  Georgii  Pear- 
bachii  et  Johannis  Regiomontani  Astronomorum  oelebrinm  Vita.  Parisiis.  Apod 
Vidnam  Mathorini  Dupuis.  M.DC.LIV.  28  Bltt.,  804  S.;  ISBltt.,  110  S.;  6Bltt 
40.    2.  Serie,  S.  1— 61. 

3)  Das  Andenken  des  Copemicus  bei  der  dankbaren  Nachwelt.  —  Ueber  den 
Sterbeort  und  die  Grabstätte  des  Copemicus.  —  Ueber  die  Abhängigkeit  des  Co- 
pemicus von  den  Gedanken  griechischer  Philosophen  und  Astronomen.  —  Hat 
Copemicus  Wasserleitangen  angelegt? 

4)  Zar  Biographie  Yon  Nicolaos  Copemicus  (s.  die  Anm.  S.  91) De  Nicolai 

Copemici  Patiia.  2.  Ausg.  (in  4®  und  8^).  —  Nicolaos  Copemicus  auf  der  Univer- 
sität zu  Krakau.  —  Westpreussen  in  seiner  geschichtlichen  Stellang  zu  Deutsch- 
land und  Polen.  (In  dem  Säcularprogramm  und  daraus  in  zwei  Auflagen  besonderR 
abgedracki) 

6)  Nicolaus  Copemicus  in  seinen  Beziehungen  zu  dem  Herzoge  Albreoht  von 
Preussen.  —  Monumenta  Coperaicana.  —  Coppernicus  als  Arzt.  —  XVII.  bis  XXXH 
Jahresbericht  des  Coppernicus -Vereins  fOr  Wissenschaft  und  Eanst  zu  Thom. 

6)  Spidlegium  Copemicanum.  Festschrift  des  historischen  Vereins  fOr  Erm- 
land  zum  400.  (s^bartstage  des  ermländischen  Domherm  Nikolaus  EopemiJras. 
Braunsberg  1873,  Verlag  von  Eduard  Peter.    U,  876  S.  8«.      ^  j 
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zu  coDstmiren,  and  so  Tindiciren  sie  sich  auch  Goppernicus  als  den 
Ihrigen.  Dass  Prowe,  auf  seine  Docnmente  gestützt,  unwiderleglich  die 
deutsche  Abstammung  des  Coppernicus  nachwies,  haben  ihm  die  Polen 
nie  vergeben.  Er  hat  sich  von  einem  polonisirten  Deutschen  sogar  eine 
deutsch  geschriebene  Schmähschrift^)  gefallen  Ifissen  müssen,  die  ihm  fiuüa 
fides  und  noch  Gröberes  vorwirft.  In  SybeFs  Historischer  Zeitschrift  hat 
Prowe  in  ruhiger  Hoheit  den  Angreifer  von  sich  geschüttelt*). 

Ich  kann  an  dieser  Stelle,  bei  dieser  Gelegenheit  Ihnen  nicht  ein 
Besum6  des  hochwichtigen  Werkes  geben;  ich  kann  nur  bemerken,  dass  es 
neidlos  von  allen  berufenen  Kritikern  als  eine  ausgezeichnete  Leistung  hin- 
gestellt ist,  und,  meine  Herren,  zum  grCssten  Theile  kennen  Sie  es  ja, 
denn  die  meisten  Capiiel  desselben  sind  zuerst  im  Vereine,  sei  es  in  Cffent- 
lichen  Yortrftgen,  sei  es  in  solchen  im  engem  Kreise,  mitgetheilt  worden, 
einzelne  auch,  wenn  auch  in  den  Umständen  angemessener  und  veränderter 
Form,  vor  der  Drucklegung  des  ganzen  Werkes  der  Oeffentlichkeit  über- 
geben. Wer  sich  aber  dem  Genüsse  des  Ganzen  hingiebt,  muss,  neben  dem 
trefflichen  Inhalte,  mit  Staunen  die  Beherrschung  der  Sprache  bemerken, 
die  Prowe,  wie  je  einem,  eigen  war.  Seine  hohen  Anforderungen  an  den 
Stil  bewirkten,  dass  erst  nach  langem  Drängeo  seiner  Freunde  Prowe  sich 
entschloss,  das  Manuscript  seines  Werkes  der  Druckerei  zu  übergeben. 

Vorarbeiten  zu  einem  dritten  Bande,  der  die  Lehre  des  Coppernicus 
behandeln  sollte,  sind  schon  seit  Jahren  vorhanden,  gelegentlich  ist  auch 
davon  im  Vereine  Mittheilung  gemacht  worden.  Unmittelbar  nach  Bekannt- 
werden seines  Todes  kam  an  den  Verein  mit  dem  Ausdruck  des  innigsten 
Mitgefühls  für  den  herben  Verlust,  den  wir  in  ihm  erlitten  haben,  von 
mehreren  Seiten  die  Frage:  Ist  das  Erscheinen  der  Fortsetzung  gesichert? 
Hoffen  wir,  dass  die  Vorarbeiten  soweit  gediehen  sind,  dass  eine  kundige 
Hand  die  letzte  Feile  anlegen  kann,  und  dass  nicht  das  Werk  eines  Men- 
schenlebens ein  Torso  bleiben  muss. 

Dass  bei  seinen  archivalischen  Studien  im  hiesigen  Bathsarchiv  neben  den 
Coppernicanischen  Funden  noch  manches  Andere  zu  finden  gelang,  ist  natür- 
lich. Eine  dieser  Studien,  die  Depeschen  des  Thomer  Gesandten  am  Hofe 
zu  Warschau,  Samuel  Luther  v.  Ger  et,  hat  Prowe  ebenfalls  puhlici 
juris  gemacht®);  sie  geben  einen  nicht  unwichtigen  Beitrag  zur  polnischen 
Geschichte  des  vorigen  Jahrhunderts  unmittelbar  vor  der  ersten  Theilung. 

Meine  Herren!  Prowers  Dahinscheiden  hat  eine  klaffende  Lücke  in 
ansern  Verein  gerissen,  die  niemals  völlig  ausgeftlllt  werden  kann.   Niemand 


1)  Beiträge  zur  Beantwortung  der  Frage  nach  der  Nationalität  des  Nicolans 
Copemicoa,  von  R***  (Romer).  Breslau,  Priebatsch's  ßuchhandl.  1872.  IV,  218  S.  8». 

2)  Zum  Streit  über  die  Nationalität  des  Gopernicus  (Siebers  Hist.  Zeitschrift 
1872,  8.867-372).     8«. 

3)  Polen  in  den  Jahren  1766—1768.    Ans  den  Berichten  des  Thomer  Resi- 
denten am  Warschauer  Hofe  Dr.  S.  L.  v.  Geret.    B^lin  1870.    II,  116  S.  8^  ^  , 
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wird  80  wie  er  das  Interesse  des  Vereins,  oft  mit  Hintansetzung  seines 
eigenen ,  betreiben  können.  Er  fand  immer  den  rechten  Mann  fOr  die  rechte 
Stelle,  er  ging  unentwegt  dem  einmal  vorgesetzten  Zielenach,  und  stellten 
sich  ihm  auf  dem  eingeschlagenen  Wege  Hindemisse  entgegen,  die  nicht 
zu  bewältigen  waren ,  so  fapd  er  anf  der  andern  Seite  fast  stets  den  Zugang 
zu  dem,  was  früher  unmöglich  geschienen. 

Lassen  Sie  uns  zusammenhalten,  dass  wir  in  seinem  Geiste  weiter  für 
das  Wohl  des  Vereines  arbeiten,  dann  werden  wir  ihm  das  beste  Denkmal 
setzen,  das  er  selbst  sich  wünschen  würde.  In  unseren  Herzen  aber  wird 
er  stets  lebendig  bleiben! 


Historisohe  MisoelleiL 

Von 

Aemin  Wittstein. 


1.  B.  Wolf  sagt  auf  S.  147 — 148  seiner,  mir  erst  vor  wenigen  Tagen 
hinreichend  bekannt  gewordenen  ,, Geschichte  der  Astronomie^:  „Bei  Nacht 
musste,  wie  man  aus  Theon's  Commentar  zum  Almagest  erfährt,  die 
Wasseruhr  in  der  Weise  aushelfen,  dass  man  die  vom  Untergang  der  Sonne 
am  vorhergehenden  Abend  bis  zum  Eintreffen  des  zu  fixirenden  Momentes 
aus  einem  stets  voll  erhaltenen  Gefässe  ausgeflossene  Wassermenge  mit  der- 
jenigen verglich,  welche  man  von  da  hinweg  bis  zum  Sonnenaufgang  am 
folgenden  Morgen  oder  bis  zum  Sonnenuntergang  am  folgenden  Abend  erhielt, 
je  nachdem  man  ungleiche  Stunden  oder  Aequinoctialstunden  erhalten  wollte/ 

Ich  habe  seiner  Zeit  sowohl  die  „ Handtafeln **  des  Ptolemaeus,  als 
auch  die  Commentare  des  Theon  gründlich  durchgesehen,  ohne  eine  Spar 
einer  solchen  Angabe  darin  zu  finden,  und  deshalb  in  meinem  Aufsatze* 
auch  unterlassen,  auf  ein  derartiges  Instrument  zur  Zeitbestimmung  einzu- 
gehen, dessen  Benützung  nicht  einmal  aus  einer  Andeutung  oder  aus  dem 
Zusammenhange  zu  erkennen  war.  Man  konnte  (sehr  wahrscheinlich) 
Wasseruhren  benützt,  oder  sich  der  alten  Methode  der  avvavaTokal  bedient 
haben;  einen  positiven  Anhalt  dafür,  dass  es  das  Eine  oder  Andere  gewesen 
sei,  haben  wir  in  diesem  Falle  jedoch  nicht  Ich  üand  nur,  dass  in  den 
betreffenden  Schriften  die  Bede  war:  von  der  Dauer  des  längsten  Tages, 
der  Verwandlung  der  ungleichen  Stunden  in  gleiche,  der  Beduction  auf  den 
gleichförmigen  Sonnentag  (ofiailoV  wx^iffie^ov) ,  der  Beduction  der  verschie- 
denen Meridianzeiten  auf  einander. 

Einmal  spricht  Theon  allerdings  von  einem  Instrumente  der  fraglichen 
Art  (ganz  im  Vorbeigehen,  möchte  man  sagen)  mit  den  Worten: 

•  HiBt.-lit.  Abthlg.  d.  Zeitechr.  f.  Math.  u.  Phye.  XXXII,  6 
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*Enil  Sl  xäv  avaStSoiiivmv  %i^6vmv  6  lUv  igw  1$  aSi^oaKonslmv  ava- 
diioiiEvog^  ov  xal  tipafiiv  tuhqixoVj  etc. 
(S.  33  der  Hai  manschen  Ausgabe),  und  bezieht  sich  später  (S.  35)  darauf. 
Allein  hier  bedeutet  mgoaxomiov  soviel  wie  oSgoloyiovy  Uhr,  Stundenzeiger, 
wohl  schlechtweg:  Sonnenuhr,  wie  Halma  übersetzt.  H&tte  Theon  wirk- 
lich eine  Wasseruhr  gemeint,  so  würde  er  dies,  denke  ich  mir,  durch  den 
Zusatz  vdgavXMov  ausgedrückt  haben*.  Ich  wende  mich  nicht  dagegen, 
dass  Ptolemaeus  und  Theon  Wasseruhren  benützt  haben  können,  son- 
dern nur  dagegen,  dass  sie  deren  thatsfichlichen  Gebrauch  durch  einfache 
und  klare  Beschreibung  ausser  Zweifel  gestellt  haben. 

2.  Der  (jüngere)  S6dillot  gedenkt  in  seinen  Mat^riaux  pour  seryir 
ä  rhistoire  compar6e  etc.  (Paris,  1846 — 1849)  rühmend  einer  Abhandlung 
von  A.  Jaubert  über  den  Compass,  in  welchem  die  Anwendung  dieses 
Instrumentes  im  12.  Jahrhundert  bei  den  Arabern  constatirt  werde,  und 
hat  mich  durch  diese  ungenaue  Ausdrucksweise  einige  Zeit  hindurch  in  Auf- 
regung versetzt,  und  zwar  ganz  unnöthig. 

Als  ich  im  Verzeichnisse  der  Schriften  Jaubert 's  nichts  finden  konnte, 
was  auf  AbfMSung  einer  Shnlichen  Arbeit  hinwies ,  veranlasste  ich  in  Paris 
Nachforschungen  nach  einer  solchen  Publication,  die  ebenfalls  zu  negativem 
Resultate  führten.  Schliesslich  musste  ich  an  die  Jaubert 'sehe  Ausgabe 
des  Edrisi^  denken,  sah  diese  zum  zweiten  Male  mit  grosser  Sorgfalt  durch 
und  fand  auch  dieses  Mal  nur  das,  was  ich  bereits  wusste,  nämlich  zwei 
Stellen,  die  von  magnetischen  Bergen  handeln  und  bei  Elaproth  fast 
wOrtlich  reproducirt  sind;  vom  Compass  ist  nicht  im  Entferntesten  die  Bede. 

Klaproth  sagt  selbst,  dass  er  von  J.  bei  seinen  Untersuchungen  in  dan- 
kenswerther  Weise  unterstützt  sei,  und  daraufhin  glaubte  wohl  S6dillot  Letz- 
terem gleich  eine  besondere  Arbeit  über  den  Compass  zuschreiben  zu  dürfen. 

*  nU^d^  kommt  niemals  vor.  Ideler  (Chronologie,  I;  S.  226 — 226)  spricht 
sich  zwar  auch  üoet  genau  so  ans,  wie  Wolf,  wenn  er  z.  B.  die  Beobachtung  einer 
Sternbedeckung  schildert  und  kurz  vorher  drei  Stellen  des  Theon  als  Belege  an- 
fuhrt; allein  ich  konnte,  wie  gesagt,  nur  deren  zwei  auffinden,  mit  denen  mir 
überdies  so  gut  wie  nichts  geholfen  war.  Nach  dem,  was  er  auf  S.  280—282  sagt, 
muBS  ich  annehmen,  dass  die  Wasseruhr  —  mgoloytov  ffd^cmXaiov  —  des  Etesi- 
bius  (aus  Alezandria,  etwa  140  v.  Chr.)  gar  nichts  mit  der,  zuerst  von  Aristo- 
phanes  erwähnten  nUipvdQa  zu  thun  gehabt  habe.  Die  erstere  scheint  den  grie- 
chischen Astronomen  zu  ungenau  gewesen  zu  sein,  ^denn  nirgends  ist  von  ihr  beim 
Ptolemaeus  oder  einem  seiner  Commentatoren  die  Rede*.  .Dagegen  kOnnen  aber 
die  ^d^la  df^ornttma  auch  %l»ipvd^ai  genannt  worden  sein,  wenngleich  letztere 
niemals  die  hydraulische  ühr  des  Ktesibius  bezeichneten 

Geographie  d'^drisi,  etc.  par  P.  Am.  Jaubert.  Paris,  1886-1840.  2  Bde. 
in  4«^,  der  1.  mit  8  Karten.  Bei  der  zweiten  Stelle  vermuthet  J.,  dass  es  sich  xmi 
Abtrifb  durch  Stromversetzung  handle. 


Hist.-lit.  Abtbl^.  d.  Zeltaehr.  t  Math.  «.  Phyi.  XXXIO,  3. 
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Zahobmbistbr,  Entttehuiig  der  römisolien  Zahlseiehen.  Berlin  1887.  18  S. 

Die  Abhandlung,  welche  wir  hiermit  unseren  Lesern  zum  gründlichen 
Studium  empfehlen,  wurde  der  Berliner  Akademie  am  10.  November  1887 
vorgelegt  und  ist  in  deren  Sitzungsberichten  abgedruckt.  Die  Bedeutsam- 
keit der  Untersuchung  veranlasst  uns,  nicht  auf  blosse  Erwähnung  im  Ab- 
handlungsregister uns  zu  beschränken.  Wir  erlauben  uns  vielmehr,  ans- 
nahmsweise  den  Sonderabzug  zum  Gegenstand  eines  kurzen  Berichtes  zu 
machen. 

Herr  Mommsen  (Die  unteritalischen  Dialekte,  S.  19  und  33)  hat 
über  die  Entstehung  dei*  römischen  Zahlzeichen  eine  Vermuthung  aus- 
gesprochen, welche  er  noch  neuerdings  (Zahl-  und  Bruchzeichen  in  Hermes 
XXII,  596—614  und  ebenda  XXIII,  152—156)  aufrecht  erhält. 

Nach  seiner  Meinung  sind  I,  Y,  X  Nachbildungen  des  Fingers,  der 
Hand,  der  Doppelhand,  während  die  älteren  Formen  von  L,  C,  M  aus  Buch- 
Stäben  entstanden,  nämlich  aus  den  Aspiraten  cM,  theta,  pM,  welche  in  das 
römische  Alphabet  darum  auch  nicht  eindrangen. 

Wurde  dieser  Hypothese  auch  vielfach  beigepflichtet,  wir  konnten  uns 
so  wenig  mit  ihr  befreunden,  dass  wir  in  unseren  Vorlesungen  über  Ge- 
schichte der  Mathematik  sie  schweigend  übergingen.  Herr  Zangemeister 
widerlegt  sie  vollends  mit  schlagenden  Gründen,  aus  welchen  wir  nur  zwei 
hervorheben  wollen:  Erstens  die  unbegreifliche  Reihenfolge  x>  ^i  <Pi  ^ 
welcher  jene  Aspiraten  auftreten  würden ;  zweitens  die  unleugbare  Thatsache, 
dass  bei  den  Etruskem  die  Zeichen  für  50,  100,  1000  ziemlich  genau  ebenso 
aussahen  wie  bei  den  Römern ,  während  das  etruskische  Alphabet  die  mehr- 
genannten Aspiraten  enthält.  Unsere  persönliche  Abneigung  gegen  jene 
Hypothese  beruhte  allerdings  auf  einem  dritten  Grunde:  Buchstaben  statt 
Zahlzeichen  können  nur  in  doppelter  Weise  entstehen ,  entweder  als  Anfangs- 
buchstaben der  betreffenden  Zahlwörter  (so  die  sogenannten  Herodianischen 
Zeichen),  oder  in  Benutzung  ihrer  alphabetischen  Reihenfolge  (so  in  Griechen- 
land seit  etwa  500  v.  Chr.).  Worauf  fassen  die  Mommsen'schen  Zeichen 
für  50,  100,  1000? 

Die  Wucht  seiner  Einwürfe  verstärkt  Herr  Zangemeister  wesentlich 
durch  neue  positive  Vorschläge.  Decussare  ist  bei  guten  Schriftstellern 
in  der  Bedeutung  kreuzen  in  Gebrauch,  mag  die  Kreuzung  eine  senk- 
rechte oder  eine  schräge  sein.     Zugleich  ist  der  Zusammenhang  des  Wortes 
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mit  decem  nnabw^bar.  Herr  Zangemeister  behauptet  iian,  Verzefan- 
fiEkchnng  und  Kreuzung  seien  stets  yerbunden,  mit  anderen  Worten:  jede 
zu  einer  dekadischen  Einheit  neu  hinzutretende  gerade  oder  gekrümmte 
Linie  verzehnfache  das  schon  vorhandene  Zeichen.  Mithin  werde  die  10 
aus  der  1  durch  eine  erste  Kreuzung,  die  100,  die  1000  entstehe,  wenn 
eine  dritte,  eine  vierte  Bogenlinie  sich  einfüge.  Die  Bildungen  für  1,  10, 
1000,  welche  so  hervortreten,  sind  von  Herrn  Zangemeister  auf  Denk- 
mälern nachgewiesen,  ebenso  deren  Hftlften  für  5  und  500.  Das  Zeichen 
i^  100  allerdings  ist  noch  nicht  belegt,  wohl  aber  die  Hälfte  desselben  in 
der  Bedeutung  50.  Für  die  Zeichen  selbst  verweisen  wir  auf  die  unserem 
Berichte  zu  Grunde  liegende  Abhandlung. 

Wir  halten  dieses  ganze  System  in  seiner  Einfachheit  für  so  folge- 
richtig, dass  wir  wenigstens  nach  anderweitiger  Erklärung  nicht  länger 
forschen. 

Herr  Zangemeister  findet  einige  Belege  auf  einer  Pariser  Gemme, 
welche  in  der  Ausgabe  des  Leo  Diaconus  ed.  Hase  (Paris  1819)  im 
vergrösserten  Maassstabe  der  Vorrede  als  Titelvignette  beigegeben  ist.  Diese 
von  Mathematikern  unseres  Wissens  bisher  nicht  verwerthete  Abbildung 
stellt  einen  Abacisten  vor,  der  in  der  Linken  eine  mit  Zahlzeichen  bedeckte 
Tafel  hält  und  mit  der  Bechten  Steinchen  auf  einen  Tisch  legt.  Der  Fundort 
des  Cameols  ist  gänzlich  unbekannt,  sofern  man  nicht  gestatten  wollte,  aus 
der  etruskisohen  Umschrift  Schlüsse  zu  ziehen. 

Ganz  gelegentlich  spricht  Herr  Zangemeister  auch  von  sexcenti 
in  der  Bedeutung  sehr  viele.  In  unseren  Mathem.  Beitr.  z.  Culturl.  haben 
wir  S.  362  vor  25  Jahren  bereits  angedeutet,  dass  wir  diese  Verwendung 
des  Wortes  mit  dem  n  er  der  Euphratländer  in  Verbindung  bringen.  Herrn 
Zangemeister  war  diese  Stelle  nicht  erinnerlich,  aber  auf  dieselbe  auf- 
merksam gemacht,  half  er  uns  Beweisstücke  für  unsere  Meinung  aufzufinden. 
Die  älteste  bekannte  Anwendung  von  sexcenti  =  sehr  viele  findet  sich  bei 
Piautas  um  200  v.  Chr.  Es  galt,  für  jene  Zeit  die  Möglichkeit  chal- 
däischen  Einflusses  in  Bom  nachzuweisen.  Nun  erzählt  Valerius  Maxi- 
mus lib.  I,  cap.  3  §  2:  C.  Cornelius  HispäOus  praeter  peregri/nus  M,  Papiüio 
Laenate  Cn.  ddpurnio  coss.  edicto  ChaHdaeos  intra  decimum  diem  aUre  ex 
Urbe  aJtgue  ItaMa  jussU:  levibus  et  ineptis  ingeniis  faUaci  siderum  interpre- 
taiione  guaestuosam  mendaciis  suis  cäliginem  inOäentes. 

Nach  Fischer,  Bömische  Zeittafeln  (Altena  1846),  S.  134  fällt  das 
genannte  Consulat  auf  das  Jahr  139  v.  Chr.  Es  ist  wohl  nicht  zu  kühn, 
anzunehmen,  dass  mehr  als  60  Jahre  dazu  nöthig  waren,  bis  der  schädliche 
Einfluss  der  Chaldäer  sich  so  kenntlich  machte,  dass  eine  Ausweisung 
erfolgte.  PI  au  tu  s  könnte  dann  eine  gerade  zu  seiner  Zeit  aufgekommene 
Bedewendung  in  seinen  Lustspielen  benutzt  haben,  was  mit  dem  Wesen 
eines  Lustspiels  sich  sehr  gut  vereinbart.  Camtob. 
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Soholien  zur  Sphärik  des  Theodosins»  herausgeg.  von  Friedrich  Hultsoh. 
[Des  X.  Bandes  der  Abhandlungen  der  philologisch-historischen  Classe 
der  Eönigl.  Sachsischen  Oesellsohaft  der  Wissenschaften  Nr.  V.]  Leip- 
zig 1887,  bei  8.  Hirzel.  (S.  383  bis  446  des  Bandes.) 
Schon  1886  hat  Herr  Hultsch  am  11.  December  der  Sachs.  Oesellsch. 
d,  Wissensch.  über  diese  Scholien  berichtet,  welche  dem  Mannscrit  grec 
2342  der  Pariser  Nationalbibliothek  entstammen.  In  seinem  Berichte  (6er. 
phüoL-hist.  Cl.  d.  k.  G.  d.W.  1886,  S.  119—155)  hat  er  nftchst  einer  Schü- 
derung  jener  Scholien ,  welche  als  Einleitung  in  den  jetzt  vorliegenden  Ab- 
druck derselben  betrachtet  werden  darf,  eingehendere  Untersuchungen  der 
geschichtlich  nicht  unwichtigen  Frage  gewidmet,  obAutoljkos  und  Euklid 
gleichzeitig  neben  einander,  oder  der  Eine  früher  als  der  Andere,  als  Schrift- 
steller über  Sphttrik  thfitig  gewesen  sind.  Diese  Frage  hängt  nur  neben- 
sftchlich  mit  der  Sphttrik  des  Theodosius  zusammen.  Gleichwie  Nokk  und 
Heiberg  nimmt  Herr  Hultsch  an,  es  habe  schon  vor  jenen  beiden  Schrift- 
stellern eine  ziemlich  entwickelte  Sphttrik  gegeben ,  nicht  blos  einzelne  SStze, 
sondern  ein  Lehrbuch ,  aus  welchem  Manches  im  Wortlaute  in  die  späteren 
Schriften  überging,  bis  im  I.  vorchristlichen  Jahrhundert  Theodosius  die 
nicht  mehr  übertroffene  letzte  Sammlung  sphärischer  nicht -trigonometrischer 
Sätze  veranstaltete.  Theodosius  stimmt  darum  mit  Autoljkos  wie  mit 
Euklid  oft  genug  überein,  ohne  dass  ein  weiterer  Schluss  gerechtfertigt 
wäre,  als  der  der  gemeinsamen  Abhängigkeit  von  einer  noch  älteren  Quelle. 
Aber  an  sich  ist  ja  ganz  interessant  und  ein  Beitrag  zur  nichts  weniger  als 
feststehenden  Gelehrtenchronologie,  zu  entscheiden,  wie  es  sich  mit  der  Auf- 
einanderfolge des  Autoljkos  und  Euklid  verhielt.  Herr  Hultsch  weiss 
die  freilich  schon  früher  geltende,  aber  ungenügend  begründete  Meinung, 
Autoljkos  habe  etwa  ein  halbes  Menschenalter  früher  als  Euklid  ge- 
wirkt, zu  bestätigen.  Der  Hauptgrund  liegt  in  der  etwas  aJterthümlicheren 
Form  des  Autoljkos,  die  keine  Berechtigung  besass,  wenn  die  Schrift 
Ttepl  atpalgag  xivoviiivrig  erst  nach  den  Phänomenen  des  Euklid  geschrie- 
ben wäre.  Sie  hätte  alsdann  einen  Bückschritt  bezeichnet  und  wäre  kein 
Denkmal  des  Ruhmes  ihres  YerfiEtösers  geworden. 

Die  Scholien  selbst  sind,  wie  wir  sagten,  auf  Grundlage  eines  Pariser 
Codex y  der  dem  XIV.  Jahrhundert  entstammt,  ^um  Abdruck  gebracht.  Sie 
sind  aber  auch  in  einem  um  400  Jahre  älteren  Vaticancodex  enthalten,  der 
gleichfalls  zur  Feststellung  des  Wortlautes  mit  benutzt  ist.  Einzelne  Lem- 
mata finden  dann  noch  weit  ältere  Bestätigung,  indem  sie  mit  Sätzen  über- 
einstimmen, welche  bereits  Pappos  unter  dem  Namen  von  Lemmata  zur 
Sphärik  vor  sich  hatte.  Mit  dem  Alter  gewinnen  aber  diese  Erläuterungs- 
sätze einen  ihre  Veröffentlichung  rechtfertigenden  Werth,  mag  auch  ihre 

wissenschaftliche  Bedeutung  nicht  sehr  hoch  anzuschlagen  sein.    ^ 

Cantob. 
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Oerbert     Beiträge  zur  Eenniniss  der  Mathematik  des  Mittelalters  von  Prof. 

Dr.  H.  Weissehbobn.   Berlin  1888,  bei  Mayer  &  Müller.   YI,  251  S. 

6  Fignrentafeln. 
Als  wir  1875  unsere  Monographie  ,,Die  römischen  Agrimensoren  und 
ihre  Stellung  in  der  Geschichte  der  Feldmesskunst **  ausarbeiteten,  durften 
wir  in  Heidelberg  den  Codex  a.  V.  7  der  Bibliothek  des  Salzburger  Bene- 
dictinerstifts  zu  St.  Peter  benutzen ,  und  wir  bestimmten  unter  der  fieu^hkun- 
digen  Beihilfe  von  Hofrath  Zangemeister  aus  handschriftlichen  Gründen 
die  Entstehungszeit  jenes  Codex  auf  den  Zeitraum  zwischen  1100  und  1150. 
Inzwischen  ist  es  uns  gelungen,  eine  ftussere  Bestätigung  dieser  Vermuthung 
zu  entdecken,  und  da  Datirungen  von  Handschriften  unter  aDen  umstunden 
von  Wichtigkeit  sind ,  so  benutzen  wir  die  heutige  Gelegenheit  zur  Veröffent- 
lichung jener  Thatsachen.  Im  September  1881,  als  die  Naturforscher -Ver- 
sammlung in  Salzburg  tagte,  erfuhren  wir  nSmlich  bei  einem  Besuche  im 
St.  Petersstifte,  dass  das  Kloster  im  Jahre  1127  durch  einen  ftirchtbaren 
Brand  zerstört  wurde.  Damals  konnten  nur  wenige  Schriftstücke  gerettet 
werden.  Man  kennt  dieselben,  und  Codex  a.  V.  7  befindet  sich  nicht  dar- 
unter. Von  da  an  wurde  nur  um  so  emsiger  an  der  Wiederbeschaffnng 
einer  Bibliothek  gearbeitet,  und  es  existirte  bereits  wieder  um  1160  ein 
Katalog,  der  sich  erhalten  hat.  In  ihm  kommt  aber  vor:  Hermannus  con- 
tracus  (sicf)  super  astrolabium,  d.  i.  dasjenige  Werk,  mit  welchem  Codex 
a.  V.  7  beginnt.  Da  nun  eine  anderweitige  Abschrift  des  gleichen  Werkes, 
die  mit  jenem  Eatalogeintrag  gemeint  sein  könnte,  in  St  Peter  nicht  vor- 
handen ist,  so  glauben  wir  uns  berechtigt,  eben  jenen  Codex  darunter  zu 
verstehen  und  anzunehmen,  er  sei  zwischen  1127  und  1160  geschrieben. 

Damals  entstand,  sagen  wir,  eine  Pergamenthandschrift,  in  welcher  der 
gleiche  Schreiber,  welcher  zuerst  ein  Werk  des  Hermannus  Contractus 
copirte,  auf  Fol.  39  verso  mit  den  Worten:  „IncipU  geomäria  Gerberti*'  die 
Niederschrift  eines  Werkes  begann,  welches  Fol.  95  verso  Zeile  3  v.  u.  mit 
dem  Worte  f,finU'*  endigt.  Aber  der  fieissige  Schreiber  setzte  seine  Thätig- 
keit  noch  fort.  An  ^fmü^  anschliessend  begann  er  die  Niederschrift  eines 
Fragmentes ,  welche  bis  zum  Schlüsse  von  Fol.  101  recto  reicht.  Von  wem 
dasselbe  verfasst  sein  mag,  wissen  wir  nicht  Der  Anfang  erinnert  freilich 
inhaltlich  an  Heron  und  Vitruvius,  muss  aber,  weil  zugleich  von  Bur- 
gundern, Bayern  und  Arabern  die  Bede  ist,  in  viel  späterer  Zeit  als  jene 
beiden  Schriftsteller  entstanden  sein.  So  sagten  wir  (Agrimensoren,  S.  156) 
in,  wie  wir  glaubten,  deutlicher  Weise.  Herr  Weiss enborn  (Gerbert, 
S.  93)  hat  uns  leider  nicht  verstanden ,  ein  Missverständniss  allerdings  sehr 
nebensächlicher  Natur,  vielleicht  darin  begründet,  dass  unsere  Darstellungs- 
und Forschungsweise  überhaupt  nicht  das  Glück  hat,  Herrn  Weissenborn 
zu  behagen.  Er  findet  die  bisweilen  verschlungenen  F&den  unserer  Behaup- 
tungen und  Folgerungen  der  Entwirrung  bedürftig  und  ist  an  anderer  Stelle 
mit   der  Art    nicht    zufrieden,    in    welcher  wir  Gerbert 's  Geometrie  so         j 
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obenhin  gelesen  haben«  Ein  solches  Urtheil  ist  eigentlich  ziemlich  unhöf- 
lich, aber  auch  das  ist  für  das  uns  vorliegende  Werk  nebensachlich«  Bevor 
wir  an  dessen  eigentliche  Besprechung  herantreten,  müssen  wir  anch  Aber 
den  Salzbnrger  Codex  abschliessend  beifügen  ^  dass  nach  dem  genannten 
Fragmente  inmier  der  gleiche  Schreiber  den  Brief  des  Adelboldus  an 
G  e  r  b  e  r  t  über  die  Eugelaosmessung ,  dann  den  Brief  Gerbert 's  anAdel- 
boldus  über  den  unterschied  zwischen  Dreiecksfläche  und  Dreieokszahl, 
endlich  wieder  ein  kleines  astronomisches  Fragment  abgeschrieben  hat  Ein 
Glossator,  der  nur  wenig  später  als  der  Schreiber  des  Codex  gesetzt  werden 
darf,  hat  überall  Bemerkungen  hinzugefügt,  so  zu  cap.  2  der  Geometrie 
(wenn  wir  der  der  Handschrift  nicht  angehörenden  Capitelnumerirung  der 
Druckansgabe  uns  bedienen  dürfen)  eine  Bemerkung,  welche  ihn  als  Aba- 
eisten  erkennen  lässt;  zu  cap.  40  eine  solche,  welche  die  noch  weit  wich- 
tigere Folgerung  an  die  Hand  giebt,  dass  damals  das  Werk  des  Frontinns 
über  Felderberechnung  noch  ezistirte. 

Herr  Weissenborn  stellt  nun  die  Sätze  auf:  Gerbert  habe  wahr- 
scheinlich überhaupt  keine  Geometrie  geschrieben,  denn  seine  Schüler  reden 
von  einer  solchen  so  wenig  als  er  selbst,  die  „Geometria  Gerberti*  ins- 
besondere rühre  weder  im  Gkmzen,  noch  in  einzelnen  Theilen  von  ihm  her. 
Sie  sei  überhaupt  kein  Ganzes,  sondern  nur  unzusammenhängende  Bruch- 
stücke, in  einem  Codex  miteinander  und  mit  anderen  Stücken  vereinigt, 
„weil  sie  damals  , modern^  waren,  wie  Hermannus  Contractus  sagt, 
d.  h.  mathematische  Dinge,  die  nicht  blos  von  den  Alten,  sondern  auch  Yon 
den  Arabern  stanunten^  (Gerbert,  S.  94).  Denn:  „Die  genannte  Geo- 
metrie zeigt  bei  genauerem  Zusehen  genug  Spuren  arabischen  Einflusses, 
und  gerade  deswegen  konnte  man  glauben  und  behaupten,  sie  rühre  von 
Gerbert  her"  (Gerbert,  S.  95). 

Gerbert's  Geometrie  als  solche  hat  schon  Herr  Friedlein  angezwei- 
felt, an  welchen  Herr  Weissenborn  sich  viel&ch  ansohliesst,  wie  er  selbst 
wiederholt  ausspricht.  Diese  Bemängelungen  waren  uns  somit  der  Haupt- 
sache nach  1875  bekannt,  konnten  uns  aber  nicht  überzeugen.  Wir  mein- 
ten, wenn  man  etwa  150  Jahre  nach  Gerbert  in  einem  Benedictinerkloster 
ein  Werk  als  „Geometria  Gerberti*'  ausdrücklich  und  unzweifelhaft  bezeich- 
net, wenn  ein  Glossator  dagegen  Nichts  erinnert,  so  sei  das  immerhin  von 
Bedeutsamkeit.  Wir  sagten  deshalb:  „Damals  glaubte  man  mit  Bestimmt- 
heit, hier  eine  Geometrie  Gerb  er  t's  zu  besitzen.  **  Hätten  wir  sagen  sollen: 
Nur  der  dumme  Abschreiber  hat  diese  verkehrte  Meinung  gehabt?  Auf 
welchen  Grund  hätten  wir  so  sagen  dürfen?  Weil  von  neun  Handschriften 
die  vollständigste  y  d.  i.  eben  die  Salzburger,  die  mit  der  Handschrift  selbst 
gleichzeitige  Benennung  führt,  sechs  gar  keinen  Namen  nennen,  eine  Ox- 
forder Handschrift  die  Worte  „  Jficiptf  prologus  in  Theariam  QtrberH^  enthfilt 
und  eine  Pariser  Handschrift  am  Bande  die  Worte  „Otrherti  Über  de  Oeometria* 
geschrieben  d  une  ^poque  relativement  moderne  nach  Herrn  Olleris? 
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Aber  was  ist  verhftlinissmttssig  spät? 

Wir  meinten  femer,  die  Verschiedenheit  der  Bestandtheile  der  Geo- 
metrie könne  nur  günstig  für  die  Auffassung  stimmen,  dass  ein  Werk  vor- 
liege,  weil  die  Musterwerke  jederzeit  dieselben  Bestandtheile  enthalten  hätten. 
Herr  Weissen born  stellt  das  in  Abrede.  Er  sagt,  es  sei  nirgend  be- 
wiesen, dass  die  Heronischen  Schriften  zusammen  ein  Werk  gebildet  haben. 
Aber  sind  denn  die  Einzelschriften  des  Heron  nicht  selbst  Sammlungen 
kunterbunten  Inhalts?  Hat  Frontinus  nicht  in  zwei  Büchern  (Agrimen- 
soren,  S.  96)  ähnliche  Gegenstände  vereinigt?  Ist  im  Epaphroditus  des 
Codex  Arcerianus  weniger  Verschiedenartiges  zu  finden,  praktische  Feld- 
messung (Agrimensoren,  S.  215  §39)  mit  eingeschlossen? 

Herr  Weissenborn  stellt  ferner  in  Abrede,  dass  Gerbert  oder  wer 
nun  die  Geometria  Gerberti  zusammenschrieb,  den  Codex  Arcerianus  gesehen 
habe.  Erstens  sei  es  nicht  erwiesen,  dass  dieser  Codex  am  Ende  des 
X.  Jahrhunderts  dem  Kloster  Bobbio  angehört  habe,  zweitens  sei  es  unmög- 
lich gerade  wegen  des  Schreibfehlers  im  Nipsus,  der  uns  jene  Meinung 
stützte.  Den  ersten  Einwurf  geben  wir  zu.  Verbürgt  ist  der  Besitz  des 
Codex  Arcerianus  im  Kloster  Bobbio  erst  für  das  Jahr  1493.  Wahrschein- 
lich ist  er  uns  und  vielleicht  auch  Solchen,  die  mit  uns  den  Schreibfehler 
im  Nipsus  zu  verwerthen  geneigt  sind,  schon  für  jene  alte  Zeit.  Die  da- 
malige Armuth  des  Klosters  ist  jedenfalls  kein  Gtegengrund,  denn  raub- 
süchtige Edelleute  jener  Zeit  leerten  vielleicht  Keller  und  Speisekammer, 
aber  nicht  die  Bücherschränke.  Nun  sagt  aber  Herr  Weissenborn  bezüg- 
lich jenes  Schreibfehlers,  das  Wegfallen  des  Wortes  hj^ßatemtsae  vor  oder 
nach  poäiismM  und  dessen  Einwirkung  auf  den  Verfasser  der  Geometria 
Gerberti,  dass  diese  sich  ganz  anders  geäussert  haben  müsste,  als  durch 
Einschaltung  der  Definition,  poäismua  sei  gleich  hypotemtsa,  im  10.  Capitel. 
Nein,  unmittelbar  dort,  wo  die  Aufgabe  des  Nipsus  abgeschrieben  wurde, 
hätte  der  Abschreiber,  im  Vollgefühle  seiner  neuen  Definition  schwelgend, 
fortwährend  podismus  statt  hypotenusa  sagen  müssen;  das  that  er  aber  nicht, 
folglich  sind  die  von  uns  gezogenen  Schlüsse  falsch.  Wir  haben  auf  Alles 
nnr  eine  Erwiderung,  nämlich  die,  dass  es  unendlich  schwer  ist,  wenn  nicht 
unmöglich,  zu  erschliessen ,  was  Jemand  in  einem  angenommenen  Falle 
gethan  hätte.  Wir  würden  uns  nie  gestatten,  solche  Schlüsse  mit  mehr  als 
ganz  subjeotiver  Beweiskraft  zu  ziehen.  Wir  sind  auch  nicht  in  der  Lage, 
sagen  zu  können,  dieser  oder  jener  Briefsteller  hätte  so  oder  so  schreiben 
müssen.  Wir  sind  einfach  gewöhnt,  die  Autoren  selbst  zu  fragen,  ob  sie 
uns  eine  Antwort  geben  wollen,  und  wenn  diese  Antwort  keinen  inneren 
Widerspruch  zeigt,  so  glauben  wir  ihr.  Von  diesem  Standpunkte  war  uns 
Capitel  10  eine  Bestätigung  der  durch  den  Salzburger  Schreiber  anerkann- 
ten Zusammengehörigkeit  der  Geometria  Grerberti  und  zugleich  eine  Bestä- 
tigung dafür,  dass  der  Verflasser  den  Codex  Arcerianus  oder  einen  ihm  an 
dieser  Stelle  gleichlautenden  kannte.     Wer  diese  letztere  Annahme  vorzieht, 
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verzichtet  selbstverständlich  anf  jeden  Datirungsversuch  der  Nachbildung.  Die 
Verschiedenheiten  zwischen  dem  Codex  Arcerianus  nnd  der  Geometria  Gerberti 
—  um  auch  dieses  Umstandes  zu  gedenken  —  sind  keinenMls  so  bedeutend, 
um  die  Abhängigkeit  der  zweiten  von  dem  ersten  auszuschliessen ,  insbeson- 
dere, wenn  man  als  deren  Verfasser  einen  Mann  annimmt,  der  im  Rechnen 
geübt,  in  arithmetischen  Begriffen  klar  war,  was  von  Gerbert,  dem  Ver- 
fasser des  Briefes  an  Constantinus  wie  des  Briefes  an  Adelboldus, 
fest  genug  steht. 

In  dieser  zuletzt  erwähnten  wissenschaftlichen  Eigenthttmlichkeit  des 
Verfassers  der  Geometrie  erkennen  wir  eine  weitere  Bestätigung  seiner  Per- 
sönlichkeit, und  ebenso  in  der  üebereinstimmung  des  Briefes  an  Adel- 
boldus mit  der  Geometria.  Wir  haben  (Vorles.  über  Gesch.  d.  Math., 
744 — 745)  diese  Üebereinstimmung  betont  und  wiederholen  heute,  dass  wir 
sie  für  sehr  bedeutsam  halten,  mag  auch  Herr  Weissen  bor  n  (Gerbert, 
S.  39)  es  als  nahezu  unmöglich  betrachten,  dass  Gerbert  sich  mit  Bezug 
auf  die  Geometrie  so  kurz  ausgedrückt  hätte:  „In  his  geometrids  figuris, 
quas  a  nohis  stwipsisti.''  Will  Herr  Weissenborn  auch  den  Brief  an 
Adelboldus  fClr  unecht  erklären?  Er  spricht  sich  nirgend  so  aus.  Dann 
hat  aber  doch  Gerbert  jene  Bedewendung  in  seinem  Antwortschreiben  auf 
einen  uns  verlorenen  Brief  des  Adelboldus  gebraucht.  Wir  können  in 
der  Geometria  die  Stelle  nachweisen,  woher  die  „Oeometricae  figurae^  ge- 
nommen sind.  Für  Herrn  Weissenborn  ist  der  Satz  ohne  angebbare 
Grundlage.     Welches  ist  da  das  Wahrscheinlichere? 

Wir  sind  nicht  allen  einzelnen  Ausführungen  des  Herrn  Weissenborn 
gefolgt;  wir  beabsichtigen  auch  nicht  es  zu  thun,  weil  wir  sonst  dem  Bache 
ein  Buch  gegenüberstellen  müssten.  Unsere  bisherigen  Erörterungen  dürften 
überdies  genügen,  unseren  Lesern  ein  Urtheil  darüber  zu  gestatten,  wie 
weit  Herr  Weissenborn  das  Recht  hat,  zu  behaupten,  er  habe  die  Un- 
echtheit  der  Ger  her  tischen  Geometrie  bewiesen.  Zwei  Punkte  wollen 
wir  indessen  noch  hervorheben. 

Erstens  wird  wiederholt  auf  den  Widerspruch  aufmerksam  gemacht,  der 
zwischen  dem  neupjthagoräischen  Satze,  die  Einheit  sei  nicht  Zahl,  sondern 
Ursprung  und  Quelle  der  Zahlen ,  und  dem  Bechnen  mit  der  Eins  obwalte. 
Philosophische  Anschauungen,  müssen  wir  entgegnen,  beeinflussten  nie  das 
praktische  Bechnen.  War  doch  Nikomachus  ein  sprichwörtlich  geschickter 
Rechner  {dgiQiiieig  cSg  Nmofiaiog  6  rsgaativig).  Und  wenn  wir  im  XIX.  Jahr- 
hunderte nach  einem  Beispiele  suchen  wollten,  so  könnten  wir  an  Martin 
Ohm  erinnern,  bei  welchem  die  gleiche  Schrulle,  die  Eins  sei  nicht  Zahl, 
vorhanden  war. 

Zweitens  hat  Herr  Weissenborn  bezüglich  der  oben  besprochenen 
Nipsus  Stelle  im  Zusammenhange  mit  der  als  Geometrie  desBoethius  be- 
titelten Schrift  eine  von  ims  früher  gemachte  Bemerkung  bemängelt  Wir 
hatten  gesagt:   bei  Boethius  hätte  Gerbert  den  Wortlaut  j,hffpotenusae 
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podismus*^  gefunden  und  würde  akdann  erkannt  haben,  dass  „podismus^ 
.allein  geschrieben  ein  Schreibfehler  sein  musste.  Herr  Weissenborn  hat 
nun  mit  Recht  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  bei  Nipsus  zwei  Auf- 
gaben stehen  und  dass  bei  Boethius  die  Worte  j^hi^potefiusae  podismus^ 
bei  deijenigen  Nipsus -Aufgabe  stehen,  die  jenen  Schreibfehler  nicht  enthält. 
Mit  Unrecht  aber,  nach  unserem  Dafürhalten,  wird  daraus  eine  Bemänge- 
lung unserer  Folgerung  abgeleitet.  Wenn  Gerbert  bei  irgendwelchem 
Satze  die  Wortverbindung  „hypotenusae  podismus**  fand,  so  zeigte  ihm  die- 
selbe, dass  „podismus^  nicht  mit  der  Bedeutung  „h^otenusa*'  auftreten  könne. 

Sind  wir  denn  in  der  für  einen  Berichterstatter  peinlichen  Lage ,  Herrn 
Weissenborn 's  Ansichten  nirgend  beipflichten  zu  können?  So  verhält  es 
sich  doch  nicht.  Herr  Weissenborn  ist  z.  B.  im  Recht  gegen  uns  bezüg- 
lich eines  arabischen  Wortes.  Es  ist  vollständig  wahr,  dass,  als  wir  die 
Geometrie  Gerbert *s  studirten,  der  Gebrauch  des  arabischen  Wortes 
al-'idäda  (Thürpfosten ,  dann  Lineal)  in  einem  einzig  dem  Salzburger  Codex 
angehörenden  Capitel  uns  entging.  Wir  haben  schon  seit  einigen  Jahren 
diesen  Irrthum  in  unserem  Handexemplare  unserer  Vorlesungen  berichtigt. 
Wirft,  fragten  wir  uns,  sobald  wir  den  Irrthum  erkannten,  dieses  Vorkom- 
men eines  unzweifelhaft  arabischen  Wortes  unsere  Meinung,  Gerbert  habe 
Arabisches  sich  nicht  angeeignet,  über  den  Haufen?  Wir  konnten  und 
können  uns  nicht  entschliessen ,  so  weit  zu  gehen.  Wir  haben  in  unseren 
Vorlesungen  über  Gesch.  d.  Math.  S.  739  von  dem  Salzburger  Codex  gesagt: 
Es  ist  nicht  zu  verkennen ,  dass  kleine  Widersprüche ,  Wiederholungen  und 
dergleichen  den  Eindruck  hervorbringen,  es  sei  Einzelnes  vom  Abschreiber 
verfehlt  worden,  der  z.  B.  ein  Capitel,  das  im  Urtext  zuerst  an  einer  Stelle 
vorkam ,  dann  durch  den  Verfasser  anderswohin  gebracht  und  an  der  frühe- 
ren Stelle  durchstrichen  wurde,  zweimal  abgeschrieben  haben  kann.  Zu 
solchen  Abschreibersünden  rechnen  wir«  auch  das  Vorkommen  des  Wortes 
al-'idäda.  War  es  doch  ein  ganz  ähnlicher  Abschreiberfehler,  welcher  das 
Wort  „Ellipse*'  dreimal  in  eine  Abhandlung  des  Archimed  einschmuggelte, 
in  welcher  es  keinenfalls  gestanden  haben  kann. 

Wichtiger  erscheint  uns  und  den  Charakter  einer  Entdeckung  geradezu 
zu  tragen,  was  Herr  Weissenborn  in  seinem  IL  Capitel  aus  Euklid's 
Optik  anfahrt  uns  wenigstens  war  es  neu,  dass  in  jener  Schrift  Aufgaben 
praktischer  Feldmessung  gelöst  sind,  insbesondere  Höhen-  und  Tiefemes- 
sungen mit  Hilfe  des  Schattens,  eines  Spiegels,  eines  Stabes,  und  es  ist 
unleugbar,  dass  ein  Einfluss  der  dort  gelehrten  Methoden  in  der  Gerbert- 
sehen  Geometrie  zu  Tage  tritt  Selbstverständlich  ist  aber  an  einen  unmit- 
telbaren Einfluss  nicht  zu  denken,  und  es  fragt  sich  nur  darum,  ob  die 
Vermittelung  eine  arabische  oder  eine  römische  war.  Herr  Weissenborn 
huldigt  ersterer  Meinung ,  wir  letzterer.  Er  erkennt  für  das  oft  angewandte 
Quadrat  von  Holz  kein  römisches  Vorbild;  wir  verweisen  auf  den  Tetrans 
der  Agrimensoren.     Er  meint,   die  Araber   hätten  Sklaven  auf  dem  Boden 
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herumrutschen  lassen,  bis  sie  längs  der  Seite  eines  mitgeftthrten  Dreiecks 
visirend  die  Höhe  eines  Thnrmes  erschauten;  wir  meinen  in  diesem  Falle 
überhaupt  nicht,  wir  wissen,  dass  Epaphroditus  im  Codex  Arcenanns 
diese  Methode  beschreibt.  Hat  darnach  Herr  Weissen  bor  n  das  Recht, 
von  nachweislichem  arabischem  Einflüsse  zu  reden? 

Herrn  Weissenborn's  III.  Capitel  ist  der  complementftren  Moltiplica* 
tion  gewidmet  und  beschäftigt  sich  auch  mit  dem  von  Herrn  Henry  heraus- 
gegebenen Schriftchen  Helceph.  Wir  benutzen  wieder  die  Gelegenheit,  um 
eine  hierher  gehörige  Notiz  zu  veröffentlichen.  Jene  Schrift  beginnt  in  der 
lateinischen  Bearbeitung,  welche  allein  bekannt  ist,  mit  den  Worten:  Pro- 
logus  H,  Ocreati  in  Helceph  ad  Äddhardum  Ba4otensem  tnagistrum  swum^ 
Dazu  machte  uns  Herr  Watten  bach  am  24.  December  1880  brieflich  zwei 
Bemerkungen.  Erstens  glaubte  er  den  Namen  des  Verfassers  nicht  0'  Creat, 
sondern  Ocreatus  =  der  Gestiefelte  als  irgend  einen  Beinamen  deuten  za 
sollen.  Zweitens  machte  er  darauf  aufmerksam ,  dass  Atelhart  von  Bath 
nur  Bathonensis  heissen  könnte,  während  Baiotensem  auf  einen  Adelhard 
von  Bajeux  schliessen  lasse.  In  diesem  Helceph  kommt  bekanntlich  eine 
Art  complementärer  Multiplication  bei  der  Quadriruiig  einzifi&iger  Zahlen 
vor,  indem  10  — a  =  d  gesetzt  nnd  a*=  10 (a  —  d)  +  d*  gerechnet  wird,  ein 
Verfahren,  welches  als  Regel  des  Nikomachus  bezeichnet  wird.  Herr 
Tannerj  hat  die  betreffende  Stelle  des  Nikomachus  (Buch  II  Cap.  23) 
erkannt ,  in  welcher  aus  den  Eigenschaften  der  arithmetischen  Reihe  herYor- 
gehoben  wird,  es  sei  (o  +  /5)  (a — ^)  =  a*  —  /3*.  Die  Folgerung  o*  =  (a  +  §)'(^  -  ft 
+  ^  mit  a  +  /3  =  10  entspricht  dem  im  Helceph  angeführten  Ver£Eihren. 
Herr  Weissenborn  ist  der  Ansicht,  das  Verfahren  sei  arabisch,  Niko- 
machus von  Gerasa  werde  nur  citirt,  weil  seine  Schriften  —  die  eines 
halben  Landsmannes  —  viel  gelesen  wurden;  Nikomachus  selbst  habe 
aber  an  rechnende  Verwerthung  seines  ganz  theoretischen  Satzes  nie  ge- 
dacht. Um  dieser  Ansicht  beizustimmen,  erwarten  wir,  dass  Herr  Weissen- 
born uns  in  irgend  einem  andern  arabischen  Schriftsteller  ein  theoretisches 
Citat  aus  Nikomachus  bei  Gelegenheit  von  Rechnnngsvortheilen  nach- 
weise. Auch  die  Behauptung,  Nikomachus  habe  nie  über  Rechenopera- 
tionen geschrieben,  steht  uns  nicht  so  ganz  fest.  Wir  erinnern  an  Das, 
was  wir  darüber  (Vorles.  über  Gesch.  d.  Math.,  S.  478)  gesagt  haben,  und 
ftigen  als  nachträgliche  Unterstützung  hinzu,  dass  Nikomachus  sich  ein- 
mal auf  eine  von  ihm  verfasste  Einleitung  in  die  Geometrie  beruft.  Es  ist 
uns  persönlich  wenigstens  gar  nicht  undenkbar,  dass  diese  einen  wesentlich 
rechnenden  Charakter  hatte.  War  doch  seit  Heron's  rechnender  Geometrie 
gerade  eine  diese  Vorkenntnisse  umfassende  Einleitung  Bedürfniss  geworden, 
während  zu  einer  wahrhaft  geometrischen  Einleitung  in  die  Geometrie  An- 
läse kaum  geboten  war. 

Die  eigentliche  compleroentäre  Multiplication,  und  zwar  nach  der  Formel 
a.&=10(a-{10— 6))  +  (10  -a).(10~l>),  haben  wir  in  einem  Codex  des 
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Klosters  Salem  ans  dem  Jahre  1200  etwa  aufgefonden.  Woher  stammt 
dieselbe?  Herr  Weiss enborn  sagt:  natürlich  ans  dem  arabischen  Urtexte 
des  Alchwarizmiy  von  welchem  hier  eine  Bearbeitong  yorliegt,  wie  schon 
aus .  den  Anfangsworten  (IncipU  Hher  cigorwmi)  hervorgeht.  So  einfach  liegt 
aber  die  Sache  doch  nicht.  Als  wir  im  X.  Bande  der  Zeitschr.  Math.  Fhys. 
jenen  Codex  znm  Abdruck  brachten,  haben  wir  eine  Anzahl  von  Anmer- 
kungen beigefügt,  welche  vielleicht  Beachtung  von  Herrn  Weissenborn 
verdient  hätten.  £r  hätte  an  ihrer  Hand  möglicherweise  die  Ueberzeugung 
gewonnen,  dass  der  Verfasser  kein  reiner  Algorithmiker  war,  d.  h.  keine 
blosse  üeberarbeitung  der  Schrift  des  AlcKwarizml  lieferte,  des  Alchwa- 
rizmi,  von  welchem  er  gar  nicht  mehr  wusste,  dass  er  eine  Persönlichkeit 
gewesen.  Das  Wort  j^äüfferentia^  ist  bald  nach  Art  der  Algorithmiker,  bald 
nach  der  der  Abacisten  gebraucht  Der  christlich  -  mystische  Theil  kann 
gewiss  nicht  als  arabischem  Urtexte  nachgebildet  aufgefasst  werden.  In 
heute  noch  vorhandenen  arabischen  Schriften,  mit  Einschluss  der  beiden 
durch  Fürst  Boncompagni  herausgegebenen  Bearbeitungen  des  Alchwa- 
rizmiy  ist  aber  bis  zu  sehr  später  Zeit  (Behä  Eddin,  1547 — 1622)  von 
complementärer  Multiplication  keine  Bede.  Folglich  dürfte  die  Frage  nach 
deren  Ursprung  noch  lange  nicht  entschieden  sein ,  dürfte  die  Entscheidung 
noch  immer  mit  der  Frage  nach  dem  Ursprung  der  complementären  Divi- 
sion zusammenhängen.  Bei  Herrn  Weissenborn  lautet  der  Schluss  des 
Capitels,  er  glaube  bestimmt  nachgewiesen  zu  haben,  dass  mit  der  com- 
plementären Multiplication  Nikomachus  nicht  das  Entfernteste  zu  thun 
habe,  und  dass  dieselbe  nicht  auf  Bömer  und  Griechen,  sondern  auf  Araber 
und  Inder  zurückzuführen  sei.  Von  der  complementären  Division  sagt  er, 
„man  könnte  femer  die  Ueberzeugung  hegen,  nur  dem  grübelnden  Gehirn 
eines  in  allen  Bechenkünsten  wohlbewanderten  Hindu  könne  diese  eigen- 
artige, in  ihrer  Art  scharfsinnige  Divisionsmethode  entsprungen  sein  ^.  Von 
einem  bestinunten  Nachweis  spricht  er  hierfür  noch  nicht. 

Wir  bleiben  bei  der  Thatsache  stehen,  dass  complementäre  Division 
ausschliesslich  bei  dem  Columnenrechnen  auf  dem  Abacus  vorkommt,  mit 
diesem  auftritt,  mit  diesem  verschwindet.  Giebt  es  aber  nur  in  lateinischer 
Sprache  Schriften  über  das  Bechnen  auf  dem  Abacus?  Einst  gab  es  in  der 
St.  Marcus  -  Bibliothek  in  Venedig  auch  eine  griechische  Schrift  ähnlichen 
Inhalts.  Bern.  deMontfaucon  hat  sie  im  vorigen  Jahrhundert  noch 
gekannt  und  spricht  von  ihr  als  Abacus  in  Graeco  (Bibliotheca  bibliotheca- 
rum  manuscriptarum  I,  468  D).  Heute  ist  diese  Schrift  leider  verloren 
oder  verlegt  Sie  kommt  wenigstens  nach  privater  Mittheilung  des  Grafen 
Soranzo  in  Venedig  in  den  Handschriftenverzeichnissen  der  genannten 
reichen  Bibliothek  nicht  mehr  vor.  Cantor 
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Die  Mathematik  auf  den  TTniversitäten  des  Mittelalters ,  von  Dr.  Heihsich 
SuTER.     Wissenschaftliche  Beilage  zum  Programm  der  Cantonsschnle 
in  Zürich  1887,  zugleich  als  Festschrift  zur  39.  Versammlung  deut- 
scher  Philologen   und   Schulmänner  in   Zürich   erschienen.     Zürich 
1887.    58  S. 
Herr   Suter   schliesst   seine  Abhandlung   mit  dem  Bedauern,  Herrn 
Günther 's  Oesohichte  des  mathem.  Unterrichts  im  deutschen  Mittelalter  zn 
spät  erhalten  zu  haben,  um  sie  noch  berücksichtigen  zu  können.    Wir  sind 
überzeugt,  dass  Herr  Günther  ein  gleiches  Bedauern  bezüglich  der  Suter- 
sehen  Abhandlung  hegen   wird,   und  wir  selbst  schliessen  uns  Yollkommen 
dem  von  Herrn  Suter  nur  als  Hoffnung  ausgesprochenen  ürtheil  an,  gdass 
die  beiden  Schriften  sich  in  manchen  Punkten  fhichttragend  für  die  mathe- 
matisch-historische Forschung  ergftnzen*'. 

Herr  Suter  hat  planmässig  ausgeschlossen ,  was  an  mathematischem 
unterrichte  ausserhalb  der  üniTersitäten  ertheilt  wurde.  Er  hat  dafür  seine 
Untersuchung  auf  s&mmtliche  Universitäten  ausgedehnt  und  aus  ihren  Sta- 
tuten, welche  er  in  seltener  Vollständigkeit  durchforschte,  die  mathemati- 
schen Lehren  entnommen,  die  gefordert  wurden,  sofern  ein  akademischer 
Grad,  Baccalaureat  oder  Licentiat,  erlangt  werden  wollte.  Dass  auch  Herr 
Suter  gleich  Herrn  Günther  einleitungsmässig  über  Entstehung  und  Or- 
ganisation der  Universitäten  des  Mittelalters  und  über  die  ArtistenfacultSt 
sich  verbreitete,  liegt  in  der  Natur  der  Sache  begründet. 

Vergleichen  wir  an  der  Hand  von  Herrn  Suter's  Darstellung  den 
Zustand  unserer  Wissenschaft  an  den  einzelnen  Hochschulen,  so  kommen 
wir  zu  dem  gleichen  Ergebnisse,  welches  wir  Herrn  Günther  infolge  seines 
enger  gefassten  Themas  halbwegs  auf  guten  Glauben  zugestehen  müssen: 
dass  Wien  die  vorzugsweise  mathematische  Universität  des  Mittelalters  war, 
wenn  auch  dort  der  äusserste  Punkt,  bis  zu  welchem  der  Unterricht  sich 
erstreckte,  nur  niedrig  lag.  Von  Büchern  des  Archimed  oder  gar  des 
ApoUonius,  die  irgendwo  in  Vorlesungen  erklärt  worden  wären ,  ist  nicht 
die  Bede.  Potenzrechnung  unter  dem  Namen  „Algorithmus  proportionum*^, 
Geometrie  nach  Euklid,  etwas  Trigonometrie,  soweit  sie  zur  Astronomie, 
beziehungsweise  zur  judiciären  Astrologie  nnentbehrlich  ist,  coordinaten- 
massig  gezeichnete  Curven  zur  Versinnlichung  physikalischer  Vorgänge  unter 
dem  Namen  „Latitudines  formarum**  ^  das  sind  die  lange  nicht  überall 
erreichten  Gipfelpunkte. 

Herr  Suter  lässt  es  an  neuen  Ergebnissen  nicht  fehlen.  Die  Zurttck- 
Verfolgung  der  „Latitudines^  auf  Richard  Suisset,  der  Nachweis  trigo- 
nometidschen  Wissens  in  England,  die  mindestens  wahrscheinlich  gemachte 
Identification  des  Johan  von  London  mit  Johan  Peckam  dürften  nunmehr 
der  Geschichte  erworben  sein. 

Wir  glauben  damit  hinlänglich  das  Endurtheil  begründet  zu  haben, 
dass   die   39.  Versammlung    deutscher   Philologen   und   Schulmänner  allen 
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Grund    bessass,    sich    durch    diese    ihr   gewidmete    Festschrift   geehrt   zu 
^^^^'*-  Cantoe. 


Oesohiolite  des  mafhematisohen  TTnterrichts  in^  dentsohen  Hittelalter  Ms 
sum  Jahre  1626,  von  Dr.  Siegmund  Günther,  o.  ö.  Professor  an 
der  technischen  Hochschule  in  München.    VI ,  408  S.     A.  Hofmann 
&  Co.,  Berlin  1887.      (III.  Band  der   Monumenta   Germaniae 
Paedagogica,   unter  Mitwirkung  einer  Anzahl  von  Fachgelehrten 
herausgegeben  von  Kabl  Ebhbbach.] 
Als  wir  im  XI.  Bande  dieser  Zeitschrift  über  Qu6telet's  Histoire  des 
sciences  mathömatiques  et  phjsiques  chez  les  Beiges,  im  XXIII.  Bande  über 
den   Yon  Herrn   Rudolf  Wolf  bearbeiteten,    die  Astronomie  betreffenden 
Theil  der  Geschichte  der  Wissenschaften  in  Deutschland  berichteten,  haben 
wir  beidemal  die  Frage  verneint,  ob  es  möglich  sei,  die  Geschichte  mathe- 
matischer  Disciplinen    in    einem    bestimmten    Lande    für    sich   zu    behan- 
deln.    Eine  ganz  ähnlich  lautende  Frage  würden  wir  heute  aufwerfen  kön- 
nen ,   würden  wir  wieder  verneinen  müssen.     Wie  der  Unterricht  in  einem 
Wissenszweige   sich  da  und  dort  gestaltet,   hftngt  neben  dem   besonderen 
Wissenszweige,   der  aus  sich  heraus  die  Methode,  nach  welcher  er  gelehrt 
werden  will  und  soll,  beeinflusst,  auch  von  dem  zur  Zeit  am  gleichen  Orte 
üblichen  ünterrichtswesen  im  Allgemeinen  ab.     Eine  logische  Arbeitsthei- 
long  erforderte  mithin  zuerst  eine  Darstellung  des  deutschen  mittelalterlichen 
Unterrichts  überhaupt ,  an  welche  alsdann  kürzer  gefasste  Darstellungen  des 
Unterrichts  in  einzelnen  Fächern  sich  angliedern  konnten. 

Eine  solche  Unterrichtsgeschichte  fand  aber  Herr  Günther  nicht  vor, 
und  somit  war  er  genöthigt,  sie  mit  der  ihm  eigentlich  gestellten  Aufgabe 
zn  verbinden.  So  entstand  ein  Werk,  welches  wir  lieber  mit  dem  Titel 
versehen  wünschten:  „Geschichte  des  Unterrichts  überhaupt  und  namentlich 
des  mathematischen  Unterrichts  im  deutschen  Mittelalter.''  Je  früher  die 
Zeit  fällt,  um  welche  es  sich  handelt,  um  so  mehr  ist  das  Allgemeine  be- 
tont. Je  näher  der  Verfasser  dem  Ende  des  Mittelalters  kommt,  um  so 
genauer  tritt  der  besondere  mathematische  Unterricht  hervor. 

Der  Grund  davon  ist  ein  doppelter.  Erstens  fliessen  die  Quellen  um 
so  spärlicher,  je  höher  hinauf  wir  in  der  Zeit  steigen,  und  um  einige  Gleich- 
mässigkeit  in  der  einzelnen  Zeiträumen  gewidmeten  Ausführlichkeit  zu  er- 
halten, musste  am  Anfang  nicht  streng  zur  Sache  Gehörendes  beigezogen 
werden,  wie  es  aus  dem  erörterten  Fehlen  einer  allgemeinen  Unterrichts- 
geschichte sich  auch  rechtfertigte.  Zweitens  nimmt  thatsächlich  von  Jahr- 
hundert zu  Jahrhundert  der  mathematische  Unterricht  zu  und  liefert  somit 
dem ,  der  von  ihm  zu  berichten  hat ,  einen  immer  reichhaltigeren  Stoff.  Ist 
diese  Zunahme  dazu  bestimmt,  anzudauern?  Wird  nicht  irgend  einmal  der 
Augenblick  eintreten,  von  welchem  an  das  mathematische  Interesse  wieder 
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erlahmt?  Diese  Frage  hat  Herr  Tannery  bekanntlich  aufgeworfen  (vergl. 
3.  28  dieses  Bandes);  Herr  Günther  brauchte  sie  nicht  in  ErwSgung  zu 
ziehen,  da  bis  zum  Jahre  1525,  dem  Schlusspunkte  seines  Werkes,  nor 
immer  mehr  und  mehr  Kreise  der  Mathematik  gewonnen  werden«  In  der 
Elosterschule  diente  der  mathematische  Unterricht  kaum  einem  andern  Zwecke 
als  dem ,  die  Festrechnung  vollziehen  zu  können.  Die  Universität  erkannte 
in  der  Mathematik  die  längste  Zeit  des  Mittelalters  hindurch  nur  den  Weg 
zur  Philosophie.  Selbstzweck  wurde  dieses  Studium  kaum  dann,  als  eigene 
Fachprofessuren  der  Mathematik  gegründet  wurden.  Die  Masse  der  Bevölke- 
rung endlich  erfuhr,  dass  mathematisches  Wissen,  freilich  ein&chster  Art, 
unentbehrlich  sei,  als  Volksschule  und  Privatlehrer  sich  dieses  Unterrichts- 
zweiges bemächtigten. 

Wir  haben  in  diesen  wenigen  Sätzen  eigentlich  schon  den  (Gedanken- 
gang des  Oünther^schen  Werkes  dargelegt,  wie  sofort  deutlich  wird,  wenn 
wir  nur  die  Ueberschriften  mittheilen,  unter  welche  der  Yerüasser  seinen 
Stoff  geordnet  hat: 

Capitel  I.  Das  Unterrichtswesen  der  ältesten  Zeit  und  die  kaiser- 
lichen Palastschulen.  Beda  und  Alkuin.  —  Capitel  IL  Der  mathematische 
Unterricht  an  den  Kloster-,  Stifts-  und  Stadtschulen.  —  Capitel  III.  Ueber- 
setzungszeitalter  und  scholastische  Periode;  das  Quadrivium  als  Lehrgegen- 
stand an  den  Hochschulen.  —  Capitel  lY.  Der  Aufschwung  der  Mathe- 
matik zum  selbstständigen  akademischen  NominalfiMh. —  Capitel  V.  Ver- 
breitung arithmetischer  und  geometrischer  Kenntnisse  auf  dem  Wege  pri- 
vater Unterweisung. 

Dass  der  Stoff  nicht  durchweg"  neu  sein  kann,  bedarf  bei  einem  ge- 
schichtlichen Werke  so  wenig  der  Erwähnung  als  der  Entschuldigung.  Weit 
eher  dürften  wir  lobend  betonen,  dass  es  Herrn  Günther  gelungen  ist, 
Dinge  aufzustöbern,  welche  längst  gedruckt,  dennoch  für  die  Geschichte  der 
Mathematik  noch  nicht  benutzt  worden  waren ,  dass  er  andererseits  auch  ans 
Archiven  zu  schöpfen  gewusst  hat,  wobei  namentlich  der  Localpatriotisrnns 
des  geborenen  Nümbergers  in  den  nutzbringenden  Dienst  des  Geschichts- 
schreibers trat. 

Dass  wir  mit  kritischer  Loupe  auch  Mängel  nachzuweisen  im  Stande 
wären,  ist  ebenso  selbstverständlich;  wir  wollen  jedoch  nicht  durch  Nörge- 
leien uns  und  unseren  Lesern  die  Freude  an  dem  im  Ganzen  wohlgelungenen 
Werke  verderben. 

Nur  drei  Einzelheiten  möchten  wir  besonders  hervorheben.  Dass  Hrots- 
vitha,  die  dichtende  Nonne  von  Gandersheim  aus  dem  X.  Jahrhundert,  mit 
der  Arithmetik  des  Boethius  wohlbekannt  war,  dürfte  den  meisten  Mathe- 
matikern ebenso  neu  sein,  als  es  uns  war.  S.  83 flgg.  sind  die  Beweis- 
stellen abgedruckt. 

8.  285  Note  2  und  S.  352  Note  3  hat  Herr  Günther  bei  Grego- 
rius  Beusch  den  indischen  Näherungswerth  9c=s^lO,  in  der  GeometnB 
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deutsch  den  altorientalischeii  N&herungswerth  tk  =  3  zu  enthüllen  verstanden. 
Beide  Vorkommen  sind  wohl  vorher  nicht  bemerkt  worden. 

S.  303  ügg.  ist  von  dem  ersten  deutschen  Lehrbuche  des  Rechnens  ge- 
handelt, welches  1483  erschienen  sei,  und  für  dessen  Ver&sser  der  Buch- 
drucker Petzensteiner  gehalten  wird.  Hier  sind  wir  durch  Hm.  ü n g e r 
in  Leipzig -Beudnitz,  VerfBSser  einer  nttchstens  im  Druck  erscheinenden 
Geschichte  der  Bechenkunst  in  Deutschland  seit  1500,  in  die  Lage  versetzt, 
eine  Richtigstellung  zu  geben.     Herr  ünger  schreibt  uns: 

1.  Das  älteste  deutsche  Rechenbuch,  ein  Pergamentdruck,  erschien  1482 
in  Bamberg. 

2.  Heinri'ch  Petzen steiner  ist  der  Drucker  und  Ulrich  Wag- 
ner, ein  Nürnberger  Rechenmeister,  der  Verfasser.  Von  diesem  Werke  exi- 
stiren  nur  neun  kleine  Pergamentstreifen  in  der  königl.  Bibliothek  in  Bam- 
berg.    Eine  Notiz  findet  sich  im  Serapeum  von  1847  S.  126. 

3.  Das  Rechenbuch  von  1483  ist  bei  dem  gleichen  Drucker  und  mit 
denselben  Typen  gedruckt  wie  das  von  1482.  Der  Lihalt  beider  ist  nicht 
gleichlautend.  Cantob. 

Joachim  Jnngins  und  die  Emeaemng  atomistiBcher  Lehren  im  17.  Jahr- 
hnndert.    Ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  Naturwissenschaft  in  Ham- 
burg von  Dr.  Emil  Wohlwill.    Sonderabdruck  aus  Bd.  X  der  ,,Ab- 
handlungen  aus   dem  Gebiete  der  Naturwissenschaften^  (Festschrift 
zur  Feier  des  50jährigen  Bestehens  des  Naturwissenschaftlichen  Ver- 
eins in  Hamburg).     Hamburg  1887,  L.  Friedrichsen  &  Co.    66  S. 
Joachim  Jungius  (1587 — 1657),  einen  einst  hochberühmten,   150 
Jahre  nach  seinem  Tode   fast  verschollenen  Gelehrten  wieder  entdeckt  zu 
haben,  ist  ein  Verdienst  Goethe's.     Goethe's  Fragmente  über  Jungius 
und  zugleich  eine  eingehende  Untersuchung  über  ebendenselben  veröffent- 
lichte Guhrauer  1850.     Ihm  folgte  Av6-Lallemant  1863  mit  der  Her- 
ausgabe von  Jungius' Briefwechsel,  und  auf  diese  Vorarbeiten  stützt  sich 
die  Biographie  von  Rieh.  Ho  che  in  der  Allgemeinen  deutschen  Biographie 
XIV,  721—726.     In  allen  diesen  Schriften  spielt  der  Brand  von  1691  eine 
grosse  Rolle,   bei  welchem  etwa  drei  Viertel  des  schriftlichen  Nachlasses 
Temichtet  wurden.     In  den  verbrannten  Heften  ging,  so  meinte  man,  das 
Meiste  zu  Grunde,  welches,  wenn  es  im  Druck  erschienen  wäre,   die  hohe 
Achtung,  in  der  Jungius  bei  seinen  Zeitgenossen  stand,  als  vollberechtigt 
erwiesen  hätte.     An  dieser  Meinung  übt  Herr  Wohlwill  eine  vernichtende 
Kritik.     Wir  halten  es  mit  ihm  für  undenkbar,  dass  die  Schüler  und  Ver- 
ehrer des  Jungius   zuerst  seine  minder  hervorragenden,   minder  druck- 
bereiten  Schriften  herausgegeben,  das  Bessere,  Vollendetere  dagegen  auf- 
gespart haben  sollten.     Sind  aber  die  gedruckten  Schriften  des  Jungius, 
sind  die  etwa  lOOFascikel,  welche  aus  dem  Brande  von  1691  gerettet  auf 
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der  Hamburger  Stadtbibliothek  sich  befinden,  wenig  mehr  als  Material- 
sammlungen, so  werden  die  verbrannten  Papiere  gleicher  Natur  gewesen 
sein.  Eine  erneute  Jungius- Forschung  wird  daher  in  erster  Linie  an  das 
gedruckt  Vorhandene  anknüpfen  müssen,  und  in  diesem  Sinne  hat  Hen 
Wohlwill  besonders  des  Jungius  Hamburger  Disputationen  gründlich 
untersucht.  Er  fand  dabei,  dass  Jungius  unzweifelhaft  zu  den  entschie- 
densten Gegnern  der  missverstandenen  Aristotelischen  Lehren  seiner  Zeit  zu 
rechnen  ist,  und  dass  er  in  gleiche  Linie  mit  Sennert  gehört,  dessen  Ver- 
dienste um  die  Erneuerung  einer  wissenschaftlichen  Atomistik  Herr  Lass- 
witz  in  ein  so  deutliches  Licht  zu  setzen  gewusst  hat.  Cantob 


Ponr  rhistoire  de  la  Boienoe  hell^ne,  par  Paul  Tannery.  De  Thalis  ä 
Emp6docle.    Paris  1887.    Felix  Alcan  6diteur.     VII,  396  S. 

Zu  derselben  Zeit,  w&hrend  welcher  Herr  Tannery  im  Bulletin  Dar- 
boux  die  Aufsätze  zum  Abdruck  brachte,  welche  wir  nach  ihrer  Vereinigung 
in  Buchform  unter  dem  Titel  „La  g6om6trie  grecque  etc.''  weiter  oben 
(S.  27 — 31)  besprochen  haben,  Hess  der  gleiche  unermüdliche  Verfasser  in 
der  Bevue  Philosophique  eine  andere  Reihe  von  Aufsätzen  erscheinen,  welche 
jetzt  gleichfalls  als  stattlicher  Band  in  unseren  Händen  sich  befinden. 

Herr  Tannery  unterscheidet  in  der  Geschichte  der  griechischen  Lite- 
ratur vier  Zeiträume  von  je  drei  Jahrhunderten.  Die  hellenische  Zeit  rechnet 
er  in  runden  Zahlen  von  600  bis  300,  die  alexandrinische  von  300  bis  zu 
Christi  Geburt;  daran  schliesst  sich  für  ihn  die  griechisch-römische  Zeit  bis 
300,  endlich  die  Zeit  des  Rückganges  und  der  Oommentatoren  bis  zum 
Jahre  600. 

Die  hellenische  Zeit  allein  ist  in  diesem  Bande  behandelt,  und  zwar 
diejenigen  Schriftsteller  der  genannten  Zeit,  welche  von  Thaies  bis  zu 
Empedokles  (f  424)  als  Naturphilosophen  bezeichnet  werden  dürfen,  d.  h. 
deren  Lehre  ein  ganzes  System  zur  Erklärung  der  Entstehung  und  der  Ge- 
setze des  Weltalls  bildet. 

Herr  Tannery  ist  nicht  der  Erste,  der  diese  Aufgabe  sich  gestellt 
hat.  In  Herrn  Diels,  Herrn  Teichmüller,  Herrn  Zeller  —  um  nur 
die  neuesten  Forscher  zu  nennen  —  verehrt  er  Vorgänger,  an  die  er  häufig 
genug  sich  anschliesst.  Aber  nicht  minder  häufig  geht  er  seine  eigenen 
Bahnen  und  kommt  zu  Folgerungen,  welche  von  denen  seiner  Vorgänger 
wesentlich  abweichen. 

Die  Alten  haben  nicht  minder  eine  ähnliche  Zusammenstellung  versucht, 
und  wäre  das  Werk  des  Theophrastos  von  Lesbos  über  die  Phy- 
siker, wie  er  jene  Philosophen  nannte,  auf  uns  gekommen,  so  bedürfte  es 
vielleicht  nur  geringer  Mühe ,  um  zu  ermitteln ,  wie  weit  in  demselben  der 
unparteiische  G^schichtschreiber  vor  dem  philosophischen  Parteigänger,  oder 
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dieser  vor  jenem  das  Uebergewiobt  besass.  Leider  entging  das  Werk  des 
Theopbrastos  nicbt  dem  *  Schicksal ,  welches  anch  die  Geschichte  der 
Geometrie  seines  Zeit-  und  Schalgenossen  Eudemos  von  Rhodos  traf. 
Nur  in  Spuren  besitzen  wir  es,  in  Auszügen  yerschiedenen  Ursprunges  und 
dementsprechend  Terschiedenen  Werthes.  Die  Doxographen  nennt  man 
heute  die  Schriftsteller  des  Alterthums,  welche  ihre  Aufgabe  darin  fanden, 
die  Meinungen  der  verschiedenen  Schulen  zu  schildern  und  unter  einander 
zu  vergleichen. 

Herr  Tannery  widmet  nun  sein  I.  Capitel  den  Doxographen  selbst, 
sein  II.  Capitel  der  Chronologie  derjenigen  Philosophen,  mit  denen  er  sich 
in  den  folgenden  Capiteln  III  bis  XIII  eingehend  beschäftigt.  Im  Einzelnen 
lauten  die  üeberschriften  dieser  Capitel :  III.  Thaies  von  Milet.  IV.  Anaxi- 
mander  yon  Milet.  Y.  Xenophanes  von  Eolophon.  VI.  Anaximenes.  VII. 
Herakleitos  von  Ephesos.  VIII.  Hippasos  und  Alkmeon.  IX.  Parmenides 
von  Elea.  X.  Zenon  von  Elea.  XI.  Melissos  von  Samos.  XII.  Anaxagoras 
von  Elazomene.  XIII.  Empedokles  von  Agrigeni  Jedem  Capitel  lässt  Herr 
Tannery  eine  sehr  schtttienswerthe  üebersetzung  der  Stellen  folgen,  in 
welchen  die  Doxographen  über  die  betreffende  Persönlichkeit  sich  äusserten, 
sowie  der  Fragmente  der  Philosophen  selbst»  soweit  sie  in  Mull  ach 's  be- 
kannter Sammlung  herausgegeben  sind« 

Wir  beabsichtigen  keineswegs,  Herrn  Tannery  Schritt  für  Schritt  zu 
folgen.  Seine  Sätze  einfach  zu  wiederholen  widerstrebt  uns;  kritisch  an 
dieselben  heranzutreten  sind  wir  nicht  vorbereitet,  da  die  griechische  Phi- 
losophie für  uns  niemak  einen  Gregenstand  eingehenderen  Studiums  bildete, 
es  sei  denn  bezüglich  derjenigen  Persönlichkeiten,  welche  auch  ab  Mathe- 
matiker sich  hervorthaten.  Nur  von  einigen  dieser  Mttnner  soll  also  unsere 
Besprechung  handeln. 

Gleich  bei  Thaies  von  Milet  entfernt  sich  Herr  Tannery  von  den 
landläufigen  Ansichten.  Darin  stimmt  er  zwar  ^lit  Herrn  D  i  e  1  s ,  dessen  meistens 
abschliessender  Arbeit  „Chronologische  Untersuchungen  über  Apollodor*sChro- 
nika**  im  Rheinischen  Museum  für  Philologie,  Neue  Folge,  Bd.  XXXI  (1876)  er 
in  vollem  Maasse  gerecht  wird,  überein,  dass  der  sogenannten  Thaletischen 
Sonnenfinstemiss  für  die  Bestimmung  der  Lebenszeit  des  Thaies  mehr  Gewicht 
beizulegen  sei,  als  Oeburts-  und  Todesjahren,  aber  über  jene  Sonnenfinstemiss 
selbst  ist  er  abweichender  Meinung.  Die  Griechen  —  darüber  ist  man  jetzt  ziem- 
lich einig  —  suchten  womöglich  eine  hervorragende  Leistung  eines  bedeu- 
tenden Mannes  chronologisch  zu  bestimmen.  Dieser  Zeitpunkt  galt  ihnen 
dann  als  der  Gipfelpunkt,  «xfii/,  seiner  Thtttigkeit  und  wurde  auf  sein 
40.  Lebensjahr  versetzt,  d.  h.  40  Jahre  früher  nahm  man  seine  Geburtszeit 
an.  So  wird  es  auch  bei  Thaies  gewesen  sein.  Nun  fanden  Sonnenfinster- 
niBse  statt  am  30.  September  610,  im  Jahre  597  und  am  28.  Mai  585.  Herr 
Tannery  hält  die  erstgenannte  für  die  von  Thaies  vorverkündigte,  weil 
Herodot  dieselbe  auf  den  Tag  einer  Schlacht  zwischen  dem  Lyderkönig       j 
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Alyattes  und  dem  Mederkönig  Kyaxares  verlegt.  Eyaxares  regierte 
aber  nur  bis  596  spätestens ,  worauf  As  t  jag  es  ihm  auf  dem  Throne  folgte. 
Herr  Tann ery  spricht  damit  nur  eine  Behauptung  aus ,  welche  01t manne 
in  den  Abhandl.  Berl.  Akad.  1812  vertheidigte.  Die  spätere  Ansicht,  Thaies 
habe  die  Finstemiss  vom  28.  Mai  585  vorausgesagt,  stützt  sich,  wie  Herr 
Geizer  (Rhein.  Mus.  f.  PhiloL,  Neue  Folge,  XXX,  264—268)  sehr  über- 
sichtlich  zusammengestellt  hat,  erstens  auf  den  umstand,  dass  andere  Schrift- 
steller als  Herodot  die  Schlacht  durch  Astyages  geschlagen  sein  lassen, 
zweitens  auf  den  Nachweis  eines  zweiten  Irrthums  des  Herodot  bei  einem 
Zeitgenossen  jener  Schlacht,  drittens  auf  den  von  Astronomen  wie  Airj 
und  Hansen  gelieferten  Nachweis,  dass  nur  die  Sonnenfinstemiss  von  585, 
nicht  aber  die  von  610  an  dem  Schlachtorte  als  eine  totale  gesehen  werden 
konnte.  Ist  aber  diese  Sonnenfinstemiss  von  585  die  ox/ci^  des  Thaies, 
so  kommt  seine  Geburt  auf  624  oder  625,  d«  h.  auf  das  1.  Jahr  der 
39.  Olympiade,  wie  Apollodor  nach  der  einleuchtenden  Correctar  des 
Herrn  Di  eis  behauptete.  Wir  bleiben  der  Ansicht,  Thaies  habe  die  Fin- 
stemiss von  585  vorausgesagt.  Ob  die  Geburt  auf  624  zurückzurechnen 
oder  ob  das  berichtete  Datum  von  640  anzunehmen  sei,  scheint  uns 
weniger  feststehend.  Endlich  bezüglich  des  Irrthums  des  Herodot  wagen 
wir  einen  schüchternen  Hinweis  darauf,  dass  der  Name  des  Eyaxares  in 
der  modischen  Eönigsfamilie  vielleicht  wiederholt  auftritt,  dass  z.  B.  nach 
der  Cyropädie  auch  ein  Sohn  des  Astyages  so  hiess  und  der  in  jener 
Schlacht  siegreiche  Eyaxares  nicht  der  König  gewesen  zu  sein  brancht. 

Bei  Anaximander  von  Milet  äussert  Herr  Tannery  (S.  86  Note 3) 
eine  gelegentliche  Bemerkung,  welche  uns  anmuthet:  seine  vTvotvnataig  y£o- 
^etglag,  von  welcher  Suidas  berichtet  und  mit  welcher  man  nichts  Rechtes 
anzufangen  weiss,  beziehe  sich  ohne  Weiteres  auf  die  Erdtafel,  von  deren 
Anfertigung  durch  Anaximander  Strabon  und  Andere  berichten. 

Als  eines  der  schönsten  Capitel  erkennen  wir  das  X.  über  Zenon  von 
Elea,  S.  247 — 261.  Haben  auch  andere  Schriftsteller  vor  Herrn  Tannery 
zu  zeigen  gesucht,  dass  Zenon,  ohne  Mathematiker  zu  sein,  deutliche 
Spuren  seines  Einflusses  in  der  Geschichte  der  Mathematik  hinterliess,  so 
hat  Herr  Tannery  zuerst  unter  den  Schriftstellern,  die  uns  persönlich 
wenigstens  bekannt  geworden  sind,  den  Nachweis  geliefert,  gegen  wen 
Zenon's  bekannte  Schlüsse  sich  richteten,  wodurch  auch  ihre  Bedeutung 
klarer  wird.  Zenon  schrieb  gegen  die  Pythagoräer,  und  seine  Absicht 
ging  nicht  etwa  dahin,  die  Bewegung  zu  leugnen,  sondern  nur  anf  die 
Widersprüche  aufmerksam  zu  machen,  welche  unabweisbar  hervortreten, 
sowie  man  mit  den  Pythagoräem  untheilbare,  aber  doch  eine  Grösse  be- 
sitzende Elemente  des  Baumes,  der  Zeit,  der  Bewegung  annimmt 

Noch  ein  letzter  Abschnitt  des  Tann  ery 'sehen  Buches  fordert  unsere 
Besprechung,  sein  zweiter  Anhang:  „Sur  Tarithm^tique  Pythagorienne*, 
S.  369  —  39].     Das  geschichtlich  Gesicherte  in  diesem  Abschnitte  ist  die  mit 
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Anmerkongeti  versehene  üebersetzang  eines  arithmetisohen  Fragmentes  des 
Speusippos,  auf  welches  Herr  Tannery  schon  1883  in  einem  wenig 
verbreiteten  Aufsatze  aufinerksam  gemacht  hatte  und  welches  nunmehr  dem 
allgemeineren  Gebrauche  übergeben  ist.  Aber  auch  die  Folgerungen,  welche 
Herr  Tannery  zieht,  stimmen  allzusehr  mit  unseren  eigenen  Ansichten 
ttberein,  als  dass  wir  sie  nicht  billigen  sollten.  Sie  gipfeln  dahin,  dass, 
wenn  die  Arithmetik  des  Nikomachos,  weit  sp&ter  als  die  des  Euklid 
geschrieben,  von  dieser  wesentlich  abweicht,  man  doch  keineswegs  schliessen 
dürfe,  die  Euklidische  Arithmetik  stehe  älteren  Zusammenfassungen  dieser 
Wissenschaft  am  nttchsten.  Im  Oegentheil,  gerade  Euklid  wich  in  seinen 
arithmetischen  Büchern  nach  Form  wie  nach  Inhalt  gewaltig  von  seinen 
Vorgängern  ab  und  Nikomachus  lenkte  wieder  in  die  alte  Bahn  ein. 

Unsere  Leser  werden  aus  den  Bemerkungen ,  welche  wir  hier  in  geringer 
Zahl  niederlegten ,  die  ganze  Bedeutung  auch  dieses  Buches  unseres  gelehr- 
ten Freundes  zu  schätzen  im  Stande  sein,  eine  Bedeutung ,  die  wir  selbst 
nicht  hoch  genug  anschlagen  zu  kOnnen  glauben,  auch  wenn  wir  nicht 
überall  beipflichten  können.  Cantob 

Die  Hypothesii  in  Platon's  Menon.  Von  Oberlehrer  Carl  Dbmmb.  Oster- 
programm  der  Annenschule  (Realgymnasium)  zu  Dresden -Altstadt. 
22  S.    [1888.    Progr,  Nr.  522.] 

Seit  A.  Benecke  1867  seine  Abhandlung  über  die  geometrische  Hypo- 
thesis  in  Piaton 's  Menon  veröffentlichte,  welche  im  XIII.  Bande  dieser 
Zeitschrift,  Literaturzeitung  S.  9—12  eingehend  besprochen  ist,  schien 
wenigstens  ftlr  die  meisten  Forscher^  welche  die  Benecke'sche  Untersuch- 
ung studirten,  die  früher  vielumstrittene  Frage  erledigt,  und  auch  Referent 
ist  seitdem  unverändert  der  damals  ausgesprochenen,  im  Ganzen  beistimmen- 
den Meinung  treu  geblieben. 

Neuester  Zeit  hat  Herr  Carl  Demme  die  Stelle  einer  wiederholten 
Untersuchung  unterworfen,  und  dieser  den  Lesern  der  histor.-literar.  Ab- 
theilung  wohlbekannte  Gelehrte  hat  sich  eine  Auffassung  gebildet,  welche 
in  wenigen,  aber  bedeutsamen  Punkten  von  der  Benecke 's  abweicht  und 
welche  er  in  dem  heute  vor  uns  liegenden  Programm  vertritt. 

Herr  Demme  fasst  nämlich  (S.  19  letzter  Absatz)  die  Worte  Pia- 
ton's:  d  ficv  lati  xovto  to  %iOQlov  toiovtov,  olov  naqa  ti^v  io^Mav  avtov 
yQa(iiitjv  TCaQonslvavra  ikleinnv  toiovtm  %Q>^^a>  olov  Sv  avro  x6  nagateta- 
liivov  §,  Slko  xi  avfißaiviiv  iioi  öokbI  xal  aXko  av ,  bI  advvaxov  iüxi  xavxa 
naßilvy  nicht  so  auf,  dass  das  darin  von  dem  Quadrat  in  seiner  Umwand- 
lung zum  Dreieck  Ausgesagte  eine  nothwendige  Bedingung  sei,  sondern  nur 
eine  charakteristische  Eigenschaft.  Ein  Diorismus,  als  dessen  ältestes 
Beispiel  man  die  Menonstelle  anzuführen  pflegt,  sei  folglich  hier  überhaupt 
nicht  vorhanden. 
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Wir  gestehen  offen,  dass  es  uns  nicht  gelingen  will,  in  Herrn  Demme's 
Meinung  voll  einzudringen.  Vielleicht  geht  es  anderen  Lesern  seiner  Ab- 
handlung besser,  und  lesenswerth  ist  sie  unter  allen  Umständen,  auch  wenn 
man  in  dem  Haupigegenstande  sich  nicht  überzeugt  findet. 

Herr  Demme  hat  nämlich  in  seine  Untersuchung  eine  Anzahl  ?on 
Nebenbemerkungen  verflochten,  deren  Interesse  ein  durchaus  selbständiges 
ist,  und  die,  vielleicht  zum  Schaden  der  Verständlichkeit  der  Abhandlang, 
fast  überwttchem.  Wir  wollen  nur  zwei  dieser  Einschaltungen  hervorheben, 
die  wir  für  besonders  wichtig  halten. 

Theorem  und  Problem  der  Griechen  decken  sich  nicht  mit  unseren 
Ausdrücken  Lehrsatz  und  Aufgabe.  Beim  Theorem  handelt  es  sich  um 
Eigenschaften,  die  einem  Baumgebilde  wesentlich  sind,  nicht  anders  sein 
können;  beim  Problem  handelt  es  sich  um  Erfüllung  von  Forderungen  un- 
wesentlicher Art.  Ueber  einer  gegebenen  Strecke  ein  gleichseitiges  Dreieck 
herzustellen  ist  ein  Problem,  denn  man  kann  auch  andere  Dreiecke  als 
gleichseitige  über  derselben  Strecke  zeichnen.  Ueber  der  Strecke  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  zu  zeichnen ,  welches  zugleich  gleichwinklig  sei,  ist  kein 
Problem ,  weil  kein  gleichseitiges  Dreieck  nicht  gleichwinklig  ist.  Dagegen 
ist  wieder  Problem:  über  einer  Strecke  ein  gleichseitiges  Viereck  zu  zeich- 
nen, welches  zugleich  gleichwinklig  sei,  weil  neben  dem  Quadrate  Bhomben 
mOglich  sind. 

Auch  in  dem  Gebrauche  des  Artikels  decken  griechische  und  deutsche 
Sprache  sich  nicht.  Eine  gegebene  Orösse  ist  dem  Griechen  als  gegeben 
auch  bestimmt;  er  verwendet  daher  bei  ihr  den  bestimmten  Artikel:  ini 
tijg  doQBlarig  sv^elag  ninsgaCiiivtig  XQlynvov  laonXevgov  avaxiqcaa^ui.  Der 
Deutsche  legt  mehr  Gewicht  darauf,  dass  die  gegebene  Grösse  eine  an  sich 
beliebige  Länge  besitzen  darf,  also  immerhin  unbestimmt  bleibt;  er  verwendet 
daher  den  unbestimmten  Artikel:  über  einer  gegebenen  Strecke  ein  gleichsei- 
tiges Dreieck  zu  zeichnen.  Cantob. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Carl  Onstav  Axel  Hamaok« 

Von 
M,  NOETHEK. 


Es  kann  kein  Zweifel  sein,  dass  Harnack,  als  er  sein  jüngstes  S.  146  zu 
besprechendes  Werk  über  die  ebene  Potentialfanction  schrieb ,  sich  mit  dem 
Gedanken  trug,  auch  das  räumliche  Problem  des  Newton* sehen  Potentials 
vollständig  zu  erledigen.  Aber  dieses  Ziel  zu  erreichen  war  ihm  nicht  mehr 
vergönnt:  er  hat  es  als  VermSchtniss  hinterlassen.  Am  S.April  d.  J. 
erlag  derselbe  einem  mehrjährigen  Lungenleiden ,  bis  zuletzt  wissenschaftlich 
und  amtlich  unverdrossen  thätig. 

Axel  Harnack,  aus  einer  bekannten  Dorpater  Professorenfamilie 
stammend,  wurde  am  7.  Mai  1851  zu  Dorpat  geboren,  erlangte  seine  6jm- 
nasialbildung  in  Erlangen  (wo  sein  Vater  damals  Professor  der  Theologie 
war)  und  Dorpat,  seine  Universitätsbildung  1868 — 1873  in  Dorpat  und 
nach  absolvirter  Staatsprüfung  1873—1875  in  Erlangen.  Während  der 
Dorpater  Studienzeit,  in  der  er  hauptsächlich  unter  Minding *s  Leitung 
arbeitete,  erwarb  sich  H.  1872,  in  Beantwortung  einer  Preisaufgabe  der 
dortigen  phjsico- mathematischen  Facultät,  mit  einer  umfangreichen  Abhand- 
lung „Ueber  die  Maxima  und  Minima  des  Flächeninhalts  von  Ellipsen  in 
Kegelschnitt -Netzen  und  -Reihen**  die  goldene  Medaille.  Die  Facultät  lobt 
an  dieser  frühen,  wesentlich  analytisch  gehaltenen  Arbeit  die  völlige  Be- 
herrschung des  Materials,  die  durchgängige  Klarheit  und  consequente  Ent- 
wickelung  —  Züge,  welche  auch  für  die  späteren  Arbeiten  H.'s  charakte- 
ristisch sind.  In  Erlangen  stand  H.  unter  dem  Einflüsse  von  Klein,  im 
Winter  1874/75  auch  von  Gordan,   und   promovirte  daselbst  im  Herbst 

1874  mit  einer  Dissertation  „Ueber  die  Verwerthung  der  elliptischen  Func- 
tionen für  die  Geometrie  der  Gurven  dritten  Grades*  (Mathem.  Annal.  IX); 

1875  habilitirte  er  sich  an  der  Universität  Leipzig  mit  einer  Schrift  „Ueber 
eine  Behandlungsweise  der  algebraischen  Differentiale  in  homogenen  Coordi- 
naten*  (Annal.  IX),  folgte  1876  einem  Bufe  als  ausserordentlicher  Professor 
an  die  technische  Hochschule  in  Darmstadt,  Herbst  1877  einem  Bufe  an 
das  Polytechnikum  in  Dresden,  dem  er  trotz  mehrfacher  anderweitiger  Be- 
rufungen bis  zu  seinem  Hinscheiden  treu  bHeb. 
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Seit  Ostern  1877  war  Harnack  mit  Elisabeth  von  Oettingen 
ans  Dorpat  verheirathet,  aas  welch*  glücklicher  Ehe  vier  Kinder  hervor- 
gegangen sind. 

Seine  bedeutende  Lehrthätigkeit  in  Dresden  als  ordentlicher  Professor 
der  Mathematik  nnd  Leiter  des  mathematischen  Seminars,  ebenso  sein  all- 
gemeines Wirken  für  das  Gedeihen  seiner  Hochschule  wurden  allseitig  an- 
erkannt. Leider  wurde  diese  Thätigkeit  durch  mehrere  Semester  unter- 
brochen, in  denen  ihn  sein  Lungenleiden  zu  einem  Aufenthalt  in  Davos 
zwang,  der  doch  nicht  dauernde  Heilung  gebracht.  Aber  ununterbrochen 
fort  ging  seine  rastlose  wissenschaftliche  Arbeit,  auf  die  ein  näherer  Blick 
geworfen  werde. 

In  H.'s  Schaffen  lassen  sich  zwei  Perioden  bestimmt  unterscheiden. 
Die  erste  Periode,  von  1874 — 1879,  hat  ihre  Richtung  durch  den  Einfluss 
von  F.  Klein  erhalten,  während  die  zweite,  spätere  aus  seiner  eigenen, 
abstracteren  Geistesanlage  entsprungen  ist. 

Die  Arbeiten  der  ersten  Richtung,  die  in  den  Mathem.  Annalen  Bd.  IX 
bis  XV  niedergelegt  sind,  beziehen  sich  auf  den  Zusammenhang  zwischen 
der  Geometrie  einer  Gurve,  vor  Allem  der  elliptischen  Curven,  und  den  auf 
dieselben  bezüglichen  Integralen.  Von  der  Klein'schen  Repräsentation  aller 
Elemente  der  Curve  ausgehend,  suchen  sie  eine  anschauliche  Darstellung 
der  Parametervertheilung  und  mit  deren  Hilfe  eine  geometrische  Interpre- 
tation der  allgemeinsten  zulässigen  linearen  Relation  zu  erzielen.  Wie  sich 
hieran  schon  gestaltliche  und  functionentheoretische  Probleme  reihen,  so 
entstehen,  indem  H.  die  Idee  durchführt,  für  die  Gurve  dritter  Ordnung 
die  Gleichung  dritten  Grades  voll  zu  entwickeln,  welcher  die  Werthe  dee 
elliptischen  Differentials ,  genommen  für  die  drei  Schnittpunkte  der  Curve  mit 
einer  Geraden  bis  zu  denen  mit  einer  benachbarten  Geraden,  genügen,  ganz 
neue  Probleme:  Differentialprobleme,  welche  Interpretationen  von  der  Curve 
dritter  Ordnung  zugehörigen  Zwischenformen  gestatten.  In  der  weiteren 
algebraischen  Durchbildung  dieser  Probleme  —  besonders  die  reichen  in- 
variantentheoretischen Betrachtungen  für  die  allgemeine  ebene  Curve  vierter 
Ordnung  (Habil.- Schrift)  scheinen  noch  entwickelungsfähig  —  macht  sich 
der  Einfluss  Gordan's  bemerkbar.  Aber  das  interessanteste  Resultat  ist 
ein  neuer  Beweis  des  AbeTschen  Theorems,  nur  gestützt  auf  eine  Anwen- 
dung des  bekannten  Jacobi'schen  Satzes  auf  zerfallende  Curven;  schon 
die  ganze  Auffassung  dieses  Satzes  durch  Betrachtung  der  vollen  Gleichung 
für  das  Differential  einer  Curve  (der  oben  angeführten  Gleichung  dritten 
Grades  analog)  ist  sehr  bemerkenswerth.  Diese  Schaffensperiode  trfigt  in 
eminentem  Grade  den  Zug  an  sich,  der  für  die  auf  Clebsch  zurückgehende 
Schule  überhaupt  bezeichnend  ist:  den  umfassenden  Blick  auf  alle  Zweige 
der  Wissenschaft  und  ihr  Zusammenfassen  zu  neuer  Forschung. 

Anders  von  1880  an.  Hier  wendet  sich  H.  der  Erörterung  und  Ver- 
tiefung der  principiellen  Fragen  und  Voraussetzungen  zu,  auf  denen  die 
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Wissenschaft  sich  aufbaut.  ZunSchst  giebt  er,  aus  dem  Bedürfniss  seiner 
Vorlesungen  heraus  und  als  Erg&nzung  derselben  ftLr  die  reinen  Mathema- 
tiker zur  Einftlhrung  in  ihr  tieferes  Studium  bestimmt,  ein  Werk  über  die 
„Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung*'  (Teubner,  1881),  in  dem 
er  zum  Zweck  einer  systematischen  Lehrmethode  von  vornherein  die  Yor- 
aassetzungen  fttr  die  Lehre  von  den  reellen  Functionen  ziemlich  allgemein 
fasst.  Es  gelingt  ihm  zwar,  die  schwierigsten  Theorien  in  aller  Strenge 
und  doch  klar  und  fasslich,  auch  den  Anß&nger  nicht  abschreckend  darzu- 
stellen; aber  dass  er  selbst  jenes  Ziel  als  ein  für  die  erste  Zeit  zu  hoch 
gestelltes  erkannte,  beweist  die  schon  1884  von  ihm  bewirkte  deutsche 
üebertragung  des  Serre tischen  Lehrbuches  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung (Teubner,  2  BSnde),  das  sich,  bei  Klarheit  und  Vielseitigkeit  in 
Methoden  und  Anwendungen,  in  den  Voraussetzungen  beschrftnkt,  die  ge- 
machten aber  deutlich  angiebt  —  was  in  der  That  dfis  für  eine  Einleitung 
Richtige  scheint 

Die  wissenschaftlichen  Forschungen  dieser  Periode  lassen  sich  nach  drei 
übrigens  eng  zusammenh&ngenden  üntersuohungsrichtungen  sondern.  Zuerst 
(1880  — 1882)  beschäftigen  H.  die  Fn^en  der  Darstellbarkeit  von 
irgendwie  definirten  Functionen  einer  reellen  Variablen,  vor  AUem  die  durch 
die  Fourier'sche  Beihe,  die  bei  H.  überhaupt  die  Grundli^e  aller  func- 
tionentheoretischen  Entwickelungen  wurde  (Mathem.  Annal.  XVII  —  XIX, 
insbes.  die  Arbeit  in.Darbouz*  Bull.  Math.  S6r.  II  T.  6;  in  Bezug  auf  ein- 
zelne Probleme  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  32  und  Mathem.  Ann.  XXIX, 
auch  Anhang  zur  Bearbeitung  des  Serret'schen  Werkes).  Diese  Arbeiten 
sollen  hauptsächlich,  an  der  Hand  einer  systematischen  concisen  Ableitung 
der  Hauptsätze  der  Theorie  der  reellen  Functionen,  zu  dem  Hauptsatze 
führen,  dass  eine  eine  Function  darstellende  trigonometrische  Beihe  zu  einer 
Fonrier 'sehen  wird,  sobald  die  Function  integrabel  ist. 

Diese  Untersuchungen  finden  aber  erst  ihre  Vervollständigung  durch 
eine  weitere  Reihe  von  Arbeiten  (1881 — 1885)  über  den  Zusammenhang 
der  Definitionsbedingnngen.  Bei  dieser  Erforschung  der  allgemeinen  Sätze 
über  den  Zusammenhang  der  Functionen  mit  ihren  Differentialquotienten, 
über  ,,gleichmässige  Stetigkeit'',  über  die  unendliche  „discrete  Punktmenge^ 
erweitem  sich  der  reelle  Functionsbegriff  und  die  darauf  bezüglichen  Sätze 
fortwährend  (Annal.  XIX,  XXIII— XXVE).  Während  H.  sich  in  dem  Be- 
griff der  „ Punktmenge ^  auf  G.  Gantor  stützte  und  dessen  Unterscheidimgen 
als  wesentlich  anerkannte,  wich  doch  seine  Begriffsbildung  etwas  davon  ab ; 
ich  möchte  nur  hervorheben ,  dass  H.  im  Grenzprocess  der  Analjsis  und  im 
Grössenunterschiede  zulassenden  Begriff  der  unendlichen  Punktmenge  nur  den- 
selben Begriff  des  Unendlichen  ~  als  Wachsthum  einer  QrOsse  über  jede 
denkbare  Grösse  —  sehen  konnte,  —  eine  von  Vielen  getheilte  Anschauung. 
Die  dritte  fonctionentheoretische  Bichtung,  die  Untersuchung  speciel- 
1er  Definitionsmethoden  von  Functionen  einer  reellen  oder  auch  einer  com- 
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plezen  Variablen,  insbesondere  durch  die  bekannten  partiellen  Differential- 
gleichnngen,  hatte  H.  schon  in  seinem  Aufsatze  über  die  Fourier'sche 
Beihe,  als  Grundlage  fELr  die  Fotenzentwickelungen ,  AnnaL  XXI,  Yerfolgrt, 
ausführlicher  aber  in  dem  eingangs  erwähnten  Werke  über  das  logarithnusche 
Potential  (s.  auch  einen  Anhang  zu  Serret's  Werk). 

Der  philosophische  Sinn  Harnack's  hat  sich,  ausser  in  diesen  abstrac- 
ten  Untersuchungen,  auch  in  seiner  Stellungnahme  zu  den  Fragen  bewShrt, 
die  sich  an  den  Inhalt  und  den  Ursprung  unserer  Baumvorstellung  knüpfen 
(Ber.  d.  Ges.  Isis  in  u,  IV,  Vierteljahrsschr.  f.  wiss.  Philos.  II).  Ihm  war 
dabei  die  mathematisch  mögliche  Unterordnung  unseres  Euklid 'sehen  Baum- 
begrifFis  unter  einen  allgemeineren  Grössenbegriff  die  Hauptsache ;  aber  es  sei 
doch  erwähnt,  dass  H.  dazu  neigte,  unsere  ganze  Baumvorstellung,  so  lange 
ihr  Inhalt  nicht  begrifflich  erfasst  ist,  als  durch  ein  anschaulich  nicht 
abzuänderndes  Baumaziom  uns  gegeben  anzusehen,  obwohl  dieser  Inhalt 
doch  einen  Maassbegriff  involrirt  —  Ein  ausgeprägter  historischer  Sinn, 
der  sich  überall  durch  das  Zurückgehen  auf  die  Quellen  zeigte,  und  der 
sich  zuletzt  in  einer  Ostern  1887  gehaltenen  Bede  über  Leibniz'  Beden- 
tung  in  der  Geschichte  der  Mathematik  (Dresden,  Zahn  &  Jaensch)  docn- 
mentirte,  ergänzt  H.'s  yielseitiges  Wesen. 

Axel  Harnack  ist  für  die  Wissenschaft,  die  ihm  noch  vide  fein- 
sinnige Gaben  hätte  verdanken  können,  zu  früh  dahingeschieden.  Und  auch 
für  seine  Schüler  und  für  seine  Freunde:  diese  werden  das  Andenken  an 
seinen  auf's  Höchste  gerichteten  Sinn,  an  seine  charaktervolle,  liebenswfir- 
dige  und  vertrauenerweckende  Persönlichkeit  immer  in  Ehren  halten.* 


*  Ein  ausführliches  VerseichnisB  der  literarischen  Publicationen  H/s  bat  Herr 
A.  Voss  seinem  Nachruf  „Zur  Erinnerung  an  Axel  Harnack^,  Mathem.  Axmftleii 
XXXII,  angeschlossen.  Zuzufügen  wären  noch  die  Selbstreferate  H.*8  in  den  beiden 
Bänden  von  Eönigsberger^e  „Bepertorium'*  und  eine  Becension  von  B.  Erd- 
mann's  „Axiomen  der  Geometrie"  in  der  Vierteljahrsschr.  für  wiss.  Philosophie, 
Bd.  II.    (August  1888.) 

Erlangen,  Mai  1888. 
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(B.I.)  Allgorismus')  is  een  aerst  in  den  welken  (=>  der  welker)  san|| 
ghenificeert  IX  figuren^).  Aend  dit  sind  die  |{  IX  9  8  A  (f  ^  P  i  z  ]• 
want  die  ||  minste  figuer  bjdaet  ons  (=  uns)  1  Aend  die  ||  and*  twe  aend 
ditt  derde  tre  aend  alzo  tH)ert  ||  aen  wdneer  gbj  comt  tot  neghen  [mer  ter  || 
dre  doet  neghen].  Aend  die  X  is  gbehejten  een  cjfer^)  Aend  is  dit  0.  [| 
Dese  cjfer  een  bjdaet  ons  in  haer  seinen  nicht  Ofte  in  ||  gheen  numerus 
mer  sj  byduet  ons  vp  (=  up,  ob,  wenn)  die  figuren  die  haer  |{  folghen  dien 
doetse  den  numerus  tyenwerue  dubeleren  als  dese  hür  ||  10  20  30  40  50 
60  70  80  90  Ofte  anders  hoe  sj  staen.  ||  Aend  elke  vanden  voersejden 
9  figuren  in  die  eerste^)  stede  staende  ||  die  beduden  ons  simpeliit  (?)  haer- 
seinen  aend  die  in  die  ander  ||  stede  staen  tyenwerwe  haerseluen  aend  die 
derde  stede  hun-  ||  dertwerwe  haerseluen  aend  in  die  f77erde  stede  dusent 

AUgorismus  ist  eine  Kunst,  in  welcher  sind  bezeichnet  neun  Ziffern. 
Und  dies  sind  folgende  neun:  987654321,  wovon  die  kleinste 
Ziffer  bedeutet  nur  1 ,  und  die  andere  2,  und  die  dritte  3,  und  also  fort, 

und  wenn  ihr  konmit  zur  9 und  die  zehnte  ist  geheissen  Null,  und 

ist  dies  (Zeichen)  0.  Diese  Null  bedeutet  an  und  für  sich  nichts,  auch  in 
keiner  Zahl  bedeutet  sie  mehr;  nur  wenn  ihr  Ziffern  (nach  links)  folgen, 
dann  thut  sie  die  Zahl  zehnmal  mehren,  wie  diese  hier:  10  20  30  40  50 
60  70  80  90;  oder  welche  (Ziffern)  sonst  stehen  mögen,  und  jede  von 
den  vorgenannten  9  Ziffern  in  der  ersten  Stelle  (rechts)  stehend  (besser:  in 
die  erste  SteUe  tretend)  bedeutet  nur  sich  selbst,  und  die  in  der  zweiten 
Stelle  stehenden  (bedeuten)  zehnfach  sich  selbst,  und  in  der  dritten  SteUe 
(bedeuten  sie)  hundertfoch  sich  selbst,  und  in  der  vierten  Stelle  tausend- 


*  In  der  Handschrift  kommen  überall  nur  diese  alten  Zifferformen  vor^ie        j 
im  Drucke  weiterhin  durch  die  modernen  Formen  ersetzt  sind.        Digitizedby  vjOOQIC 
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werf  II  haerselnen  aend  in  die  f7üfte  stede  10*°  werf  haerseluen  Aend  in  I 
die  6te  stede  0*°  werf  haerseluen  'etc  pterea.  Aend  alsoe  voert  |  emmer 
tyenwerf  meer.  Aldus  1  10  100  1000  10000  (100000)  1000000  j|  lOOOOOOO 
Aend  aldus  is  van  elken  andern  figuren  waer  dat  saech  ||  dat  daer  va&c 
stunden  cjferen  Ofte  een  enich  ander  figuren.  ||  Aend  dat  is  altoes  die  jerste 
stede  die  naest  d'rechter  Hand  staet  1  Ofte  die  laetste  wert  ghescreuen  als 
men  scriift  int  ghe- 1|  meen  wan  sj  dubleren  vander  rechter  hant  ter  slinker 
hant  i7oert- 1|  teilende  aldus  [tincaruacaf]  1410  van  drien  numeren  of  ghetael. ; 
Heet  sint  dre  manieren  ran  nnmeren  ||  in  desen  (=  deser)  arst.  Dat  is  tho 
weten  aldus  ||  Numerus  digitus^)  Numerus  articulus  Numerus  ||  compositos 
skte  mixtus.  Aend  num.  digitus  en  ||  elc.  numerus  bjneden  IX  als  hüma 
123456789  Numerus  articulus  en  10  20  ||  30  40  50  60  70  80 
90  Aend  al  dat  men  bj  X  maech  |{  delen.  Aend  num.  campos.  siue  mixtu$ 
en  bedekent  elkich  numerus  tusschen  ||  tynen  Als  11  12  13  14  Aend  21 
22  23  24  25  Ofte  31  32  ||  33  34  35  36  Ofte  anders  die  ghemacht  snn 
van  digUo  \\  et  artioulo.  It  is  van  numereren  tho  le-  ||  ren  tonnen  van 
elleoh  nnmer. 

Om  tho  leren  scriuen  enen  numerus.  Int  jerste  by-  |  syet  waer  dat 
numer  is  digitus  ofte  articulus  ofte  compositus.  ||  (S.2.)  Is  hy  digitus  soe 
suldi  een  scriuen  by  hen.  Ist  compositus  soe  suldi  scriuen  ||  digitum  in  die 
jerste  stede  end  articulum  an  die  slinker  syde  als  ||  hiir  12  14  ofte  22  24 

Ach  sich  selbst,  und  in  der  fünften  Stelle  zehntausendfach  sich  selbst,  und 
in  der  sechsten  Stelle  hunderttausendfach  sich  selbst  etc.  und  also  fort 
immer  zehnmal  mehr,  also  1  10  100 1000  10000  100000  1000000  10000000. 
und  also  ist's  mit  allen  anderen  Ziffern,  wo  es  der  Fall  ist,  dass  davor 
(rechts)  stehen  Nullen  oder  irgend  eine  andere  Ziffer,  und  das  ist  stets 
die  erste  Stelle,  die  nftchst  der  rechten  Hand  steht;  aber  die  letzte  wird 
geschrieben,  wie  man  schreibt  insgemein,  wenn  sie  sich  vervielfachen  von 
der  rechten  Hand  zur  linken  fortss&hlend ,  wie  hier  .. .  1410.  Von  dreien 
Arten  der  Zahlen.  Es  giebt  drei  Arten  von  Zahlen  in  dieser  Kunst  Das 
ist  zu  wissen  also:  Fingerzahl  (Einer),  Oliedzahl  (Zehner),  zusammengesetzte 
Zahl  (zweistellige  Zahl  ohne  Null),  Und  Fingerzahl  ist  jede  der  (folgenden)  9 
(Zahlen)  wie  hiemach:  12  345678  9.  Oliedzahl  ist  jede  (der  fol- 
genden): 10  20  30  40  50  60  70  80  90,  und  sie  alle  man  mit  10  kann 
theilen.  und  zusammengesetzte  Zahl  bezeichnet  jegliche  Zahl  zwischen  den 
Zehnem,  wie:  11  12  13  14,  und  21  22  23  24  25,  oder  31  32  33  34  35 
36,  oder  die  sonstwie  gemacht  sind  aus  einem  Digitus  und  einem  Articolns. 
Folgendes  ist  über  das  Schreiben  der  Zahlen  zu  lernen. 

Um  schreiben  zu  lernen  eine  Zahl,  beseht  zuerst,  ob  die  Zahl  ist  ein 
Digitus  oder  Articulus  oder  Compositus.  Ist  sie  ein  Einer,  so  soUt  ihr  ihn 
schreiben  nebenhin;  ist  sie  ein  Compositus,  so  sollt  ihr  schreiben  den  Einer 
an  die  erste  Stelle  (rechts)  und  den  Zehner  an  die  linke  Seite,  wie  hier: 
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Ist  articulus  soe  sul-  ||  di  scriuen  cjfer  in  die  eerste  stede  end  articulum 
an  die  slinker  sid'  |{  als  hiirna  screuen  staet  10  20  30  Daer  om  mach  men 
sunder  |  cyfer  articulum  niet  scriuen.  In  elken  numer  als  die  jerste  num. 
is  II  effen  soe  ist  alle  die  numer  effen«  Aend  is  die  jerste  num.  figuer  || 
onefTen  alle  die  numer  is  oneffen.    DIt  is  die  delin-  {{  ghe  [des  artes]. 

Dese  arst  is  ghedeelt  in  7  partyen^.  Die  eerste  ||  partye  is  addicio. 
Die  ander  is  aubtracio.  Die  derde  ||  is  dupUoacio.  Die  vierde  meäiacio. 
Die  V  müUiplicacio,  \\  Die  6te  diuHo,  Die  7*  extracio  yan  den  ||  wortel  in 
qtuidraitM  (aend)  in  cubiUM  hoe  dat  men  werken  {|  sal  in  elken  ars.  Men 
sal  in  addicio  subir€U!io  aend  in  ||  mediacio  beginnen  werken  an  die  recht' 
sjde.     Aend  an  die  ander  ||  4  arten  beginnen  werken  an  die  slinker  sjde.  || 

Addicio   is   een  vergaderenghe  van  enen  numer  ||  tot  enen  anderen 

Aend  wäneer  ghj  wilt  adderen  enen  |  numer  tot  enen  anderen  soe  sult  ghy 

scriuen  2  |{  ordinen  van  figuren  welke  ghy  wilt  end  stellen  ||  die  jerste 

onder  die  jerste  Aend  die  twe  onder  twe  |  aend  also  van  alden  anderen 

5437  6 
hoe  veel  figuren  dat  daer  sint  als  hiir  ||  907^1^  Aend  oft  Tan  der  addi- 

cione  van  dese  figuren  wasset  |  numerus  digitus  dat  sult  ghy  scriuen  in  die 
jerste  |  stede.  Aend  comt  daer  äff  numerus  compositus  soe  sult  ghy  ||  digitum 
scriuen  in  die  jerste  stede  Q  (S.  3.)  end  articulum  an  die  slinker  haut.    Aend 

12  14,  oder  22  24;  ist  sie  ein  Zehner,  so  soUt  ihr  schreiben  eine  Null  an 
die  erste  Stelle  und  den  Zehner  an  die  linke  Seite ,  wie  hiemach  geschrieben 
steht  10  20  30.  Drum  mag  (=  kann)  man  ohne  Null  einen  Zehner  nicht 
schreiben.  Jede  Zahl,  in  welcher  die  erste  Stelle  gerade  ist,  ist  gerade; 
und  ist  die  erste  Stelle  ungerade,  so  ist  die  ganze  Zahl  ungerade.  Es  folgt 
die  Eintheilung  der  Kunst. 

Diese  Kunst  ist  getheilt  in  7  Partien.  Die  erste  Abtheilung  ist  die 
Addition,  die  zweite  die  Subtraction,  die  dritte  die  Verdoppelung,  die  vierte 
die  Halbirung,  die  fünfte  die  Multiplication ,  die  sechste  die  Division,  die 
siebente  die  Ausziehung  der  Quadrat-  und  Cubikwurzel.  Wie  dass  man 
operiren  soll  in  jeder  Species  (d.  h.  in  welcher  Richtung).  Man  soll  in  der 
Addition,  Subtraction  und  Halbirung  beginnen  zu  operiren  an  der  rechten 
Seite,  und  in  den  anderen  4  Species  an  der  linken  Seite. 

Die  Addition  ist  eine  Hinzufügung  einer  Zahl  zu  einer  andern.    Und 

wenn  ihr  wollt  addiren  eine  Zahl  zu  einer  andern,   so  sollt  ihr  schreiben 

zwei  Beihen   von  Ziffern,  welche  ihr  wollt,  und  (sollt)  stellen  die  erste 

(Ziffer  rechts)   unter  die  erste,  und  die  zweite  unter  die  zweite  und  also 

(thun)  mit  all'  den  anderen,   wie  viele  Ziffern  vorhanden  sind^  wie  hier: 

54376 

CQTßf^'     ^^^  wenn  durch  die  Addition  dieser  Ziffern  sich  ergiebt  ein 

Einer,  so  sollt  ihr  den  schreiben  an  die  erste  Stelle,  und  kommt  daraus 
eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  sollt  ihr  den  Einer  schreiben  an  die  erste 
Stelle  (rechts)   und   den  Zehner  zur  linken  Hand.     Und  wenn  ^B^h^idi^oQlc 
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ofte  van  der  addioione  van  dese  figinren  ||  ouer  wasset  numems  oompositos 

654 
als  aldus  9  o  7  ||  Aend  als  van  der  addioione  ower  (c=  over)  wasset  ||  num. 

artionlus  soe  sal  men  die  ojfra  scriuen  in  die  jersie  stede  end  articolmn  ;, 
sal  men  adderen  mitten  figuren  na  t^olkende  an  die  slingher  hant  ||  ofte  sjde. 
Aend  oft  der  gheen  figuren  affter  kommen  soe  sal  men  articolns  ||  scriaen 

bj  hen  van  dese  figuren  waet  num.  articulus  ofPk  articulua  7  ^  ^    Aend  als 

die  ouerste  orden  von  den  figuren  siin  cyferen  end  ||  ghj  der  tho  wilt  ad- 
deren figuren  soe  suld  ghy  die  cjrferen  ||  t^ort  doen  end  die  figuren  in  die 
stede  zetten  Aend  als  in  die  nederste  {{  orden  sint  cjrferen  sj  en  doen  met 
den  ten  figuren  die  bouen  staen  ||  also  als  hit  schiiut  m  die  addicione  van 
^      ^  43000  II  906  766  906  ||  9999  398  699  468  |  ^.      ^ 

dese  figuren  60543  ||  124  234  124  \\  3661  632  369  766  |  ^^®  ^"*^" 

traoion  prouei  die  addicion  end  die  addicion  prouet  die  subtracion«  || 

Snbtraoio  is  äff  the  slaen  den  minsten  ||  numerus  van  den  mesten.  Als 
ghj  wilt  äff  II  doen  enen  numerus  vanden  andern  soe  sult  ghy  (scriuen) 
twe  orden  van  figuren  Aend  die  minste  onder  ||  die  meste  end  setten  die 
jerste  onder  die  jerste  ||  aldus  twe  onder  die  twe  end  alsoe  tK>ert  hoe-  j|  vee\ 
dat  daer  sint    Aend  ghj  sult  beghinnen  äff  ||  the  slaen  an  die  rechter  syde 

Addition  der  Ziffern   aber  sich   ergiebt  eine  zusammengesetzte  Zahl,  wie 

654 
allda  Qg»  (Nachsatz  fehlt).     Und  wenn  durch  die  Addition  aber  sich  ergiebt 

ein  Zehner,  so  soll  man  die  Null  schreiben  an  die  erste  Stelle  (rechts)  und 
die  Zehnerziffer  soll  man  addiren  zur  nachfolgenden  Ziffer  an  der  linken 
Hand  oder  Seite,  und  wenn  keine  Ziffern  hinterher  (d.  h  nach  links  hin) 
kommen,   so   soll  man  die  Zehnerziffer  schreiben  nebenhin.     Von  diesen 

345 

Ziffern  ergiebt  sich  (d.  h.  durch  Addition  derselben)  ein  Zehner  7^^-    Hnd 

wenn  in  der  obersten  Reihe  der  Ziffern  (d.  h.  im  oberen  Summanden)  sind 
Nullen  und  ihr  woUt  dazu  zählen  (geltende)  Ziffern,  so  sollt  ihr  die  Nul- 
len wegthun  (=  löschen)  und  die  (geltenden)  Ziffern  an  ihre  Stelle  setzen. 
Und  wenn  in  der  untern  Reihe  (d.  h.  im  untern  Summanden)  Nullen  sind, 
so  sollt  ihr  nichts  thun  (=  nichts  hinzuzählen)  zu  den  Ziffern,  die  oben 
(=  im  oberen  Summanden)  stehen,  also  wie  hier  geschieht  in  der  Addition 

,.  ^^  ^.fl.  _  43000  906  766  906  9999  398  699  468  t,.  «  v 
dieser  Ziffern  gQ^^g   J24  234  124  3661  632  369  766'    ^'«  ^^*^ 

traction  probirt  die  Addition,  und  die  Addition  probirt  die  Subtraction. 

Die  Subtraction  ist  ein  Abziehen  einer  kleineren  Zahl  von  einer  grösse- 
ren. Und  wenn  ihr  wollt  abziehen  eine  Zahl  von  einer  andern,  so  sollt 
ihr  schreiben  zwei  Reihen  von  Ziffern  und  zwar  die  kleinere  (Zahl)  unter 
die  grössere,  und  setzen  die  erste  (Ziffer  rechts)  unter  die  erste,  ebenso  die* 
zweite  (Ziffer)  unter  die  zweite,  und  also  fort  ^©yi^h  djwj^  (Ziffern) 
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g^g  Nota  hene  (|  Daer  na  off  ghy  moghet  trecken  äff  die  jerste  van  d'jerste  || 

654 
Aend  scrif  dat  daer  ower  comt  als  hiir  na  staet  gescreuen  543  ||  Aend  bliif 

5400  11 
daer  niet  ower  soe  sult  ghy  scriuen  cyfra  in  die  ||  jerste  stede  aldus  5430 

Aend  offl  ghy  niet  en  moghet  äff  trecken  die  eerste  van  die  jerste  ||  om 
dat  die  overste  minnere  is  dan  die  onderste  Dan  |{  sult  ghy  äff  doen  een 
ander  daer  die  daer  naest  is  ||  (S.4.)  yan  figuren  na  volgende  end  doet  der 
toe  die  een  is  10  weerf  ||  Aend  sult  ghy  äff  trecken  die  eerste  figuer  van 
onder  van  der  jer^ter  et  vander  ||  jerster  figuren  van  bouen.  Aend  aldus 
sult  ghy  doen  van  der  andern  figuren  ||  navolghende  etc.  Als  die  2.  figuer 
is  een  end  ghy  wilt  doen  ter  jerster  ||  figuren  soe  sult  diit  doen  end  scriuen 
een  cyfra  in  die  stede  end  daer  na  {{  vander  jerste  figuer  end  van  den  enen 
dat  10  werf  is  sult  ghy  äff  slaen  {{  die  figuer  die  onden  staet  als  hiir  staet 

ghetoghen  in  die  subtracione  der  ||  figuren  aldus  7^54  i  Aend  offt  dat 
f;aelt  in  die  ot^rsten  orden  van  den  figuren  sint  cyferen  {{  van  der  naesten 
figuren  sult  ghy  nemen  1  Aend  die  een  sal  alle  die  {{  eiferen  maghen  9 
V7ert  sunder  die  achterste  die  wert  10  wert  ||  Aend  van  dien  soe  sult  ghy 

sind.     Und  ihr  sollt  beginnen  abzuziehen  an  der  rechten  Seite  f.Ao'    Wenn 

ihr  dann  könnt  ziehen  ab  die  erste  (Ziffer  rechts)  von  der  ersten ,  so  schreibt 

654 
das,    was   dort  übrigbleibt,    wie  hiernach  geschrieben  steht  k^q*      Und 

bleibt  dort  nichts  übrig,  so  sollt  ihr  schreiben  eine  Null  in  die  erste  Stelle 

5432 
(rechts),  wie  da:  5400*     Un<3   wenn  ihr  nicht  könnt  abziehen  die  erste 

(Ziffer)  von  der  ersten  (rechts),  um  dass  (=  weil)  die  obere  (Ziffer)  kleiner 

ist  denn  die  untere,  so  sollt  ihr  wegthun  (=  borgen)  1  an  derjenigen  Ziffer, 

welche  die  nächste  ist  von  den  nach  links  folgenden  Ziffern  und  dazu  thun 

(zur  oberen  Ziffer),  diese  1  gilt  das  Zehnfache;  und  (nun)  sollt  ihr  abziehen 

die  erste  Ziffer  der  unteren  Zahl  von  der  ersten  und  von  der  (zur)  ersten 

(geborgten)  Ziffer  von  oben.    Und   ebenso  sollt  ihr  thun  mit  den  anderen 

noch  folgenden  Ziffern  etc.     Wenn  die  zweite  Ziffer  (an  welcher  geborgt 

ist)  eine  1  ist,  und  ihr  wollt  sie  zur  ersten  Ziffer  (thun),  so  sollt  ihr  das 

thun  und  schreiben  eine  Null  an  ihre  Stelle,   und  darnach'  von  der  ersten 

Ziffer  und  von  der  1,  welche  10  gilt,  sollt  ihr  abziehen  die  Ziffer,  die  unten 

steht,    wie   hier   steht   abgezogen   in    der  Subtraction    der  Zahlen,    allda: 

21 S21 
76*1 4*    ^^^  ^®°^  ®®  vorf&Ut,  dass  in  der  oberen  Eeihe  der  Ziffern  (im 

Minuenden)  Nullen  vorkommen,  so  sollt  ihr  von  der  n&chsten  Ziffer  (nach 
links)  1  nehmen  (=  borgen) ,  und  diese  1  soll  alle  die  Nullen  machen  9 
werth,  ohne  die  hinterste  (Null  rechts),  diese  wird  10  wbrth;  und  von  diesen 
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die  onderste  figuren,  äff  trecken  end  scriuen  |{  dat  deer  over  bliift  als  iK)er 
gheseyt  is.     Aend  also  bet  schyet  ||  in  die  subtracione  van  desen  fignren 
20000     ^     ,.      .     „ 
7358'    ^°Plic»cio-  II 

Off  ghy  wilt  enen  numerus  düpieren  soe  {{  sult  ghj  beghinnen  düpieren 
die  jerst  |{  figuren  an  die  lucbter  zide.  Aend  off  van  ||  deser  duplicacione 
wasset  numerus  digitus  soe  sult  ||  gbj  scriuen  in  dieselue  stede.  Aend 
waster  (=  wasset  daer?)  {|  äff  numerus  articulus  soe  sult  ghj  scriuen  cyfra 
in  die-  ||  selue  stede  end  stellen  articulum  an  die  slinker  ||  zide.  Aend 
comt  daer  äff  numerus  compositus  soe  sult  ghj  scriuen  digitum  in  dieselue  jj 
stede  end  artitulum  in  die  slinker  zide  als  doet  in  addicione.  Aend  aldus 
sult  II  gby  düpieren  alle  die  andern  figuren  daer  na  volghende«    Mediado.  |{ 

Offt  gby  wilt  enen  numerus  helften  soe  moet  |{  gby  ten  jersten  besyien 
waer  die  jerste  ||  figuer  sy  offen  offte  onneffen.  Ist  ||  offen  soe  sult  ghy  dien 
belf  äff  slaen  ||  end  scriuen  die  ander  helf  in  die  stede.  Is  {|  die  jerste 
figuer  onneffen^)  soe  sult  gby  1  aff|{doen  end  dat  daer  dan  bliuet  sult  ghy 
die  een  {|  belf  äff  slaen  end  scriuen  die  ander  belf  in  die- 1|  seine  stede  end 
vp  die  eerste  figuer  daer  een  äff  is  ghenommen  sult  {{  ghy  maken  een  teken 
dat  bedieden  sal  een  äff  gbedaen  bedi  een  en  ||  mach  men  niet  helften. 
Aend  off  die  eerste  figuer  is  1  so  sult  gby  ||  äff  doen  end  scriuen  een 
cyfra  in  die  stede  end  maken  een  teken  bouen  ||  (8.5.)  als  te  voren.    Aend 

(den  Neunen  und  der  Zehn)   sollt  ihr  die  unteren  Ziffern  abziehen  und 
schreiben,  was  dort  übrig  bleibt,  wie  zuvor  gesagt  ist,  und  wie  geschehen 

ist  in  der  Subtraction  dieser  Zahlen     7050*    Verdoppelung. 

Wenn  ihr  wollt  eine  Zahl  yerdoppeln,  so  sollt  ihr  beginnen  zu  ver- 
doppeln die  erste  Ziffer  zur  linken  Seite,  und  wenn  durch  diese  Verdop- 
pelung entsteht  ein  Einer,  so  sollt  ihr  (ihn)  schreiben  an  dieselbe  Stelle; 
und  entsteht  daraus  ein  Zehner,  so  sollt  ihr  schreiben  eine  Null  an  dieselbe 
Stelle  und  setzen  die  Zehnerziffer  zur  linken  Seite ;  und  ergiebt  sich  daraus 
eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  sollt  ihr  schreiben  die  Einerziffer  an  die- 
selbe Stelle  und  die  Zehnerziffer  zur  linken  Seite ,  wie  ihr  thut  in  der  Ad- 
dition, und  in  gleicher  Weise  sollt  ihr  verdoppeln  alle  die  anderen  Ziffern. 
Halbirung. 

Wenn  ihr  wollt  eine  Zahl  balbiren,  so  müsst  ihr  zuerst  sehen,  ob  die 
erste  Ziffer  (rechts)  gerade  oder  ungerade  sei.  Ist  sie  gerade,  so  sollt  ihr 
die  eine  Hälfte  wegthun  und  schreiben  die  andere  Hälfte  an  ihre  Stelle.  Ist 
die  erste  Ziffer  ungerade,  so  sollt  ihr  1  abziehen,  und  von  dem,  was  dann 
dort  bleibt;  sollt  ihr  die  eine  Hälfte  wegthun  und  schreiben  die  andere 
Hälfte  an  dieselbe  Stelle,  und  über  die  erste  Ziffer,  von  welcher  1  w^- 
genommen  ist,  sollt  ihr  machen  ein  Zeichen ^  welches  bedeuten  soll  l  weg- 
gethan;  denn  1  kann  man  nicht  halbiren.  Und  wenn  die  erste  Ziffer  1  ist, 
so   sollt   ihr   (sie)   wegthun   und  schreiben  eine  Null  an  ihre  Stelle  und 
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ofte  die  jerste  figaer  1  cyfra  soe  sult  ghy  bet  yoert  (bet  voert  =  fürbass)  || 

biden   (=  warten,    schauen,  gehen)   bedy  het  ne  mach  niet  ghehelft  siin. 

Aend  als  die  eerste  figuer  |{  is  ghehelft  soe  sal  men  besyen  die  andere  figaer 

weder  sy  is  effen  |{  ofte  onneffen  is  sy  effen  soe  sal  men  helften  gheliick 

der  jerster  {{  is  sy  onneffen  soe  sal  men  een  äff  doen.     Aend  dat  1  wert 

10    Van  den  ||  10  sal  (=  snlt)  ghy  deen  helft  eenweech  werpen.     Aend 

die  ander  helleff  ||  dats  5  die  sult  ghy  doen  metten  jersten  figuer.     Aend 

vp  (=  up,  ob,  wenn)  die  {{  andere  figuer  si  1  dat  sult  ghy  äff  doen  end 

scriuen  een  cyfra  ||  in  die  stede.     Aend  die  1  is  10  wert  von  dien  10  soe 

sult  ghy  nemen  ||  deen  helleff  dat  is  5  end  doet  metten  jersten  figuer   Aend 

die  ander  |{  helleff  dat  is  oech  5  dat  sult  ghy  eenweech  werpen.    Aend  gheen  || 

cyfra  en  sal  men  scriuen  off  daer  een  quaem  eyn  figuer  after.     Aend  |{  offt 

eyn  oyfra  staet  tussechen  die  2  figuren  te  helften  ghy  sult  ||  voert  gaen 

end  laete  ze  staen.    DupUcaio  prouet  mediadonem.  \\  Aend  mediacio  prauä 

dupHoadonem.    Mnltiplieaoio  V.  \\ 

In  muUiplicaeiane  sint  te  doen  2  manieren  ||  nuteliick.     Dat  is  numerus 

muliipUcans  et  nwmems  |  nndtipUcandus.    Aend  men  moet  ze  scriuen  in  || 

desen  manieren  soe  dat  die  jerste  figuer  ||  van  numerus  muUiplicans  moet 

staen   vnder  ||  die  achterste  figuer  van  numerus  multiplicandus  ||  als  aldus 

467 
^2       II  want  die*vnderste  numerus  heyt  numerus  multi-  {|  plicans  Aend  die 

machen  ein  Zeichen  oben  wie  zuvor.  Und  wenn  die  erste  Ziffer  (rechts) 
eine  Null  ist,  so  sollt  ihr  weiter  fortgehen,  denn  sie  (=  die  Null)  kann 
nicht  halbirt  werden,  und  wenn  die  erste  Ziffer  (rechts)  halbirt  ist,  so 
soll  man  die  andere  Ziffer  besehen,  entweder  ist  sie  gerade  oder  ungerade; 
ist  sie  gerade ,  so  soll  man  sie  halbiren  gleich  der  ersten ;  ist  sie  ungerade, 
so  soll  man  1  (davon)  abziehen;  und  diese  1  gilt  10.  Von  dieser  10  sollt 
ihr  die  eine  Hälfte  hinwegwerfen,  und  die  andere  Hälfte,  das  ist  5,  die 
sollt  ihr  thun  (hinzuzählen)  mit  zur  ersten  Ziffer,  und  wenn  die  andere 
Ziffer  1  ist,  (dann)  sollt  ihr  diese  hinwegthun  und  schreiben  eine  Null  an 
ihre  Stelle;  und  diese  1  gilt  10.  Von  dieser  10  sollt  ihr  nehmen  die  eine 
Hälfte,  das  ist  5;  und  mit  zur  ersten  Ziffer  thun.  Und  die  andere  Hälfte, 
das  ist  auch  5,  die  sollt  ihr  wegwerfen,  und  keine  Null  soll  man  schrei- 
ben, ausserdem  es  käme  noch  eine  andere  Ziffer  dahinter  (d.  h.  nach  links 
hin).  Und  wenn  eine  Null  steht  zwischen  den  zwei  zu  halbirenden  Ziffern, 
so  sollt  ihr  fortgehen  und  sie  (die  Null)  stehen  lassen.  Die  Verdoppelung 
probirt  die  Halbirung,  und  die  Halbirung  probirt  die  Verdoppelung.  Mul- 
tiplication. 

In  der  Multiplication  sind  zwei  Bezeichnungen  zu  wissen  nützlich  (?). 
Das  ist  der  Multiplicator  und  der  Multiplicand.  Und  man  muss  sie  schrei- 
ben in  dieser  Weise,   so  dass  die  erste   Ziffer   (rechts)  des  Multiplicators 

467 
steht  unter  der  letzten  Ziffer  (links)  des  Multiplicanden ,  wie  allda:  ^2      ' 
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ot;erst6  hejt  numerus  multiplicandns.  Aend  off  ghj  wilt  multiplioeren')  | 
enen  digUum  mit  euen  andern  diffUus  soe  ||  moet  ghj  weten  bj  hoe  wie 
enen  dat  die  meste  digitus  |{  staet  van  10.  Alsoe  menichwerf  moet  ghj  äff 
doen  die  minste  di-  \\  gUum  van  sinen  tyende  die  after  hen  ghenuemt  is. 
Aend  dat  dan  ||  daer  bliuet  so  vele  is  die  numerus  vander  multiplicacione. 
Exemplum.  ||  Offt  gb j  wilt  weten  hoe  vele  bj  8  weif  9  besyet  hoe  {|  t^eel  enen  dat 
neghen  staet  van  10,  Het  een  staet  mer  een  ||  van  10  soe  dat  dan  eenwerf 
8  van  80  soe  bliift  daer  72  ||  Aend  dat  is  die  Numerus  van  desen  multi- 
pliceren.  Aldus  is  tho  doen  offt  ||  «en  digitus  multipliceert  henseluen.  Offfc 
men  wil  multipliceren  ||  enen  articulus  mit  enen  andern  soe  sal  men  nemen 
beyde  haer  ||  digitus  end  multipliceren  den  enen  mit  den  anderen  end  alzo  || 
t;eele  enen  als  desen  multiplicacie  in  heuet  alsoe  menich  ||  hundert  is  daer. 
Offt  ghj  wilt  multipliceren  enen  ||  (S.  6.)  numerus  mit  enen  andern  soe  scriuet 
2  ordinen  van  figuren^^)  alsoe  {|  dat  die  jerste  figuer  yan  den  num.  multi- 
plicans  staet  ynder  die  achterste  ||  figuer  van  num.  multiplicandus  alsoe  het 
voer  ghesejt  is.  Daer  na  sal  ||  men  leiden  alle  die  figuren  van  den  num. 
multiplicans  in  die  achterste  {|  van  den  num.  multiplicandns  ellech  by  hen 
sunderlinghe  end  die  |  numerus  die  daer  äff  coemt  die  sult  ghy  scriuen  int 
hoeft  yan  den  {|  num.  multiplicans  Aend  als  die  achterste  figuer  van  den 
num.  multi- 1|  plicandus  is  ghemultipliceert  met  allen  den  figuren  (yan  den) 

woyon  die  untere  Zahl  heisst  Multiplicator  und  die  obere  Multiplicand.  Und 
wenn  ihr  wollt  multipliciren  eine  Einerzahl  mit  einer  andern  Einerzahl,  so 
müsst  ihr  wissen ,  um  wieviele  Einheiten  der  grössere  Einer  absteht  von  10 
(d.  h.  kleiner  ist  als  10).  Ebenso  oftmal  müsst  ihr  abziehen  den  kleineren 
Einer  von  seinem  (eigenen)  Zehnfachen ,  das  hinten  hin  genonmien  (=  gesetzt) 
ist.  Und  was  dann  dort  bleibt,  soviel  beträgt  die  aus  jener  Multiplication 
hervorgehende  Zahl.  Beispiel.  Wenn  ihr  wollt  wissen,  wieviel  8  X  9  sei, 
so  steht,  wie  viele  Einheiten  die  Neun  absteht  von  10,  diese  steht  nur  eine 
1  von  10  ab,  so  thut  dann  (=  zieht  ab)  einmal  8  von  80,  so  bleibt  dort 
72,  und  das  ist  die  Zahl  von  diesem  Multipliciren.  Ebenso  ist  zu  thnn, 
wenn  ein  Einer  multiplicirt  sich  selbst.  Wenn  man  will  multipliciren  einen 
Zehner  mit  einem  andern,  so  soll  man  nehmen  von  beiden  die  geltende 
Ziffer  und  multipliciren  die  eine  mit  der  andern,  und  so  viele  Einheiten  als 
dieses  Product  in  sich  hält,  so  viele  Hunderte  kommen  heraus.  Wenn  ihr 
wollt  multipliciren  eine  Zahl  mit  einer  andern,  so  schreibt  zwei  Reihen  von 
Ziffern  also,  dass  die  erste  Ziffer  (rechts)  des  Multiplicators  steht  unter  der 
letzten  Ziffer  (links)  des  Multiplicanden ,  wie  es  zuvor  gesagt  isi  Damach 
soll  man  führen  (=  multipliciren)  alle  Ziffern  des  MultipHcators  in  die  letzte 
(Ziffer)  des  Multiplicanden,  jede  für  sich  besonders,  und  die  Zahl  (s=  Pro- 
duct), welche  sich  daraus  ergiebt,  die  sollt  ihr  schreiben  zu  Hftupten 
(=  über)  des  Multiplicators  (d.  h.  immer  über  die  entsprechende  Stelle  des 
Multiplicators).     Und  wenn  die  letzte  Ziffer  (links)  des  Multiplicanden  ist 
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num.  multipli- 1|  cans  soe  sult  ghiis  anterioreren  by  een  differencia  die  figu- 
ren  ||  van  num.  multiplicans  Aend  dan  sult  ghj  leyden  achterste  figuer 
Tan  II  num.  multiplicandus  in  die  ghene  die  staet  bouen  die  jerste  figuer  || 
van  num.  multiplicans.  Van  desen  multipliceren  soe  coemt  ||  num.  digitus 
offte  num.  articulus  offte  num.  compositus  sitte  mixtus  \\  Coemt  daer  äff 
digitus  so  sal  men  doen  totten  figuren  die  bouen  ||  int  hoeft  staen  van  num. 
multiplicans.  Offt  daer  articulus  ot;er  |{  wasset  soe  sult  ghy  laiten  die  figuer 
die  staet  int  hoeft  van  den  |{  num.  multiplicans  end  stellen  den  num.  arti- 
culnm  met  den  andern  ||  figuren  an  die  slinker  side.  Aend  aldus  en  sal 
men  met  fiueren  ||  voer  dat  elke  figuren  Tan  num.  multiplicandus  siin  ghe- 
mnltipliceert  ||  met  allen  den  figuren  Tan  num.  multiplicans.  Aend  als  ghy 
mnlüpli-  II  ceert  die  achterste  figuer  Tan  num.  multiplicandus  mer  (=3  met) 
der  achter- 1|  sten  yan  num.  multiplicans  daer  äff  wasset  num.  digitus  ofte  || 
articulus  offte  compositus.  Coemt  daer  digitus  sal  men  alleen  scriuen  ||  int 
hoeft  Tan  num.  multiplicans.  Aend  coemt  daer  articulus  soe  sult  ghy  || 
scriuen  een  cyfra  int  hoeft  Tan  multiplicans  aend  articulus  an  die  slinker  || 
zide.  Aend  offt  composüiAS  ot;er  wasset  soe  sult  ghy  scriuen  digitum  in  die  || 
stede  Tnd  articulum  an  die  slinker  zide.  Weel  is  tho  weten  ||  dat  die  eerste 
figuer  Tan  num.  multiplicandus  in  die  multipli-  ||  ceringhe  soe  doet  äff  die 
figuer  die  bouen  hen  staen  (=  staet)  ghescreuen  in  ||  deser  condicione     Ist 

muliiplicirt  mit  allen  Ziffern  des  Multiplicators ,  so  sollt  ihr  Torrücken  (nach 
rechts)  um  eine  Stelle  die  Ziffern  des  Multiplicators.  Und  dann  sollt  ihr 
ftlhren  (=  multipliciren)  die  letzte  (d.  h.  nun  die  Torletzte)  Ziffer  des  Mul- 
tiplicanden  in  diejenige,  die  steht  über  »der  ersten  Ziffer  (rechts)  des  Mul- 
tiplicators. Aus  diesem  Multipliciren  ergiebt  sich  ein  Einer  oder  ein  Zehner 
oder  eine  zusammengesetzte  Zahl.  Entsteht  daraus  ein  Einer,  so  soll  man 
ihn  thun  (d.  h.  hinzuzählen)  zu  den  Ziffern,  die  (schon)  oben  zu  Häupten 
des  Multiplicators  stehen.  Wenn  dort  ein  Zehner  aber  entsteht,  so  sollt 
ihr  lassen  (ungeSndert)  die  Ziffer,  welche  steht  zu  Häupten  des  Multiplica- 
tors und  zählen  (die  geltende  Ziffer)  des  Zehners  mit  zu  den  anderen  Ziffern 
an  der  linken  Seite.  Und  in  gleicher  Weise  soll  man  fortfahren,  bis  dass 
alle  Ziffern  des  Multiplicanden  multiplicirt  sind  mit  allen  Ziffern  des  Mul- 
tiplicators. Und  wenn  ihr  multiplicirt  die  letzte  Ziffer  (links)  des  Mul- 
tiplicanden mit  der  letzten  (links)  des  Multiplicators,  so  entsteht  daraus 
eine  Einerzahl  oder  ein  Zehner  oder  eine  zusammengesetzte  Zahl.  Ergiebt 
sich  daraus  ein  Einer,  so  soll  man  ihn  allein  schreiben  zu  Häupten  (=  über) 
des  Multiplicators;  ergiebt  sich  daraus  ein  Zehner,  so  sollt  ihr  schreiben 
eine  Null  zu  Häupten  des  Multiplicators  und  die  Zehnerzifier  zur  linken 
Seite;  und  wenn  eine  zusammengesetzte  Zahl  aber  entsteht,  so  sollt  ihr 
schreiben  die  Einerziffer  in  die  Stelle  (d.  h.  genau  über  den  Multiplicator) 
und  die  Zehnerziffer  zur  linken  Seite.  Wohl  ist  zu  wissen ,  sobald  die  erste 
Ziffer  des  Multiplicanden  bei  der  Multiplication  (erledigt  ist),   so  streicht 
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alsoe  dat  van  snlker  multiplicacione  wert  {{  digitns  die  i;oer  sejde  figner  aal 

men  äff  doen  end  scriaen  die  digitus  in  die  |{  stede.     Aend  coemt  daer  arti- 

cnlus  soe  sal  men  dese  figuer  äff  doen  end  stellen  |{  een  cyfra  in  die  stede 

Ynd  articulus  an  die  linker  zide«     Aend  coemt  ||  daer  äff  num.  compositas 

soe  Salt  ghi  die  figuer  äff  doen  end  stellen  |{  digitum  in  die  stede  aend 

articulum  an  die  slinker  sjde,     Aend  als  ghj  ||  wasset  dat  die  jerste  (figuer) 

yan  nnm.  multiplicans  is  een  cjfra  soe  sal  men  |{  die  figuren  (=  figuer)  die 

boi^en  hen  staen  (=  staet)  äff  doen  end  stellen  die  cyfra  in  die  ||  stede"). 

Aend  als  die  ander  figuer  van  num.  multiplicans  ||  is  een  cyfra  end  die  stede 

bouen  hen  is  ydel  dan  sult  ghy  {|  (S.7.)  die  cyfra  daer  in  setten^*).    Aend 

alst  also  is  dat  cyferen  siin  in  num.  ||  multiplicandus  soe  sal  men  bet  wert 

(bet  voert  =  färbass)  liden  end  dan  sal  men  anterioren  {{  by  alsoe  t^ele  dif- 

3002 
ferentia  als  daer  cyferen  sint  aldus  p-aq  \\  Aend  offt  ghy  wilt  weten 

äff  ghy  die  firnUipUcade  \\  wel  hebt  ghemacht  soe  sult  ghiit  diuideren  by 
num.  multiplicans  |{  aend  sult  ghy  weder  hebben  dieseluen  figuren  die  ghy 
tho  II  woren  stellede  tho  multipliceren.     Dinisio  €  h*.  |{ 

Off  ghy  wilt  enen  numerus  diuideren  |{  soe  scryf  2  manieren  van  nn-  .1 
meren  wellich  ghy  wilt  end  ||  stellet  die  mynste  onder  die  II  tneste  Aend 
stellet  die  ach  -  II  terste  figuer  van  den  minsten  U  numerus  onder  die  achterste 

aus  die  Ziffer,  die  obenhin  [=>  darüber]  steht  geschrieben  mit  dieser  Beding- 
ung: Ist  es  der  Fall,  dass  durch  solche  Multiplication  entsteht  eine  Einer- 
zahl, soll  man  die  zuvor  besagte  Ziffer  ausstreichen  und  schreiben  jene 
Einerzahl  an  ihre  Stelle;  und  entsteht  daraus  ein  Zehner,  so  soll  man  diese 
Ziffer  ausstreichen  und  setzen  eine  Null  an  ihre  Stelle  und  die  Zehnerziffer 
an  die  linke  Seite;  und  kommt  daraus  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  sollt 
ihr  die  Ziffer  ausstreichen  und  setzen  die  Einerziffer  an  ihre  Stelle  und  die 
Zehnerziffer  an  die  linke  Seite,  und  wenn  es  der  Fall  wSre,  dass  die 
erste  Ziffer  (rechts)  des  Multiplicators  eine  Null  ist,  so  soU  man  die  Ziffer, 
die  darüber  steht,  ausstreichen  und  setzen  die  Null  an  ihre  Stelle,  und 
wenn  die  andere  Ziffer  (die  zweite  links)  des  Multiplicators  eine  Null  ist, 
und  die  Stelle  darüber  ist  leer,  dann  sollt  ihr  die  Null  dahin  setzen.  Und 
wenn  es  also  wSre,  dass  (einige)  Nullen  im  Multiplicanden  sind,  so  soll 
man  fürbass  (=  weiter)  gehen  und  dann  soll  man  vorrücken  um  ebensoviele 

3002 
Stellen   als  dort  Nullen   sind,   wie  hier:  f^^r^         •     Und  wenn  ihr  wollt 

wissen,  ob  ihr  die  Multiplication  recht  gemacht  habt,  so  sollt  ihr  es  (d.  h. 
das  Product)  dividiren  durch  den  Multiplicator  und  ihr  sollt  wieder  bekom- 
men dieselben  Ziffern,  die  ihr  zuvor  stelltet  zu  multipUoiren  (=  Moltipli- 
cand).    Division. 

Wenn  ihr  wollt  eine  Zahl  dividiren,  so  schreibt  zwei  Zahlen,  welche 
ihr  wollt,  und  stellt  die  kleinere  unter  die  grössere;  und  stellt  die  letzte 
Ziffer  (links)  der  kleineren  Zahl  unter  die  letzte  (links)  der  grösseren  Zahl; 
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Tan  den  ||  mesten  numerus.  Aend  alle  die  anderen  II  figuren  salt  ghj  stel- 
len by  ord-  II  nen  an  die  rechter  sjde^^).  Daer-  II  na  treek  afif  die  achterste 
figuren  alsoe  menich-  II  werue  als  ghy  moghet  van  der  ghenre  die  II  bouen 
haer  staet.  Aend  dan  scriuet  dat  daer  bliift  dat  ghy  II  alsoe  menighwerf 
moghet  äff  trecken  alle  die  anderen  figuren  II  van  denghenen  die  bouen  hen 
staen  aend  van  dat  daer  ot;er  II  bliuet.  Aend  isser  meer  een  figuer  onder 
die  sult  ghy  äff  tree-  II  ken  alsoe  menigwerf  als  ghy  moghet  van  allen  den 
figuren  |j  die  bouen  staen  altoes  scriuende  dat  daer  bliüt.  Aend  offt  II  alsoe 
is  dat  ghy  die  achterste  figuer  nyet  een  moghet  äff  trecken  II  van  achterste 
die  boaen  haer  staet  om  dat  sy  minre  is  dan  ||  die  onder  staet  soe  sult  ghy 
die  achterste  figuer  die  onder  II  staelt  stellen  (nicht)  onder  die  achterste 
sunder  een  van  den  ghenen  II  die  bouen  staen«    Aend  treeken  äff  als  hiir 

tho  foren  seyt  is  II  als  hiir     0071* 

Van  dastanen  diuisien^^)  wast  een  numerus  aend  heet  numerus  ||  quo- 
dens.  Aend  men  sal  scriuen  int  hoeft  bouen  van  den  ||  numenis  divisor 
vp  (=  up,  ob,  über)  die  jerste  figuer  om  te  bedieden  dat  II  alsoe  menich- 
werf  moet  elke  figuer  siin  äff  ghedaen  off  II  ghetoghen  van  den  ghenen  die 
bouen  staen  aend  van  dat  daer  II  ower  bliift.  Aend  dema  sal  men  anterio- 
reren  die  figuren  II  (B.8.)  van  num.  divisor  by  ene  differentie  end  diuideren 
alsoe  men  to  1!  froren  dede  altoes  scriuende  num.  quociens  int  hoeft  bouen 

und  alle  die  andern  Ziffern  sollt  ihr  stellen  der  Reihe  nach  an  die  rechte 
Seite  (jener).  Damach  sdeht  ab  die  letzte  Ziffer  so  oftmals  als  ihr  das 
könnt,  von  derjenigen  (Ziffer),  die  über  ihr  steht;  und  dann  schreibt,  was 
dort  bleibt,  damit  ihr  noch  ebenso  oftmals  mögt  abziehen  alle  übrigen 
Ziffern  (des  Divisors)  von  denjenigen,  die  darüber  stehen  und  von  dem  eben 
erhaltenen  Reste.  Und  ist  nur  eine  Ziffer  unten  (d.  h.  ein  einstelliger  Di- 
visor),  so  sollt  ihr  sie  abziehen,  so  oftmals  als  ihr  könnt  von  allen  Ziffern, 
die  oben  stehen,  allzeit  schreibend,  was  dort  übrig  bleibt  und  ist  es  also, 
daes  ihr  die  letzte  Ziffer  (des  Divisors  links)  nicht  (wenigstens)  einmal 
könnt  abziehen  von  der  letzten  (Ziffer  des  Dividenden),  die  über  ihr  steht, 
weil  diese  kleiner  ist  denn  die,  die  unten  steht,  so  sollt  ihr  die  letzte 
Ziffer,  die  unten  steht,  nicht  stellen  unter  die  letzte,  sondern  eine  Stelle 
weiter  nach  rechts;   und   abziehen,   wie  hier  zuvor  gesagt  ist,   wie  hier: 

78956 
9871' 

Aus  solcher  Division  ergiebt  sich  eine  Zahl  und  diese  heisst  Quotient ; 
tind  man  soll  ihn  schreiben  zu  üttupten  des  Divisors  über  die  erste  Ziffer 
(rechts) y  um  anzudeuten,  dass  ebenso  vielemal  jede  Ziffer  (des  Divisors) 
muss  weggenommen  oder  abgezogen  werden  von  demjenigen,  die  oben  stehen 
und  von  dem,  was  dort  übrig  blieb  (d.  h.  beim  Abziehen  der  ersten  Ziffer). 
Und  darnach  soll  man  vorrücken  die  Ziffern  des  Divisors  um  eine  Stelle 
und  dividiren,   wie   man   zuvor  that,   allzeit  schreibend  den  Quotient  zu 
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yan  den  ||  .eersten  figuren  van  num.  diuisor.  Dese  num.  quociens  |  sal 
teghen  in  hoe  t;ele  partien  die  nnmerus  mach  siin  gedeelt  |{  off  ghedioideert 
Die  ot;erbliuen  die  men  niet  een  mach  delen  {|  dat  sal  bliuen  van  num.din]- 
dendus.  Die  namerus  die  bouen  staet  |{  (heet)  num.  diuidendus  Aend  die 
vnder  staet  heet  num.  dinisor.  Aend  ||  alle  die  fignren  sint  gheanterioreret 
bj  enen  differentie  aend  dan  {|  gheyalt  dat  die  achterste  figner  yan  nmn 
diuisor  niet  een  |{  mach  siin  äff  getreckt  yan  die  ghenen  die  bouen  heu 
staen  ||  dan  sal  men  scriuen  1  cyfra  in  die  orden  yan  num.  quociens  end 
daer-  ||  na  weder  anterioreren  end  diyideren  tot  dat  die  jerste  figuer  yan  [ 
num.  diuisor  sj  äff  getreekt  yan  den  figuren  yan  num.  diuidendus.  |{  Aend 
off  ghj  prouen  offt  weel  ghedaen  is  soe  sult  ghjt  ||  multipliceren  num. 
diuisor  bi  num.  quociens  end  dan  suldi  weder  ||  hebben  dieseluen  figuren 
die  ghy  tho  i;oeren  stellede  om  to  diui-  ||  deren  met  den  toe  doen  yan  dat 
daer  otrer  bliift  off  bleef  yan  {|  num.  diuidendus  [bj  di].  Die  multiplicacie 
prouet  die  diuisie  end  die  diui-  {|  sie  die  multiplicacie.  || 

Nota.  Man  sal  num.  diuisor  niet  hogher  setten  dan  dat  ghetael  ||  van 
neghenen  off  een  ghetael  off  digitus  daer  beneden  neghenen  is. 

Badices.  j{  Om  te  yinden  die  wortel  yan  num.  quadratus  ||  soe  sal  men  eerst 
besjen  wat  is  num,  ||  quadratus  et  wat  die  wortel  is  yan  |{  num.  quadratos. 
Als  1  numerus  is  gheleet  ||  in  hen  seinen  dats  numerus  quadratus  [bedj.  j;  Als 

Häupten  der  (jeweilig)  ersten  Ziffern  des  Diyisors.  Der  Quotient  soll  an- 
zeigen, in  wieyiele  Theile  der  Diyidend  getheilt  oder  diyidirt  werden  kann. 
Das  Uebrigbleibende,  das  man  nicht  mehr  theilen  kann,  das  soll  übrig 
bleiben  yom  Dividenden.  Die  Zahl,  welche  oben  steht,  heisst  Dividend, 
und  die,  welche  unten  steht,  heisst  Diyisor.  Und  wenn  alle  Ziffern  (des 
Divisors)  sind  (nach  rechts)  um  eine  Stelle  vorgerückt,  und  es  dann  der 
Fall  ist,  dass  die  letzte  Ziffer  (links)  des  Diyisors  nicht  (wenigstens)  ein- 
mal kann  abgezogen  werden  von  derjenigen,  die  darüber  steht,  dann  soll 
man  schreiben  eine  Null  in  die  Ziffemreihe  des  Quotienten,  und  danach 
wieder  vorrücken  (den  Diyisor)  und  dividiren,  bis  dass  die  erste  Ziffer 
(links)  des  Divisors  abziehbar  ist  von  den  Ziffern  des  Dividenden.  Und 
wenn  ihr  probiren  wollt,  ob  recht  gethan  sei,  so  sollt  ihr  es  multipliciren, 
(nämlich)  den  Diyisor  mit  den  Quotienten,  und  dann  sollt  ihr  wiedererhal- 
ten dieselben  Ziffern ,  die  ihr  zuvor  stelltet  zum  Dividiren ,  vermehrt  um  das, 
was  dort  übrig  bleibt  oder  blieb  vom  Dividenden.  Die  Multiplication  pro- 
birt  die  Division  und  die  Division  die  Multiplication. 

Nota.  (Vielleicht:  man  soll  den  Diyisor  nicht  mehr  als  neunmal  neh- 
men, d.  h.  die  grösste  Qnotientenziffer  sei  neun;  oder  man  soll  eine  Ziffer 
[als  Quotientenziffer]  setzen,  die  unter  neun  beträgt.) 

Wurzelausziehung.  Um  zu  finden  die  Wurzel  einer  QuadratzaU,  so 
soll  man  sich  erst  unterrichten,  was  eine  Quadratzahl  und  was  dieWunel 
einer  Quadratzahl  ist     Wenn  beispielsweise  eine  Zahl  ist  multiplicirt  mit 
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mSt  versie  deutliich  (?)  nemt  soe  {{ 4  heuet  efifen  ziden  gheliich  eene  ||  4  haen- 
ter  figuren].  Die  wortel  van  num.  quadratns  is  {|  1  numerus  die  is  gheleet 
in  henseluen  als  2  werf  twe  dat  is  4  ||  6^  4  is  num.  quadratus  e^  2  is  siin 
wortel.  Aend  als  ghj  wilt  vinden  |{  den  wortel  van  num.  quadratus  soe  sult 
ghj  scnuen  1  ordien  van  figuren  {|  van  alzoe  vele  als  ghy  wilt  Aend  dan 
besjet  weder  die  numerus  sj  {|  effen  off  onneffen.  Want  is  hj  effen  (=  on- 
neffen)  soe  sult  ghy  mögen  vinden  ||  1  figuer  onder  die  achterste  figuer  an 
die  slinker  zide^)  dat  hy  {|  in  henseluen  gheleedt  mach  äff  doen  dat  bouen 
hen  staet  Daer  na  ||  (S.9.)  wert  die  figuer  dupleert  end  gestellet  onder  die 
naeste  figuer  van  digitus  {|  duplicatus  wert  ghevonden  1  ander  digitus  end 
dat  hy  leet  in  digitum  ||  duplatum  äff  doet  al  dat  bouen  staet  aend  daerna 
gheleet  in  hensel-  |{  uen  äff  doet  al  dat  bouen  henseluen  staet  et  die  digi- 
tus (i)  wert  ghe-  ||  düpieret  end  ghestellet  vnder  die  naeste  figuer  an  die 
rechter  ||  zide  end  vnder  die  naeste  figuer  tK>er  hen  wert  ghevonden  1  ander  || 
digitus  dat  hy  gheleedt  in  digüos  duplatos  äff  doet  al  dat  ||  bouen  hen 
seinen  staet  Aend  daer  na  gheleedt  in  hen  seinen  doet  {|  äff  al  dat  bouen 
henseluen  staet  ^^)  Aend  men  sal  niet  cesseren  |{  te  vinden  dese  digüos 
noech  van  den  duplacien  van  digUoruM  noech  {|  van  anterioreren  der  digüos 
duplatos  tot  dat  euer  die  erste  figuer  {|  wert  vonden  1  digitus  dat  hy  ghe- 

sich  selbst,  so  ist  das  (Product)  eine  Quadratzahl  .  • .  Die  Wurzel  einer 
Quadratzahl  ist  eine  solche  Zahl»  die  mit  sich  selbst  multiplicirt  wird,  wie 
2x2  ist  4,  und  4  ist  die  Quadratzahl  und  2  ist  deren  Wurzel.  Und 
wenn  ihr  berechnen  wollt  eine  Quadratwurzel,  so  sollt  ihr  schreiben  eine 
Reihe  von  Ziffern,  so  viele  als  ihr  wollt;  und  dann  beseht  die  Zahl,  ob  sie 
eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Stellen  habe.  Hat  sie  eine  ungerade 
Anzahl  Stellen,  so  sollt  ihr  finden  eine  Wurzelstelle  zur  letzten  Ziffer  an 
der  linken  Seite  (und  zwar  so  gross),  dass  sie,  mit  sich  selbst  multiplicirt, 
vernichtet  (durch  Subtraction)  das,  was  oben  steht  Damach  wird  die 
gefundene  Wurzelstelle  duplirt  und  gestellt  unter  die  nächste  Ziffer  (des 
Radicanden).  Mit  Hilfe  des  Duplum  wird  (hierauf)  gefunden  eine  zweite 
Wurzelstelle  und  zwar  so  gross,  dass  diese,  multiplicirt  mit  dem  Duplum, 
vernichtet  (durch  Subtraction)  all'  das,  was  oben  steht,  und  ausserdem, 
multiplicirt  mit  sich  selbst,  vernichtet  all'  das,  was  über  ihr  steht,  und 
(hierauf)  werden  die  (gefundenen)  Wurzelziffem  duplirt  und  (das  Duplum)  ^ 
gestellt  unter  die  nächste  Ziffer  (des  Radicanden)  an  die  rechte  Seite,  und 
zur  nächsten  Ziffer  (des  Radicanden)  weiterhin  wird  gefunden  eine  neue 
Wurzelstelle,  (so  beschaffen,)  dass  sie,  multiplicirt  mit  dem  Duplum,  ver- 
nichtet all'  das,  was  über  derselben  steht;  und  ausserdem,  multiplicirt  mit 
sich  selbst,  vernichtet  all'  das,  was  darüber  steht,  und  man  soll  nicht  auf- 
hören zu  finden  die  Wurzelstellen,  noch  mit  dem  Dupliren  der  Wurzel- 
stellen, noch  mit  dem  Vorrücken  der  Dupla,  bis  dass  über  die  erste  Ziffer 
(rechts)  des  Radicanden  eine  Wurzelstelle  gefunden  ist,   welche,  nachdem 
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leedt  wert  in  den  andern  digi-  |{  tos  dnplatos  äff  doet  al  dat  bonen  hen 
leeden  (=  beden?)  staet  want  bliift  {|  jet  over  dat  sal  men  baten  houden. 
Aend  om  dat  digitus  moet  |{  siin  ghedupleert  daer  äff  wasset  nam.  digitos 
offte  nnm.  compositns  {{  offte  nom.  articnlus.  Aend  of^er  wasset  nnm.  com- 
positus  soe  sal  men  scriaen  {{  digitns  onder  die  naeste  figner  an  die  rechter 
zide  aend  arti- 1{  colns  an  die  slinker  zide.  Aend  of^er  wasset  nnm.  articnlus 
soe  I  snlt  ghj  sonnen  1  cyfra  ynder  die  naeste  figner  an  die  rechter  {  zide 
aend  articulns  an  die  slinker  zide.  Aend  offt  gheualt  {|  dat  Yoer  digitum 
daplatom  en  gheen  digitns  mach  siin  Yonden  |{  om  dat  digitns  dnplatos  is 
meere  dan  die  nnmems  daer  honen  |{  hen  staet  snldi  stellen  1  cyfra  vnder 
die  naeste  figner  end  dan  anterio-  {{  reren  by  enen  differentie  et  dan  doen 
alsoet  VOGT  seyt  is.  Aend  |  offt  also  is  dat  die  digitus  die  achterste  is 
Yonden  äff  doet  ||  al  die  numerus  daer  honen  staet  soe  ist  numerus  qnadratns. 
Aend  wil  |  ghy  dan  Yinden  siin  wortel  soe  moet  ghy  helfken  al  digitos 
duplatos  end  deen  helfd  met  den  digitus  die  achterste  was  ||  Yonden  waert 
die  wortel.  Aend  wilt  ghy  Yinden  siin  wortel  son-  |{  der  helften  soe  moet 
ghy  scrinen  alwoes  sbdupl  (=  suh  duplum)  onder  digitus  {|  duplatus  Aend 
dan  die  digitus  die  achterste  wass  Yonden  met  sb-  ||  dupl.  («=  subdupium) 
dats  siin  wortel.     Aend  off  ghy  wilt  prouen  Offt  wel  sy  |j  ghedaen  soe  sult 

sie  multiplicirt  ist  mit  den  übrigen  dnplirten  Wurzelstellen,  Yemichtet  all' 
das,  was  darüber  steht  Wenn  bleibt  etwas  übrig,  so  soll  man  das  aussen 
bergen  («=  hinten  anmerken  als  Best).  Wenn  eine  Wurzelstelle  mnss  duplirt 
werden,  so  ergiebt  sich  daraus  eine  Einerzahl  oder  eine  zusammengesetzte 
Zahl  oder  ein  Zehner.  Ergiebt  sich  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  soll 
man  schreiben  die  Einerziffer  unter  die  nächste  Ziffer  (des  Radicanden)  znr 
rechten  Seite  und  die  Zehnerziffer  an  die  linke  Seite.  Entsteht  aber  ein 
Zehner,  so  sollt  ihr  schreiben  eine  Null  unter  die  nächste  Ziffer  (des  Radi- 
canden) zur  rechten  Seite,  die  Zehnerziffer  zur  linken  Seite.  Und  wenn  es 
der  Fall  ist,  dass  für  ein  Duplum  keine  Wurzelstelle  gefunden  werden  kann, 
weil  das  Duplum  mehr  beträgt  als  die  Zahl,  welche  darüber  steht,  so  sollt 
ihr  setzen  eine  Null  (als  Wurzelstelle)  unter  die  nächste  Ziffer  (des  Badi- 
canden)  und  dann  YOrrücken  (mit  dem  Duplum)  um  eine  (e=  zwei)  Stellen, 
und  dann  thun,  wie  zuYor  gesagt  ist.  Und  wenn  es  sich  begiebt,  dass  die 
Wurzelstelle,  welche  zuletzt  gefunden  ist,  Yemichtet  den  ganzen  Radican- 
den, so  ist  die  Zahl  (der  Radicand)  eine  Quadratzahl.  Und  wollt  ihr  dann 
finden  die  Wurzel  dazu,  so  müsst  ihr  halbiren  das  ganze  Duplum  und  die 
eine  Hälfte  daYon  (angehängt)  mit  der  Wurzelstelle,  welche  zuletzt  gefun- 
den wurde,  bildet  die  Wurzel.  Und  wollt  ihr  finden  die  Wurzel,  ohne  m 
halbiren,  so  müsst  ihr  schreiben  allemal  das  halbe  Duplum  (=  die  Wurzel- 
stelle)  unter  das  Duplum  (der  Wurzelstellen),  und  dann  ist  die  zuletzt  ge- 
fundene Wurzelstelle  (angehängt)  an  jenes  halbe  Duplum  (an  jene  ersten 
Wurzelstellen)  die  Wurzel.     Und  wenn  ihr  wollt  probiren ,  ob  recht  gethan 
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ghj  multipliceren  die  wortele  in  henseluen  ||  Aend  dan  suldi  weder  hebben 
dieselnen  fignren  die  ghy  tho  voeren  ||  stellet,  tho  voeren  is  ghesejt  dat 
siit  also  dat  daer  njet  |{  ot;er  een  bliift  soe  is  numerus  qaadratus  end  bliifk 
daer  wat  orer  {{  soe  is  gbeen  qnadratus.  Aend  in  deser  manieren  soe  moet 
men  mul-  {|  tipliceren  die  wortel  in  hen  seinen  end  met  dat  daer  over  bliift.  || 
(6. 10.)  Aend  Toeren  was  gbeseyt  dats  off  die  numerus  onneffen  soe  soude  || 
ncien  beghinnen  werken  onder  t*achterste  an  die  slinker  zide  ot;er  ||  is  die 
numerus  effen  soe  sal  men  beghinnen  werken  ynder  t'achterste  ||  sonder  een 
siit  also  dat  die  digitus  die  men  tdnt  äff  doet  al  dat  ||  bouen  hen  staet  soe 
sal  men  scriuen  1  cyfra  in  die  stede  vp  dat  daer  1  ||  figuer  staet  an  die 
slinker  zide.  Aend  siit  alsoe  dat  daer  bliuen  ||  cyferen  soe  sal  deen  helft 
yan  cyferen  met  sbdupl  (=  auhdupkim)  siin  die  wortel  ||  van  den  numerus. 
Badioes  onUti.  || 

Om  den  wortel  te  yinden  van  radices  |{  cubiti  soe  moet  men  eerst 
besyen  {|  wat  is  numerus  cubitus  aend  wat  die  wor-  ||  tel  is  van  num.  cu- 
bitns.  [Ass]  numerus  {{  cubitus  is  1  numerus  die  2  werf  ||  is  gheleet  in  hen- 
selaen  off  een  |{  werf  in  siin  quadratus  dat  eenen  ||  is  elke  numerus  mach 
wel  siin  die  ||  wortel  van  num.  cubitus.  Offt  ||  ghy  dan  wilt  yinden  die 
wortel  {{  yan  num.  cubitus  soe  suldi  enen  ||  numerus  den  welken  dat  ghy 

sei,  so  sollt  ihr  multipliciren  die  Wurzel  mit  sich  selbst,  und  dadurch  sollt 
ihr  wieder  erhalten  dieselben  Ziffern ,  die  ihr  zuyor  ansetztet  (als  Radicand). 
Zuvor  ist  gesagt,  dass,  sobald  dort  (beim  Badiciren)  nichts  übrig  bleibt, 
die  Zahl  eine  Quadratzahl  ist;  und  bleibt  dort  etwas  übrig,  so  ist  es  keine 
Qnadratzahl.  Und  in  diesem  Falle  muss  man  (als  Proberechnung)  multipli- 
ciren die  Wurzel  mit  sich  selbst  und  dazu  zählen,  was  dort  übrig  blieb. 
und  yorher  wurde  gesagt,  dass,  wenn  der  Radicand  eine  ungerade  Anzahl 
yon  Stellen  habe,  so  sollte  man  beginnen  zu  operiren  unter  der  letzten 
Ziffer  an  der  linken  Seite.  Hat  aber  der  Radicand  eine  gerade  Anzahl  yon 
Stellen,  so  soll  man  zu  operiren  beginnen  (nicht)  unter  der  letzten  Ziffer, 
sondern  (unter  den  beiden  letzten  Ziffern).  Ist  es  also,  dass  die  Wurzel- 
stelle, die  man  findet,  yemichtet  all'  das,  was  darüber  steht,  so  soll  man 
schreiben  eine  Null  an  die  Stelle,  wenn  dort  eine  Ziffer  steht  an  der  linken 
Seite  (?).  Und  ist  es  der  Fall,  dass  dort  (am  Radicanden)  übrig  bleiben 
einige  Nullen,  so  soll  die  eine  Hälfte  der  Nullen  yereint  mit  dem  halben 
Duplnm  (=  den  bereits  gefundenen  Wurzelstellen)  sein  die  Wurzel  der 
(gegebenen)  Zahl.  —  Cubikwurzel. 

Will  man  die  Cubikwurzel  berechnen,  so  muss  man  erst  sich  unter- 
richten, was  eine  Cubikzahl  und  was  die  Wurzel  einer  Cubikzahl  ist.  Eine 
Cnbikzahl  ist  eine  solche  Zahl,  welche  zweimal  (nacheinander)  multiplicirt 
ist  mit  sich  selbst  {aaä)  oder  einmal  mit  dem  Quadrat  (ß^a)^  welches  yon 
dem  Einfachen  (gebildet)  ist.  Jede  Zahl  kann  sehr  wohl  sein  eine  Cubik- 
wurzel    Wenn  ihr  wollt  berechnen  die  Wurzel  einer  Cubikzahl,  so  sollt  ihr    j 
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wilt^^)  et  dan  sul-  ||  di  die  figaren  distingweren  byden  sieden  van  miUena- 
riorl  Ij  [2]  onder  die  figureu  ind'  achterste  siede  van  millenarii  soe  woert 
von  -  II  den  1  digiius  die  in  hen  seinen  gheleed  cnbitns  äff  doei  al  dat  l 
boaen  hen  siaet  daer  na  woert  ghestelt  die  digitus  ghedre- 1|  nendicht  Aend 
woeri  ghestelt  an  die  rechter  zide  onder  die  ||  naeste  daer  die  figuer  end 
siin  sbipnlQ  (=  sübtriplatiim)  onder  hen  [assloch]  onder  die  ||  naeste  figaer 
i;oer  digitum  t'platü  (=  triplattm)  wert  vonden  1  digiins  die  geleed  ||  sal 
siin  met  sbt'j)to  (=  sübtriplato)  in  VplcUu  (=  triplaium)  aend  der  na  sonder 
sbVplo  (=  sübtriplato)  gheleed  ||  in  j^dudü  (=  prodactum)  äff  doet  al  dat  honen 
siaet  jeghen  den  digitü  fplatü  (=  triplatum)  et  daer  na  gheleedt  in  hen  cabiie  äff 
doet  al  dat  honen  hen  siaet  |  [Assloch]  wert  die  digitns  drietvldich  dat  is  tri- 
plandus  end  wert  ghe- 1|  sieeli  onder  die  derde  figuer  an  die  rechter  zide  [end  die 
eerste  ||  digitns  t'plattts  wert  ghetreekt  achter  hen].  Daer  na  werig  he- 1|  vonden 
een  ander  digiius  dat  hj  met  sbi'jTfo  (=  suhtriplatuin)  gheleed  in  triplatum  end 
daer  na  sonder  shtpUs  (=  suibtrijoilatum)  gheleed  in  j^ductü  (=  productum)  doei 
äff  al  dat  bouen  ||  dipitos  triplatos^  end  daer  na  gheleed  in  hen  seinen  cubite 
äff  doet  al  ||  dat  bouen  hen  siaet.    Aend  men  sal  niet  cesseren  van  te  vinden  ] 

eine  Zahl  (wählen),  welche  ihr  wollt,  und  dann  sollt  ihr  die  Ziffern  (der 
Zahl)  abtheilen  (bezeichnen,  punktiren)  bei  den  Stellen  der  Tausendfachen 
[d.  h.  nach  Gruppen  yon  je  drei  Stellen].  Zu  den  Ziffern  in  der  leizien 
Tausendergruppe  (links)  wird  gefunden  eine  Wurzelsielle  (a  =  2),  deren 
Cubus  (a'==8),  yemichtet  (durch  Subtraction)  alles  das,  was  oben  sieht 
Darnach  wird  die  (gefundene)  Wurzelsielle  verdreifiEbchi  (3  a  ==6),  und  wird 
gesielli  zur  rechten  Seite  unter  die  nächste  Ziffer  (d.  h.  Gruppe  von  drei 
Ziffern),  und  ihr  Subtriplum  (d.  h.  der  dritte  Theil  des  Triplums,  oder  die 
Wurzelstelle  a  selbst)  darunter.  Zu  der  nächsten  Ziffer  über  dem  Triplai 
wird  gefunden  eine  (neue)  Wurzelsielle  (5  =  4),  die  gelegt  werden  soll  an 
das  Subtriplum  (d.  h.  an  die  erste  Wurzelstelle  selbst  [a  +  6=24])  und 
dann  muliipliciri  mit  dem  Triplatum  ([a  +  5]3a  =  24x6  =  144),  und  dar- 
nach ohne  das  Subiriplum  (a)  muliipliciri  werden  soll  mit  dem  (vorigen) 
Produci  ([a  +  6] 3a .  6  =  144  X  4  =  576)  und  dies  Resultat  soll  dann  ver- 
nichten air  das,  was  über  dem  Triplai  steht,  und  darnach  soll  der  Cubus 
der  zweiten  Wurzelstelle  (&3  =  64)  vernichten  alF  das,  was  darüber  steht 
Hierauf  werden  die  vorhandenen  Wurzelstellen  (24)  verdreifiwht  (72),  und 
(die  Zahl  72)  wird  gestellt  unter  die  dritte  Ziffer  (d.  h.  dritte  Gruppe 
von  Ziffern)  zur  rechten  Seite.  Damach  wird  gefunden  eine  neue  Wurzel- 
sielle (j3  =>  5) ,  welche  so  beschaffen  sein  muss ,  dass  sich ,  wenn  man  sie  an 
das  Subiriplum  (d.h.  an  die  ersten  zwei  Wurzelsiellen)  fügt,  (a  +  /'  =  245) 
und  diese  Zahl  mit  dem  Triplai  (3  a  =72)  muliipliciri  und  das  Besultat 
ausserdem  ohne  das  Subtriplatum  mit  ihr  (ß)  muliipliciri,  dann  eine  Zahl 
ergiebt,  welche  vernichtet  alles  das,  was  über  dem  Triplai  sieht,  und  dass 
ausserdem  ihr  Cubus  (|3')  vernichtet  alles  das,  was  oben  sieht  (d.h.,  dass 
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die  diffUos  noch  van  te  driuendighe  die  digitos  triplcUos  altoes  Ynder  de  derde 
figaer  tot  vnder  die  eerste  figuren  is  gheuonden  {|  1  digUus  die  gheleed  met 
sWjpUs  (s=  suhtripkUtm)  in  i'platü  (=  triplaUm)  äff  doet  all  dat  {{  bouen  staet 
alsoe  t^oer  gheseyt  is.  Aend  als  die  wortele  is  {|  (s.it.)  aldus  äff  ghetreekt 
end  dan  niet  meer  een  bliift  dat  is  numerus  ||  cubitus  end  die  digitus  die 
achterste  was  vonden  met  obtriplis  \\  is  wortel  van  den  numerus.  Aend  dan 
die  wortel  met  hen  seinen  ghe-  {|  multipliceert  brenghet  weder  die  figuer 
die  ghy  tho  voren  hadt.  {|  Aend  sät  alsoe  dat  daer  jet  ot;er  biuet  soe  is  die 
numerus  niet  cubitus.  Aend  dan  sal  men  den  wortel  multipliceren  by  hen 
seinen  |{  [end  daer  na  met  sinen  ^duäum  aend  ghy  sult  hebben  den  wortel  || 
van  den  g^n  (=  gheleeten?)  num.  cuhite]  end  met  dat  daer  ot^er  bliift  || 
soe  suldi  weder  hebben  die  figuren  die  ghj  tho  voren  stellet.  ||  Aend  offt 
also  is  dat  en  gheen  digitua  een  mach  sun  vonden  |  om  dat  digitus  tripUxttts 
is  meeme  dan  die  numerus  die  bouen  |{  staet  soe  sal  men  setten  dat  1  cyfra 
voer  t^pUUu.  Aend  dan  wert  hy  [scaphans]  ghetreekt  onder  die  derde  figuer 
end  die  digiti  |{  triplati  achter  haer  daer  na  wert  een  ander  digitus  von-  H 
den  die  met  sWpUs  (=  sübtriplatum)  gheleed  in  t'plaiü  (=  triplatum)  äff  doet 
alsoet  to  voren  ||  ^el  is  to  weten.     Dat  cjfra  niet-  een  wert  onder  haer  {| 

ß^  noch  abgezogen  werden  kann).  —  und  man  soll  nicht  aufhören  mit  dem 
Finden  der  Wurzelstellen ,  noch  mit  dem  Dreifältigen  der  Wurzelstellen ,  bis 
dass  zur  dritten  Ziffer  (links)  der  ersten  Ziffern  (d.  h.  ersten  Gruppe  von 
drei  Ziffern  rechts)  ist  gefunden  eine  Wurzelstelle,  welche,  nach  Vorschrift 
multiplicirt,  ein  Resultat  ergiebt,  welches  vernichtet  alles,  was  oben  steht, 
wie  es  zuvor  gesagt  ist.  Und  wenn  die  Wurzel  ist  also  (=  vorschrifts- 
mSssig)  abgezogen,  und  es  bleibt  dann  nichts  übrig,  so  ist  die  Zahl  eine 
Cabikzahl;  und  die  zuletzt  gefundene  Wurzelstelle,  angefügt  an  das  Sub- 
friplum  (d.  h.  an  die  übrigen  Wurzelstellen)  fst  die  Wurzel  der  vorgelegten 
Zahl.  Und  die  Wurzel ^  (dreimal)  mit  sich  multiplicirt,  bringt  dann  wieder 
die  Ziffern,  welche  ihr  zuvor  hattet  (als  Badicand).  Und  begiebt  es  sich 
so,  dass  dort  (vom  Badicanden)  etwas  übrig  bleibt,  so  ist  die  Zahl  keine 
Cubikzahl.  Und  in  diesem  Falle  soll  man  die  Wurzel  (dreimal)  mit  sich 
gelbst  multipliciren ,  ...  und  vermehrt  um  das,  was  dort  übrig  blieb, 
werdet  ihr  dann  wieder  erhalten  die  Ziffern,  die  ihr  zuvor  stelltet  (als 
Badicand).  und  wenn  es  der  Fall  ist,  dass  eine  Wurzelstelle  nicht  kann 
gefanden  werden,  weil  das  Triplat  mehr  beträgt  als  die  Zahl,  die  oben 
steht,  so  soll  man  setzen  eine  Null  vor  (d.  h.  rechts  an)  das  Triplat;  und 
dann  wird  es  getragen  (=  gesetzt)  unter  die  dritte  Ziffer  (links;  der  näch- 
sten Gruppe)  und  die  triplirten  Wurzelstellen  dahinter  (nach  links).  Dar- 
nach wird  eine  neue  Wurzelstelle  gefunden,  die,  wenn  sie  vorschriftsmässig 
mnltiplicirt  wird,  ein  Besultat  ergiebt,  welches  vernichtet  alles  das,  wie  es 
zuvor  wohl  zu  merken  ist.  Die  Null  (als  Wurzelziffer)  wird  nicht  unten 
hingestellt,  sondern  diese  soll  man  bergen  (anhängen)  neben  das  Subtriplum_Tp 

ignze     y  ^ 


142  Historisch -literarische  Abtheilung. 


gestellet  dat  men  sal  honden  met  sbtripl  (=  subtriplom).  weel  is  to  weten  ^ 
dat  vau  den  Drievonden  van  den  digitos  over  wasset  num.  compositos  \ 
ofte  num.  artionlus  ofte  digitns  end  siit  also  dat  ||  daer  digitas  äff  ooemt 
dat  sal  men  stellen  onder  die  der-  ||  de  figner  aen  die  rechter  zide.  Aend 
wast  daer  äff  num.  compositns  ||  digitas  wort  ghescreuen  aen  die  rechter 
zide  onder  die  |{  derde  figuer  end  articnlus  met  den  naesten  digito  tripUdo 
an  die  |{  slinker  zide  aend  coemt  daer  äff  nnm.  articnlus  men  sal  scriuen 
die  cjfra  onder  die  derde  figuer  aen  die  rechter  zide  aend  articnlus  ||  aen 
die  slinker  zide  alst  voer  ghescreuen  is  aldus  ||  die  figuer  te  niet  siin  en 
dan  by  een  num.  bliuen  vele  cj-  {|  feren  teen  derden  deel  met  spt'jylts 
{=z  subtriplufn)  is  die  wortel  yan  |{  numerus  cubiti. 

(d.  h.:  Erscheint  eine  Null  als  Wurzelslelle ,  so  wird  durch  sie  keine  Mul- 
tiplication  und  Subtraction  veranlasst,  sondern  man  schreibt  sie  ohne  Wei- 
teres in  die  Reihe  der  Wurzelstellen).  Es  ist  wohl  zu  wissen  (=  merken), 
dass  durch  das  Verdreifachen  der  Wurzelstellen  entsteht  entweder  eine  zu- 
sammengesetzte Zahl,  oder  ein  Zehner  oder  eine  Einerzahl;  und  ist  es  der 
Fall,  dass  dort  eine  Einerzahl  entsteht,  so  soll  man  diese  stellen  unter  die 
dritte  Ziffer  (der  einzelnen  Gruppen  von  je  dreien)  der  rechten  Seite,  und 
entsteht  daraus  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  wird  die  Einerziffer  geschrie- 
ben zur  rechten  Seite  unter  die  dritte  Ziffer  (der  Gruppe)  und  die  Zehner- 
ziffer vereint  mit  dem  nächsten  Triplnm  zur  linken  Seite;  und  entsteht 
daraus  ein  Zehner,  so  soll  man  schreiben  die  Null  unter  die  dritte  Ziffer 
(der  Gruppe)  zur  rechten  Seite  und  die  Zehnerziffer  an  die  linke  Seite,  wie 
es  zuvor  beschrieben.  Ist  es  also,  dass  die  (geltenden)  Ziffern  (im  Badi- 
canden)  nicht  bis  ans  Ende  gehen  und  dass  dann  bei  dem  Badicanden  blei- 
ben viele  Nullen,  so  ist  der  dritte  Theil  (der  Nullen)  mit  den  (links  vor- 
gesetzten) Wurzelstellen  die  Wurzel  der  (vorgelegten)  Cubikzahl. 

Noten. 

1)  Die  hier  zum  Druck  beförderte  Anweisung  für's  Ziffemrechnen  befindet 
sich  handschriftlich  auf  der  Universitätsbibliothek  zu  Basel  in  einem  Sammelbande 
(Octav),  signirt:  F.  YII,  12,  auf  Bl.  169  a  bis  174  a.  Wir  zählen  diese  11  Seiten  der 
Handschrift  fortlaufend  1,2,  ...,  11. 

In  runden  Klammem  ()  stehen  unsere  Correcturen,  Zusätze  und  Auflösungen, 
während  wir  durch  eckige  Klammem  die  unerledigt  gebliebenen  Stellen  ein- 
schliessen.  Die  Auflösung  der  meisten  Abkürzungen  ist  stillschweigend  geschehen. 
Wo  im  Dmcke  ein  cursives  v  steht,  hat  die  Handschrift  ein  w.  Je  zwei  senkrechte 
Striche  ||  im  Texte  zeigen  das  Ende  einer  Zeile  in  der  Handschrift  an. 

Bei  der  Erledigung  sprachlicher  Schwierigkeiten  hat  uns  Herr  Pro- 
fessor Dr.  Hildebrand  in  Leipzig  in  bereitwilligster  Weise  unterstützt,  ffir  welche 
Güte  wir  ihm  auch  an  dieser  Stelle  unsern  wämuten  Dank  aussprechen. 

2)  In  folgenden  Stellen  ist  auf  diesen  Algorismus  Bezug  genommen  : 

a)  Mone,  Zeitschr.  f.  d.  Gesch.  d.  Oberrheins  1851,  U,  186:  «Alte  Lehrbücher  des 
Rechnens  findet  man  hier  und  da  in  Handschriften,  welche  für  die  Geschichte 
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der  Lehnnethode  nicht  anerheblich  sind.  So  enthält  die  Handschrift  zu  Basel 
F.  YU,  12  eine  deutsche  Anweisung  zum  Zifferrechnen  (algortsmus)  Ton  1408, 
die  also  nicht  ffir  gelehrte,  sondern  far  Volksschulen  bestimmt  war,  und 
woraus  man  nebst  der  Lehrmethode  ersieht,  dass  damals  die  Zifferrechnung 
7  Capitel  um&sst,  nämlich  additio,  subtraetio,  duplatio,  mediatio,  muUiplica- 
iio,  divisio,  radices,*^ 

b)  Kriegk,  Deutsches  Bürgerthum  im  Mittelalter.  Neue  Folge,  1871,  S.  81ff. 
fiisst  auf  Mone. 

c)  In  E ehrein,  Erziehung  und  Unterricht,  S.  263,  und  in  Kehr,  Geschichte  der 
Methodik  des  deutschen  Volksschulunterrichts,  1877,  I,  287  ist  das  Jahr  1117 
als  Abfassungszeit  dieses  Algorismus  angegeben. 

d)  Joh.  Müller  macht  (Kehr,  Geschichte  der  Methodik  IV,  336)  auf  den  Irr- 
thum  bezüglich  der  angegebenen  Ab&ssungszeit  aufmerksam  und  giebt  zugleich 
die  richtige  Zeit  1445  ca.  an. 

e)  In  Monnmenta  Germaniae  Faedagogica,  1887,  Bd.  DI,  welcher  Band  eine  „Ge- 
schichte des  math.  Unterrichts  im  deutschen  Mittelalter  bis  zum  Jahre  1625*' 
Yon  Günther  enthält,  findet  man  anhangsweise  ein  Photogramm  des  Algo- 
rismus, welches  die  erste,  zehnte  und  elfte  Seite  zur  Anschauung  bringt.  Im 
Vorworte  jenes  Bandes  steht  folgende  Notiz:  „Aus  dem  fünften  Decennium 
des  XV.  Jahrhunderts  ezistirt  ein  Algorithmus,  der  sowohl  in  sprachlicher  als 
auch  in  sachlicher  Hinsicht  von  hohem  Interesse  ist.  Er  ist  geschrieben  in 
jenem  deutsch -holländischen  Patois,  welches  noch  heute  in  der  Gegend  von 
Cleve  und  Emmerich  gesprochen  wird  und  somit  wohl  das  älteste  arithmetische 
Document  in  vaterländischem  Idiome.  Zu  spät  auf  das  in  Basel  aufbewahrte 
Manuscript  aufmerksam  geworden,  muss  sich  der  Verfasser  damit  begnügen, 
auf  die  schöne  artistische  Beigabe  am  Schlüsse  dieses  Bandes  zu  verweisen, 
welche  einige  Seiten  der  fraglichen  Handschrift  in  trefflicher  photographischer 
Nachbildung  zur  Anschauung  bringt,  und  zugleich  dem  verehrten  Baseler  Col- 
legen  Herrn  Professor  Einkelin,  welchem  er  diese  Bereicherung  verdankt, 
seinen  verbindlichsten  Dank  abzustatten.** 

Etwas  Weiteres  ist  bis  jetzt  über  unsem  Algorismus  nicht  veröffentlicht 
worden. 

Dass  mit  dem  fünften  Decennium  des  XV.  Jahrhunderts  die  richtige  Zeit- 
bestimmung getroffen  ist,  kann  zwar  dem  Algorismus  nicht  selbst  entnommen  wer- 
den; es  folgt  jedoch  in  jenem  Sammelbande  auf  BL  177b  bis  180a  ein  von  derselben 
Hand  geschriebener  anderer  Tractat,  welcher  Bl.  180a  folgende  Schlussworte  hat: 
„Deo  gratias  affinitus  et  completiM  p.  (=  per)  me  bemardum  studentem  tpis 
(=  temporis)  tc  (=  twnc)  hildesim.  Anno  dm  (—  domini)  M^cccc^xlv\''  Es  ist 
demnach  auch  die  Abfassungszeit  des  vorstehenden  Algorismus  entweder  in  oder 
kurz  vor  das  Jahr  1446  zu  setzen.  —  Zugleich  ersieht  man  aus  jenen*  Worten, 
dass  der  Schreiber  ein  Hildesheimer  Stifbsschüler  Bernhard  war.  Damit  wird  die 
Behauptung  Mone*s  widerlegt,  als  sei  der  Algorismus  für  Volksschulen  (welche 
es,  in  unserem  Sinne  wenigstens,  damals  noch  gar  nicht  gab)  bestimmt;  er  reprä- 
sentift  vielmehr  den  arithmetischen  Unterricht  in  den  lateinischen  Schulen. 

8)  Figuren  hiessen  die  neun  geltenden  Ziffern  1,  2,  ...,  9.  —  Der  Bezeich- 
nong  sämmtlicher  zehn  Zahlzeichen  mit  dem  Ausdruck  „Ziffern**  begegneten  wir 
zuerst  1514  bei  Böschensteyn,  Ain  Newgeordnet  Rechenbiechlin  mit  den  zyf- 
fem  etc.  (Ex.  in  Leipzig,  Univ.-Bibl.). 

4)  cpfer  ist  der  Name  fär  die  Null.  —  Die  Null  nannten  die  Ostaraber  as-sifr, 
das  Leere,  als  Uebersetznng  von  swnga,  dem  indischen  Worte  für  Null  (Cantor, 
Vorlesungen  über  Gesch.  d.  Math.  I,  610).  —  Der  byzantinische  Mönch  Flanudes      j 
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(XIY.  Jahrb.)  nennt  sie  Tgiphra  (Cantor,  Yorles.  I,  482).  Der  Italiener  Lncas 
de  Bargo  braucht  (In  Summa  de  Arithmetica  geometria,  1494)  schon  nvüa.  In 
Deutschland  fanden  wir  nuüa  zuerst  bei  Eöbel  (Een  New  geerdet  Yymrbach. 
Oppenheim,  1615.  Bl  XV):  ,,  Achtmal  Newntzig/  Such  VIII  mal  IX  sp  fyndesta 
LXXII  die  schreib  mit  zeyffem  vnd  setz  ein  0  zeiffer:  eine  nuUa  dafOr/  so  werden 
68  sibenhundert  vnd  tzwentzig  ynd  stet  also  720.** 

6)  Die  „erste"  Stelle  ist  stets  die  Einerstelle,  die  zweite  die  Zehnerstelle.  -> 
Die  Ziffer  der  höchsten  Ordnung  in  einer  Zahl  heisst  immer  die  „letzte"  oder  die 
„  achterste  "  (=  hinterste)  Stelle. 

6)  Numeri  digiti  »  Fingerzahlen  heissen  die  Einer  1,  2,  •  • .,  9;  fmrneri  articuU 
=  Oliedzahlen  heissen  die  Zehner  10,  20,  • .  •,  90;  numeri  compoeiti  sind  aus  Einem 
und  Zehnem  zusammengesetzte  Zahlen.  —  Vorstehende  Eintheilnng  der  Zahlen  ist 
römischen  Ursprungs. 

7)  Die  Anzahl  der  Bechenspecies  war  damals  zwischen  neun  (Numeriren,  Ad- 
diren,  Subt.,  Dupliren,  Mediren,  Mult.,  Div.,  Progrediren,  Badiciren)  und  vier 
(Add.,  Subt,  Mult,  Dir.)  schwankend. 

8)  Es  sei  8769  zu  halbiren.  Bechts  wird  begonnen.  Das  Schema  wfirde  fol- 
gendermassen  aussehen:  1324 

3759 

666 
1879  Best  1. 

9)  Beispiel:  8X9,  wird  berechnet:  8(10— 1)  =  80- 8  =  72.  In  algebraischen 
Zeichen:  ab  =  10a  —  a{10  —  b).  — Vorstehende  complementäre  MultipUcation  ist  ein 
Best  römischer  Bechnungsart  (Gantor,  Vorlesungen  I,  496  und  764).  Das  15.  und 
16.  Jahrh.  kannte  drei  verschiedene  derartige  Verfahren  zur  Berechnung  des  kleinen 
Einmaleins,  welche  wir  s&mmtlich  in  unserer  „Methodik  der  praktischen  Arith- 
metik**, 1888,  S.  76  Yorgeführt  haben. 

10)  Beispiel:  467  (Multiplioand), 

82      (Mnltiplicator). 

Man  rechnet  4X3,  dann  4X2.    Hierauf  rückt  man  den  Mnltiplicator  82  eine  Stelle 

467 
nach  rechts:  *^y  und  reebnet:  6X3  und  6X2;  rückt  abermals  32  eine  Stellenach 

rechts  und  redinet  7X3  und  7X2.  Die  Producte  stellt  man  darüber;  die  ein- 
zelnen Phasen  sehen  so  aus: 


■  i 

9 

7 

74 

40 

465 

128 

12fg2 

1282i 

*67 

mj 

m 

32 

32 

32. 

1620 

11)  Beispiel:  3002X640.    Schema:      5002 

640. 

1606 

12)  Beispiel:  8672X602.    Schema:      5672 


13)  Beispiel:  6474:28;  angeordnet: 


602. 

6474 
28     • 


14)  Es  folgt  ein  nach  der  gegebenen  Beschreibung  ausgerechnetes  Division»- 
exempel  in  drei  Phasen,  je  eine  für  eine  Quotientenziffer. 
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I. 

n. 

in. 

1 

t 

Best 

1 

i^ 

121 

2f2 

228 

22i 

Dividend 

10^88 

iMS8 

tOtöS 

Qaotient 

4 

46 

466 

Diyisor 

23 

28 

23. 

Die  Mnltlplicatioii  des  DiyiBOrs  wird  ziffemweis  von  links  nacb  rechts  fortschrei- 
tend ansgefflhrt  und  das  aas  jeder  Ziffer  entspringende  Prodnct  sogleich  sab- 
trahirt.  Man  rechnetalso  4X2  =  8,  10-8  =  2;  4X3  =  12,  24-12  =  12.  Die  Rest- 
ziffera  stehen  über  dem  Dividenden;  das  Ausstreichen  der  verbrauchten  Ziffern 
war  in  jener  Zeit  üblich. 

16)  Die  Aussiehung  der  Quadratwurzel  geschieht  nach  der  Formel  a'+2a&  4-^. 

16)  Wir  geben  ein  Schema  zu  der  Beschreibung: 

(872 
41 
281 


Radicand 388129       ^388129  =  623. 

^«P^* {  'l24 

Subdupla  oderWurzelstellen    6  2  8 

17)  Wir  begleiten  die  Beschreibung  des  Rechnungsverlaufes  mit  einem  Schema: 
Ziffern  der  Ausrechnung    {    gjjgjg        iah 
Radicand moiHSS      lü^ 

6  und  72  lind  TripUU;  6    72  «  P 

2,  4,  6  Bind  SuMriplst«  oder  WnnelitelUii.        2       4       6 

3a  =    6 
(a  +  6)3a=  24X6=144 
(8a«  +  8a6)6=  144X4  =  676 

670  -  667  =  94  steht  oben , 

&•=     64 

946  -  64  =  882  steht  oben, 

3«=     72 

a  +  jJ=     246 
(a+jj)8a=     246X72 
17640 
(8a*  +  2  «(})  (}  =  17640  X  5  =  88200 

88212-88200  =  12  steht  oben, 
B^=       126 

126-126  =  0. 

Bohlussbemerknng.  Römischen  Ursprungs  sind  in  dem  Algorismus  nur 
die  Eintheilnng  der  Zahlen  (Note  6)  und  die  oomplementftre  Multiplication  (Note  9); 
alle  übrigen  Partien  sind  indisch.  Auffallend  ist  das  Fehlen  der  Nennerprobe, 
welche  man  um  jene  Zeit  fast  in  allen  Schriften  findet,  in  denen  die  indische 
Rechnungsweise  gelehrt  wird. 
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Dr.  A.  Habnaok,  Die  Onmdlagen  der  Theorie  des  logarithmiBchen  Poten- 
tialfl  nnd  der  eindeutigen  Potentialfanetion  in  der  Ebene.    Leipzig, 
B.  G.  Teubner.     1887.    (IV  u.  158  S.  gr.  8«.) 
Mit  der  Erkenntniss,  dass  der  aaf  das  Dirichlet'sche  Princip  gegrün- 
dete Exiatenzbeweis  eines  Integrals  der  Gleichung 

im  Innern  eines  beliebigen  ebenen  Gebiets,  bei  vorgeschriebenen  Randwer- 
then,  unzureichend  sei,  haben  auch  die  Versuche  begonnen,  neue  and 
strenge  Existenzbeweise  aufzustellen.  An  den  hierbei  gemachten  Fortschritten 
im  Beweise  dieses  ftir  die  Theorie  des  logarithmischen  Potentials,  der  con- 
formen  Abbildung  von  Flftchen  aufeinander  und  für  viele  functionentheore- 
tische  Definitionen  grundlegenden  Satzes  sind  vor  Allem  H.  A.  Schwarz 
und  Carl  Neumann  betheiligt  und  an  diese  anschliessend  der  Verf.  des 
vorliegenden  Buches.  Es  war  demselben  (Ber.  d.  k.  sächs.  (jesellsch.  d.W. 
1886)  geglückt,  die  Einschränkungen,  welche  sich  die  früheren  Untersuch- 
ungen in  Bezug  auf  die  Randcarve  noch  aufgelegt  hatten  —  Curve  nach 
aussen  überall  convex,  in  der  ersten  Methode  des  Herrn  Schwarz,  die  vom 
geradlinigen  Polygon  ausging,  und  in  der  Methode  des  sogenannten  „arithmeti- 
schen Mittels^  des  Herrn  Neumann;  Band  aus  analytischen  Curvenstftcken 
zusammengesetzt  in  einer  zweiten  Methode  des  Herrn  Schwarz  — ,  im  Wesent- 
lichen zu  heben.  Er  geht  zu  diesem  Zwecke  in  der  Hauptsache  auf  die  erste 
Methode  von  Schwarz,  nur  bei  beliebigem  geradlinigem  Polygon,  zurück 
und  gelangt  durch  Zufügung  einiger  Convergenzsätze  zunächst  zur  speciellen 
Potentialfunction ,  die  als  ;,  Green 'sehe''  bezeichnet  wird;  von  ihr  aus  aber 
durch  eine  schärfere  Untersuchung  ihrer  Eigenschaften  und  durch  eine  kleine 
Modification  der  gewöhnlichen  Green 'sehen  Integralformel  zur  allgemeinen 
Potentialfunction.  Um  nun  den  so  gewonnenen  Standpunkt  der  ebenen  Föten- 
tialtheorie  deutlich  werden  zu  lassen,  war  eine  einheitliche,  systematische 
Zusammenfassung  und  Darstellung  dieser  verschiedenen  Arbeiten  nothwen- 
dig,  und  so  ist  in  dem  vorliegenden *Werkchen  ein  ganzes  Lehrbuch  über 
die  Grundlagen  einer  allgemeinen  Theorie  der  eindeutigen  Potentialfunctio- 
neu  in  der  Ebene  —  des  reellen  Theils  einer  Function  einer  complexen 
Variableu  —  entstanden ,  das  einen  wirklichen  Fortschritt  vorstellt  und  die 
schwierige  Theorie  nahezulegen  geeignet  ist.  Die  Beschränkung  auf  eindeu- 
tige Functionen  ist  dabei  nur  eine  scheinbare,  da  der  üebergang  von  diesen 
zu  mehrdeutigen  Functionen  (Poincar6)  keine  Schwierigkeiten  mehr  hat. 
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Ich  gebe  eine  üeberBicht  der  Anordnung  des  Buches.  Die  beiden  ersten 
Capitel  enthalten  die  allgemeinen  Definitionen  und  SStze  über  die  Potential- 
function  (also  auch  über  die  durch  ihr  Verhalten  im  unendlichen  charak- 
terisirte  specielle  solche  Function,  welche  logarithmisches  Potential  heisst). 
„Harmonische  Function^  wird  jede  Function  u  genannt,  die  im  Innern  eines 
Gebiets  x  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  stetig  ist  und 
der  obigen  partiellen  Differentialgleichung  genügt,  also  der  reelle  Theil  einer 
innerhalb  r  regulären  Function  einer  complexen  Variablen.  Die  zu  einem  im 
Innern  von  x  gelegenen  Punkte  0  als  Pol  gehörige  „Green'sche  Function  g^^ 
ist  diejenige  innerhalb  x  harmonische  Function ,  welche  am  Bande  c  von  x  die 

Werthe  M  — )  hat,  wo  r  den  Abstand  des  Bandpunktes  vom  Punkte  0  bedeutet. 

Der  Uebergang  von  dieser  Function  g^  zu  der  conformen  Abbildung  der 
einfach  zusammenhängenden  Fläche  x  auf  das  Innere  eines  Kreises  ist  nach 
Biemann  bekanntlich  sehr  einfach  (s.  Cap.'V  des  vorl.  Buches).  Die  Haupt- 
sätze beziehen  sich  auf  das  Integral 

(ff)  «f)  ^  (tf) 

WO  n  die  nach  innen  genommene  Normale  in  eiyem  Punkte  da  des  Bandes  0 
von  T,  (dc\  die  scheinbare  Grösse  des  von  0  aus  gesehenen  Elements  da, 
das  von  0  den  Abstand  r  hat,  U  eine  längs  c  stetige  endliche  Function  ist; 
insbesondere  auf  die  Wertbbestimmung  (nach  Neumann)  ftir  einen  dem  Bande 
sich  nähernden  Punkt  0.  u  heisst  dabei  das  Potential  einer  Doppelbelegung 
der  Gurve  0  mit  dem  Moment  (7.  Femer  werden  die  Green'schen  Integral- 
sätze entwickelt,  aus  denen  Schlüsse  aus  dem  bekannten  Werthe  der  Func- 
tion tf  an  einer  Stelle  auf  die  endlichen  Grenzen  gezogen  werden,  innerhalb 
welcher  u  im  ganzen  Gebiete  x  liegen  muss;  sodann  wichtige  Convergenzsätze 
für  unendliche  Beihen  von  Potentialfunctionen;  und  endlich  werden  die  Fra- 
gen der  Eindeutigkeit  unter  Voraussetzung  der  Existenz  behandelt. 

Mit  den  Existenzbeweisen  selbst  beschäftigen  sich  die  Capitel  III  und  IV. 
Es  wird  zuerst  in  HI  die  Neumann'sche  Methode  des  ;, arithmetischen 
Mittels'',  welche  die  Function  u  direct  aus  ihren  Bandwerthen  durch  eine 
unendliche  Beihe  von  einfachen  Operationen  mittels  des  obigen  Integrals  u 
consiruirt  und  auch  wegen  der  dabei  aufbietenden,  nur  von  der  Gestalt  des 
Gebiets  x  abhängigen  Constanten  interessant  ist,  entwickelt  und  auch  auf 
Discontinuitäten  von  TT  längs  des  Bandes  c  ausgedehnt.  Diese  Methode 
wird  dann  in  IV  nur  für  geradlinige  Polygone  benutzt  und  nach  Neumann 
und  Schwarz  auf  solche  Polygone  mit  einspringenden  Ecken  ausgedehnt 
(auch  noch  nach  einer  zweiten,  dem  Vetf.  zugehörigen  Methode).  Jetzt 
können  die  wesentlichsten  Schritte  geschehen:  der  Uebergang  der  zu  einem 
solchen  Polygon  gehörigen  Green'schen  Function  zu  derjenigen  g^  welche 
sich  auf  eine  beliebig  berandete  Fläche  x  bezieht ;  sodann  die  Ableitung  der 
Formel  ^  j 
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welche  unter  Benntzong  jener  Function  g  die  harmonische  Function  tH  im 
Innern  von  t  aus  ihren  gegebenen  Bandwerthen  U  bestimmen  lehrt;  eine 
Formel,  die  in  die  gewöhnliche  Green 'sehe  übergeht,  wenn  man  die  sich  tf 
nähernde  Curve  a  direct  mit  a  zusammenfallen  lässt,  was  für  den  Fall  einer 
aus  analytischen  Curvenstücken  bestehenden  Begrenzung  c  erlaubt  ist 

Das  Hauptproblem  der  Theorie  wäre  hiermit  gelOst,  wenn  der  VerL 
nicht  auch  noch  Beschränkungen  zuliesse.  Er  nimmt  nämlich  an,  dass  ent- 
weder die  (/am  Bande  stetig  verlaufen  und  dass  zugleich  das  Bandelement 
da  integrirbar  sei,  der  Band,  einzelne  Stellen  ausgenommen,  überall  eine 
bestimmte  sich  stetig  ändernde  Tangente  habe  und  dass  die  Function  oosa^ 
welche  die  Bichtung  dieser  Tangente  angiebt,  keinen  Werth  unendlich  oft 
annehmen  soll,  es  sei  denn,  dass  eine  Oeradenstrecke  dem  Bande  angehört; 
oder  dass  bei  ünstetigkeiten  yon  U  der  Band  aus  analytischen  Curven- 
stücken bestehe.  Damit  ist  auch  angedeutet,  in  welcher  Bichtung  weitere 
Untersuchungen  erforderlich  sind. 

Der  Best  des  Buches  enthält,  zum  Theil  über  Bekanntes  hinausgehende, 
Untersuchungen  über  Functionen  mit  vorgeschriebenen  ünstetigkeiten.  Aber 
das  Verhalten  der  conformen  Abbildung  am  Bande,  und  endlich  die  bekann- 
ten directen  Lösungen  einiger  allgemeiner  Abbildungsprobleme. 

Ich  betone  noch,  dass  sich  überall  in  dem  Buche  scharfe,  Ifickenaofl- 
füllende  Betrachtungen  finden.  Und  endlich  erwähne  ich  eine  weitere  Seite 
des  Werkes,  den  durchgehenden  Hinweis  auf  die  Analogien  und  Modifica- 
tionen,  welche  für  eine  entsprechende  Theorie  des  Baumpotentials  ein- 
treten. Diese  Erweiterung  verlangt  noch  eine  Beihe  neuer  Untersuchungen, 
zu  denen  der  Verf.  eine  kräftige  Anregung  geben  wilL 

Erlangen,  Mai  1888.  M.  Nobthsr. 
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AnalytUohe  Geometrie  der  EbeAe. 

1.  Zur  Einführang  der  Liniencoordinaten  in  die  analytische  Geometrie  der  Ebene. 

C.  Eoehler.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXXU,  152. 

2.  Les  coordonnäeB  paralleles  de  points.    M.  d*Ocagne.    N.  ann.  math.  Ser.  3, 

VI,  493. 

3.  Les  coordonnäes  cycliques.    M.  d*Ocagne.    Mathesis  YII,  148. 

4.  Dafl  Viereck  in  Beziehung  auf  seine  Hauptträgheitsaxen.    R.  Hoppe.    Gnin. 

Archiv  2.  R.  V,  846. 

5.  Sur  la  droite  de  Simson.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  857. 

6.  Remarques  sur  la  g^om^trie  du  triangle.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  3, 

VI,  215. 

7.  Applications  de  la  transformation  par  ravons  vecteurs  r^ciproqnes.  Farisano, 

Mandart    Mathesis  VII,  188.  —  J.  Neuberg  ibid.  155. 

8.  Remarques  de  g^omätrie  infinitesimale.    E.  Cesaro.    Mathesis  VH,  25. 

9.  Nouvelle  ezpression  du  rayon  de  courbnre  d'one  courbe  plane.   K  Waste  eis. 

Mathesis  VII,  63. 

10.  Divers  änoncäs  d'une  propri^tä  unique.    Laisant.    Mathesis  VII,  64. 

11.  Propiiäte  de  la  cyclotde.  J.  Neuberg.   Mathesis  VII,  17.  —  J.  Mister  ibid.  18. 

12.  Berechnung  des  Inhalts  eines  Vielecks  aus  den  Coordinaten  der  Eckpunkte. 

W.  Veitmann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  339. 

13.  Sur  les  courbes  a^y  +  a*x  —  X,    R.  de  Cres.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  369. 

14.  Propnäte  de  la  strophoide^    V.  Jamet    Mathesis  VII,  49.  •—  Servals  ibid.  72. 

15.  Sur  une  courbe  du  quatriäme  degr^.    Mosnat.    Mathesis  VII,  198. 

16.  Propri^täs  et  aire  d'une  quartique.    Derousseau.    Mathesis  VII,  250. 

Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  88,  94.    Kegelschnitte.    Rectification. 

Analytiiehe  Geometrie  des  Baumes, 

17.  üeber  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  von  Kreisen,  welche  durch  swei 

Punkte  gehen  und  eine  Gerade  treffen.     F.  Schiffner.     Gmn.  Archiv 
2.  R.  V,  442. 

18.  Sur  un  lieu  dans  Tespace.    G.  Maupin.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  419. 

19.  Sur  les  h^licoides.    G.  Pirondini.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI.  87. 

20.  Die  sphärische  Schleifenlinie.    Fr.  Schiffner.    Grün.  Archiv  2.  R.  V,  610. 

Vergl.  Cubatur.     Mehrdimensionale  Geometrie.     Oberflächen.     Oberflächen 
zweiter  Ordnung.     OltraeUiptiache  Transcendenten. 

Astronomie. 

21.  Theorie  de  la  r^fractiou  astronomique  et  de  Taberration.   0.  Bonnet.  N.  aan. 

math.  Ser.  3,  VI.  335,  554. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  78,  82,  83,  89,  90,  91,  92. 


Bestimmte  Integrale. 
Sur  certaines  Operations  fontionnelles,  repräsentees  pur  des  integrales  d^finies. 
S.  Pincherle.    Acta  math.  X,  153. 
Vergl.  Ellipt.  Transcendenten.   Gammafunctionen.   Quadratur.   RectificatiozL 
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Combinatorik. 

23.  Einige  Eigenachafben  der  Binomialcoefficienten  mit  Anwendungen  auf  Combi- 

nationslehre.    C.  W.  Baur.    Zeitschr.  Math.  Fhys.  XXXII,  2t8. 

24.  Zur  Theorie  der  Elimination.    L.  Sehende  1.   Zeitscbr.  Math.  Fhys.  XXXII,  46. 

25.  Eine  Erweiterung  des  Factoriellensatzes.  L.  Saalschfitz.  Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXII,  250. 

26.  Sur  la  division  des  polynomes.    Weill.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  83. 

Cnbator. 

27.  Volume  engendr^  par  la  courbe  d^Agnesi  ^a;  +  a*(a;— a)  =  0  toumant  autour 

de  son  asymptote.    J.  Mister.    Mathesis  VII,  6. 


Determinanten. 

28.  Der  Kronecker^sche  Subdeterminantensatz.     L.   Schendel.     Zeitschr.  Math. 

Fhys.  XXXII,  119. 

29.  Die  r- stufige  Determinante  n^"  Grades.    L.  Schendel.    Zeitschr.  Math.  Fhys. 

XXXfl.  185. 
Vergl.  Optik  187. 

DifforenÜalgleiehnngen. 

30.  Ueber  die  Integration  linearer,  nicht  homogener  Differentialgleichungen.    W. 

Heymann.    Zeitschr.  Math.  Fhys.  XXXII,  22.    [Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  3S.J 

31.  Becherchea  sur  Tintägration  des  äquations  diff^rentielles  lin^aires  du  second 

ordre.    J.  M.  de  Tilly.    Math^is  VII,  Supplement. 

32.  Remarques  sur  les  integrales  irr^guliöres  des  ^quations  Unfaires,    fl.  Foin- 

care.    Acta  math.  X,  310. 

33.  Sur  un  cas  special  de  r^quation  diffärentielle  de  Lamd.     E.  A.  Stenberg. 

Acta  math.  X,  339. 

34.  Sur  une  ^quation  differentielle.    Weill.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  204. 

35.  üeber  lineare  simultane  Differentialgleichungen,   welche  durch  hypergeome- 

trische Functionen  integrirt  werden  können.    W.  Hey  mann.    Zeitschr. 
Math.  Fhys.  XXXII,  176.    [Vergl.  Bd.  XXX,  Nr.  79.] 

36.  Integrer  l'^quation  (|  + J+l)^-(|  +  5-M)|-J  =  .(|.-p.    H.  Bro- 

Card.    Mathesis  VII,  135. 

Bifferontialquotient. 
37   Substitution   neuer   Variabein   in    höheren   Differentialquotienten.     Bochow. 
Zeitschr.  Math.  Fhys.  XXXII,  346. 
Vergl.  Functionen  54.    Unbestimmte  Formen. 

Elimination. 

38.  Sur  reiimination  par   la  raethode   d'Euler.     Ch.    Biehler.     N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VI,  67. 
Vergl.  Combinatorik  24. 

SUipse. 

39.  Sur  deuz  cordes  suppl^mentaires  de  Tellipse  ägalement  inclinees  sur  la  normale 

de  leur  point  de  rencontre.    Brocard  etc.    Mathesis  VII,  236. 

40.  Ellipse  glissant  le  long  d'une  autre  ägale  ä  la  premidre  en  restant  parallele  ä 

eile  mdme  pendant  ce  deplacement.    Mosnat.    Mathesis  VII,  91. 
Vergl.  Mazima  und  Minima  69. 

Sllipsoid. 

41.  Theorämes  sur  rellipsoTde.    Genty.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  401. 

42.  Trouver  le  lieu  des  normales   ä  un  ellipsoide  paralleles  ä  un  plan  donnd. 

Mosnat,  Falisse.    Mathesis  VII,  231. 

Slliptisdie  Transceadenten. 
43    Zur  Beduction  der  elliptischen  Integrale  in  die  Normalform.    E.  Vorsteher. 

Zeitschr.  Math.  Fhys.  XXXII,  145. 
44.  Darstellung  der  ersten  Gattung  der  elliptischen  Integrale  durch  Curvenbogen 
zweiten  Grades.    R.  floppe.    Grün.  Archiv  2.  R.  V,  315. 

Digitized  by  VjOOQIC 


152  Historifich- literarische  Abtheilung. 


45.  Ueber  MulÜplicator- Gleichungen  höherer  Stufe  im  Gebiete  der  elliptiachen 

Functionen.    P.  Biedermann.    Grün.  ArchiT  8.  B.  V,  1. 
Vergl.  Oberfl&chen  179. 

F. 

f  wriuttL 

46.  Sur  la  forme  a^jointe.    Cb.  Biehler.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  79. 

47.  Sur  Quelques  formes  quadratiques.    Weiil.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  85. 

48.  Zur  Theorie   der  binären  quadratischen  Formen  von  positiver  Determinante. 

J.  Vivanti.  Zeitechr.Math.  Phys.  XXXII,  287.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr. 75.] 

49.  Zur  geometrischen  Interpretation  binärer  Formen,  speciell  solcher  von  der  vier- 

ten Ordnung,  im  temären  Gebiete.  F.  Hofmann.  Zeitschr.  Math,  f hjs. 
XXXII,  863. 

50.  Zerlegung  einer  Form  m^'  Ordnung  und  n^  Grades  in  ihre  linearen  Factoren. 

L.  Sehende  1.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXTT,  83. 

51.  Üeber  Formen  mit  Ewei  Reihen  VeÄnderlicher.    M.  Pasch.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXXII,  255. 

Fnnstionen. 

52.  üeber  Algorithmen  und  Calculn.    E.  Schröder.    Grün.  Archiv  2.  R.  V,  825. 

53.  Sur  les  di^loppements  en  s^ries  des  fonctions  rationnelles.    Gh.  Biehler.   K. 

ann.  math.  Ser.  3,  VI,  485. 

54.  Fonction  continue  sans  d^riv^e  de  Weierstrass.   P.  Mansion.  Mathesis  VII,  822. 

55.  Ezemple  de  foDctions  ä  espaces  lacunaires.   G.  Teizeira.  N.  ann.  math.  Ser.  3, 

VI,  48. 

56.  Sur  une  distribution  de  z^ros.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  86. 

Verffl.  Bestimmte  Integrale.  Differentialgleichungen.  Elliptische  Transcen- 
denten.  Formen.  Gleichungen.  Integration  (unbestimmte).  Eettenbrflche. 
Logarithmen.  Maxima  und  Minima.  Quadratur.  Reihen.  SubstitatioDen. 
Thetafanctionen.    Ultraelliptische  Transcendenten. 

Chunmaftmotlonen. 

57.  Bemerkungen  über  die  Gammafunctionen  mit  negativen  Argumenten.  L.  Saal- 

schutz.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  246. 

Oeometrie  (liftliere)« 

58.  Die   synthetischen  Grundlagen  der  Theorie  des  Tetraedroid  >  Complezes.    F. 

Uofmann.    Grün.  Archiv  2.  R.  V,  358. 

59.  Sur  ia  r^versibilitä  de  la  transformatlon  Unfaire.  Gl.  Servais.  Mathesis  YIL  90. 

[Vergl.  Bd.  XXIV,  Nr.  8.] 

60.  Sur  les  transformations  birationnelles  quadratiques.    P.  Mansion.    Mathesia 

VII,  110.  —  OL  Servais  ibid.  129,  187. 

61.  Berichtigung  einiger  Sätze  aus  der  Lehre  der  polaren  Elemente.     G  eisen - 

heimer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  127.    [Vergl.  Bd.  XXXU,  Nr.  98J 

62.  Sur  les  courbes  nnicursales.    Weill.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  71,  805. 

63.  Beweis  einiger  Lehrsätze  von  Jacob   Steiner.    H.  £.  M.  0.  Zimmermann. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  378. 

64.  Lieuz  des  points  des  tangentes  et  des  normales  d*une  courbe  quelconque  ayaot 

d*un  poiut  donn^  la  m6me  distance  qne  le  potnt  de  la  courbe,  dont  elles 
partent.  Menrice.  Mathesis  VII,  278.  —  J.  Neuberg  ibid.  274.  — 
Mantel  ibid.  275. 

65.  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  contact  de  toutes  les  tangoites 

ä  une  courbe  alg^brique  paralleles  entre  elles  est  ind^pendant  de  la  direc- 
tion  des  Tangentes.    WeiU.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  82. 

66.  G^n^ration  Unfaire  de  quelques  courbes  ä  äl^ments  multiples.    F.  Deruyts. 

Mathesis  VU,  241. 

67.  Sur  quelques  propri^täs  m^triques  des  courbes.    G.  Humbert.    N.  ann.  maäi. 

Ser.  8,  VI,  526. 

68.  Th^r^mes  de  Gäom^trie.    Weill.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  269. 

69.  Application  des  propri^t^  de  trois  figures  semblables.    R.  H.  van  Dorsten. 

Mathesis  VlI,  161.    [Vergl.  Bd.  XXXU,  Nr.  86.] 

70.  Die  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  unendlich  fernen 

Ereispunkte  gehen.    £.  Czuber.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  257. 
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71.  Sur  la  conrbe  da  quatari^me  degrä  k  denx  points  doables.    WeilL    N.  aun. 

math.  Ser.  8,  Vi,  272. 

72.  Sur  uoe  courbe  da  quatriäme  degr^  ayant  8  points  doubles.    H.  Brocard. 

Mathesis  Vil,  167.  --  J.  Nenbere  ibid.  168. 

73.  Ueber  Schnitt  und  Schein  eines  windsoiiefen  Vierecks.    C.  Beyel.    Zeitschr. 

Math.' Phjs.  XXXII,  301. 

74.  Die  Ramncurren  vierter  Ordnung  erster  and  zweiter  Species  in  ihrem  Zusam- 

menhang mit  den  Steiner^schen  Schliessangs^roblemen  bei  den  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung.    V.  Eberhard.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII, 
66,  129. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  87.  Gleichungen  105.  Kegelschnitte.  Kreis. 

Gesehiehte  der  Kathematlk. 

75.  Aper9a  sur  les  recherches  r^centes  de  Thistoire  des  math^matiques.    G.  Eue- 

ström.    Biblioth.  math.  1887,  3. 

76.  Otto  anni  d'insegnamento  di  Storia  delle  matematiche  nella  B.  üniversitä  di 

PadoTa.     A.  Favaro.    Biblioth.  math.  1887,  49. 

77.  Die  Platonische  Zahl.   G.  Demme.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  hisi-lit.  Abth. 

81,  121. 

78.  Bemerkung  zu  einer  Stelle  im  Almagest.   A.  Wittstein.   Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXII,  hist.-lit.  Abth.  201. 

79.  Etudes  sur  Diophante.    P.  Tann  er  y.    Biblioth.  math.  1887,  87,  81,  103. 

80.  Notiz  zur  Geschichte  der  Klimatologie.    S.  Günther.    Biblioth.  math.  1887,  65. 

81.  Die  Söhne  des  Musa  ben  Schakir.    M.Steinschneider.   Biblioth.  math.  1887, 

44,  71. 

82.  Gkminns  in  arabischer,  hebräischer  und  zweifacher  lateinischer  Uebersetzung. 

M.  Steinschneider.    Biblioth.  math.  1887,  97. 

83.  Der  byzantinische  Mathematiker  Leon.   J.'L.  Heiberg.   Biblioth.  math.  1887,  33. 

84.  Dio  Quaestio  „De  proportione  dyametri  quadrati  ad  costam  ejiisdem"  des  Al- 

bertus de  Saxonia.    H.  Suter.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  hist-lit. 
Abth.  41. 

85.  L'eztraction    des  racines    carr^es    d*apr^s    Nicolas   Chnquei     P.   Tannery. 

Biblioth.  math.  1887,  17. 

86.  On  the  name  of  the  so-called  „theorem  of  the  gnomon*^    J.  G.  Allman. 

Biblioth.  math.  1887,  22. 

87.  Sur  le  probläme  du  noeud  de  cravate.    Gh.  Henry.    Mathesis  VQ,  92. 

88.  War  die  Zykloide  bereits  im  XVI.  Jahrhundert  bekannt?    S.  Günther.    Bibl. 

math.  1887,  8. 

89.  üeber  eine  neue  Ausgabe  von  Galilei^s  sämmtlichen  Werken.     A.  Favaro. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXJI,  hist.-lit.  Abth.  178. 

90.  Nota  relativa  ad  uoa  eaizione  del  Nuncius  sidereus  del  Galilei.    P.  Biccardi. 

Biblioth.  math.  1887,  15. 

91.  Die  Prager  Ausgabe  des  Nuncius  sidereus.     E.  Wohlwill.    Biblioth.  math. 

1887,  100. 

92.  Ueber  die  Entdeckung  der  Variation  und  der  jahrlichen  Gleichung  des  Mondes. 

G.  Anschütz.     Zeitschr.  Math.  Phys.  iXXII,  hist.-lit.  Abth.  1.     [Vergl. 
Bd.  XXXU,  Nr.  112.] 
98.  Quelques  lettres  in^dites  de  Ben^  Descartes  et  de  Gonstantyn  Hnygens.    D.  Bie- 
rens  de  Haan.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXH,  hiBt.-lit.  Abth.  161. 

94.  Sur  un  th^oräme  attribu^  ä  La  Hire.    G.  Le  Paige.    Biblioth.  math.  1887, 109. 

95.  üeber  das  Zeichen  od.    R.  Baltzer.    Biblioth.  math.  1887.  64. 

96.  The  first  determination  of  the  length  of  a  curve.    6.  A.  Ghristensen.    BibL 

math.  1887,  76. 

97.  Nonvelle  notice  sur  un  memoire  de  Ghr.  Goldbach,  relatif  k  la  sommation  des 

säries,  publik  ä  Stockholm  en  1718.     G.  Eneström.     Biblioth.  math. 
1887,  23. 

98.  VerzeichnisB  von  Druckfehlem  in  den  Gauss'schen  Abhandlungen  über  die  hyper- 

geometrische Reihe.    H.  Simon.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXH,  hist-lit 
Abth.  99. 

99.  Notice  bioffraphique  sur  Ghr^tien  Henry  Nagel.  P.  Mansion.  Mathesis  VU,  114. 

100.  Edmond  Laguerre,  sa  vie  et  ses  travauz.    E.  Bouch^.    N.  ann.  math.  Ser.  8, 

VI,  105. 

101.  Paroles  d*adiea  aux  abonnäs  des  Nouvelles  annales  de  math^matiques_^G  e  - 

rono.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  209.  Digitized  byCjOOQlC 
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102.  Snr  le  calcul  d*iine  fonction  sym^triqae.    ELLaarent.  N.  amumaiüi.  Ser.  3, 

VI,  41ft. 
108.  Sur  le  th^or^me  de  Bolla    J.  Coli  in.    N.  ann.  math.  Ser.  d,  VI,  266. 
104.  Snr  le  thäor^me  de  Bolle.    Ch.  Biehler.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  76. 

106.  Sar  une  application  du  th^oräme  de  Bolle.  Gh.  Biehler.  N.  ann.  math.  Ser.  3, 

VJ,  190. 
1Q6«  Sar  une  application  de  la  m^thode  de  Sturm.    Ch.  Biehler.    N.  ann.  math. 
Ser.  3,  VI,  421. 

107.  Einige  Anwendungen  der  Methode  der  wiederholten  Substitutionen.  W.  Laska. 

Grün.  Archiv  2.  B.  V,  199. 

108.  Tronver  les  aubstitutions  rationaellea  qui  reproduiaent  une  ^quation  cobique 

donnäe.    A.  Aubry..  N.  «o«.  math.  Ser.  8,  VI,  176. 

109.  Sur  rabaisaement  dea  dquaüona  r^ciproquea.    Ch.  Biehler.    N.  ann.. math. 

Ser.  8i  VI,  261. 

110.  Equationa  dont  la  r^aultante  n*a  que  dea  racinea  r^ellea.    A.  Buch  heim. 

Matheaia  VIT,  68. 

111.  Sur  une  claaae  d*äquationa  algdbriqnea  dont  toutea  lea  racinea  aont  r^les. 

Ch.  Biehler.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  9. 

112.  Equationa   qui   ne   peuvent   avoir   de  racine   entiäre;     Fauquembergue. 

Matheau  VII,  96. 
1 18.  Limite  aup^rieure  dea  racinea  poaitivea  d*une  ^qnation  algdbrique.  E.  Waa  teeh. 

Matheaia  VH,  180. 
114.  Ezacte  Trennung  der  reellen  Wurzeln  numerischer  algebraischen  und  traDs- 

cendenten  Gleichungen.    A.  Siebel.    Grün.  Archiv  2.  B.  V,  279. 
116.  Eine  Löaung  der  gemiachten  quadratischen  Gleichung.    W.  Laska.    Grun. 

Archiv  2.  B.  V,  220. 

116.  B^aolution  d*un  ayat^me   d^^quationa  par  calcul  symbolique.     E.  Cesaro. 

Matheaia  Vn,  177. 

117.  Trouver  lea  rapporta  dea  troia  inconnuea  de  deux  ^uationa.    A.  Emmerich. 

Matheaia  Vn,  261. 
Vergl.  Elimination.    Geschichte  der  Mathematik  79. 


Hydrodynamik. 

118.  üeber  die  Contf actio  venae  bei  spaltförmigen  und  kreisförmigen  Oeffnungeo. 

F.  Kotier.    Grun.  Archiv  2.  B.  V,  892. 

Hyperbel. 

119.  üeber  Conbtruction  von  Hyperbeki.    H.  Seipp.    Grun.  Archiv  2.  B.  V,  172. 

120.  Lea  pointa  de  Brocard  et  le  point  de  Steiner  aont  sur  une  hvperbole  drcon- 

scrite  au  triangle  foudamental.  E.  Lemoine.  N.ann.  math.  Ser. 8,  VI,  583. 

121.  Sur  rhyperbole  de  Kiepert.    M*Cay.  Matheaia  VII,  208.  —  Laiaant  ibid.  245. 

122.  üne  hyperbole  variable  a,  avec  une  elUpae  fixe,  un  ayat^me  de  diam^trea  con- 

juguäa  communa  en  grandeur  et  en  poaition«    Tronver  le  lieu  dea  foyen 
de  rhyperbole.    Mantel.    Matheaia  Yll,  282. 
128.  Asymptotea  des  hyperboles  passant  par  les  sommets  et  le  centre  de  gravit^ 
d*un  triangle.    Blondeel  etc.    Matheaia  VII,  208. 

124.  Propri^tä  dea  hyperbolea  dont  lea  aaymptotea  aont  parallälea  aux  azea  d'one 

ellipse  donni^e.    J.  Neuberg.    MatheaiB  Vn,  48. 

125.  Hyperbole  ^quilatöre  engendrde  au  moyen  d*un  cercle  variable  paaaant  par  2 

pointa  fixes  et  coupant  une  droite  donn^e.  Brocard.  Matheaia Vü,  164. 

—  Benkin  etc.  ibid.  165.  —  Meurice  ibid.  166. 
1^6,  Lea  milieux  dea  c6täs  d*un  triangle,  le  centre  du  cercle  circonscrit  k  ce  triangle, 

un  sommet  et  Tintersection  du  c6tä  oppos^  avec  la  tangente  en  ce  point 

au   cercle  circonscrit  se  trouvent  sur  une  mdme  hyperbole  ^uilatäre. 

Mosnat  Mathe8i8VlI,98.  — Deprez,  Gill,et,Boedt,  vernioryibid.99. 
127«  Hyperbole  ^quilat^re  passant  par  les  sommeta  d*un  triangle  et  par  lea  centres 

radicaux  de  deux  syatämea  de  troia  circonf^rencea  chacune.  Van  de  Berg. 

Matheaia  VH,  118.  —  Lienard  ibid.  190. 
188.  ün  aommet  et  un  point  d'une  hyperbole  dquilat^re  ätant  donnäa  divera  antrea 

pointa  d^crivent  dea  eubiquea.    Gob,  Deprea.    Matheaia  VII,  141. 
129..S^oante  commune  de  deux  hyperbolea  ^quilat^ea  de  mdme  centre.   Depres. 

Matheaia  VII,  63. 
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I. 

Litomtioii  (imbMtIminta). 
130.  Sor  les  conditions  d*intägrabilit^  d*Qne  expreesion  diffdrentielie.  H.'Laareni 
N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  19,  274,  805. 

/•    dß 
(l+jg*)»*   Balitrand.  N.  ann.  math.  Ber.  8,  VI,  4».    [Vergl. 

Bd.  XXXII.  Nr.  166.] 

/sins  Pcost 

-^  dg  und    I  -^dg.   E.  Linhardi   Gran.AröhiT 

2.  jtC.  V,  91. 

Kagelüdmitte. 
183.  Einiges  über  Gebilde  zweiten  Grades  and  deren  reciproke  Inrersen.  B.  Sporer. 
Zeilschr.  Math.  Phys.  XXXII,  56. 

134.  Sor  la  d^termination  des  foyers  d'nne  coniqne.    E.  Goursat.    N.  ann.  math. 

Ser.  8,  VI,  465. 

135.  Sur  la  th^oriie  des  foyers.    Mathesis  VII,  91. 

136.  Sar  les  normales  d*angle  a.    P.  H.  Schonte.    Mathesis  VlI,  88. 

137.  Ueber  zwei  Ponktepaare  anf  der  Hanptaxe  eines  Kegelschnittes,  deren  jedes 

durch  die  Brennpunkte  harmonisch  getrennt  ist.     Th.  Meyer.    Gmn. 
Archiv  2.  R.  V,  211. 

188.  Aire  du  qnadrilat^re  dont  les  sommets  sont  nn  foyer,  dem  points  d*nne  co- 

nio^e  et  le  point  de  renoontre  des  tangentes  ä  ces  denx  points.    Deprez« 
Mathesis  VII,  256. 

189.  Centre  du  cercle  inscrit  du  triangle  dont  les  sommets  sont  les  deux  foyers 

et  an  point  d*une  coniqne.    N.  Ooffart.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  895. 

140.  Conique  decrite  ä  Taide  d*an  triangle  ayant  un  angle  double  d*un  second. 

L aureus  etc.    Mathesis  VH,  237. 

141.  Sur  deux  s^cantes  rencontrant  une  conique  en  quatre  points  d*une  m^me  dr- 

Conference.    Verniory.    Mathesis  Yll,  97. 

142.  üeber  einige  Eigenschaften  des  Systems  der  Xegelschnitte,  die  drei  feste  Ge- 

rade berühren.    C.  Döhlemann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIT,  120. 

148.  Sur  une  s^rie  de  coniques  concentriques  homothätiques.     Verniory  &Elom- 

pers.    Mathesis  YlI,  52. 

144.  Sur  les  coniques  circonscrites  k  un  parall^locpramme  donn^  et  tangentes  k  une 

droite  donn^    A.  Droz.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  580. 

145.  Coniques  touchant  une  droite  donn^e  dans  un  point  donn^  et  ayant  une  autre 

droite  donnäe  pour  directrice.    Barisien.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  872. 

146.  Lieu  des  sommets  des  coniques  semblables  k  une  conique  donn^e  et  soumises 

k  certaines  conditions     H.  Brocard.    Mathesis  VII,  139. 

147.  Chercher  le  lieu  des  ceutres  des  coniques  passant  par  trois  points  donn^s  4> 

B,  C  dont  Tun  Ä  est  un  sommet  de  la  courbe.    Deprez,  Verniory. 
Mathesis  VII,  69.  —  Mosnat  ibid.  70. 
Vergl.  Ellipse.    Formen  49.    Hyperbel.    Kreis.    Parabel. 

Kettenbrfteho. 
148  Ueber  Kettenbrüche.    W.  Veitmann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  193. 

149.  Sur  quelques  fractions  continues.    £.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  29. 

150.  Sur  les  reduites  de  deux  fractions  continues.   J.  Collin,  Mandaft.   Mathesis 

VII,  163. 
Vergl.  Gleichungen  106. 

Kreis. 

151.  Snr  le  cercle  triplicateur.    Tucker.    Mathesis  VII,  12. 

152.  Propri^t^s  de  trois  figures  semblables.    J.  Casey.    Mathesis  VII,  14,  75. 
158.  Sur  la  g^om^trie  du  cercle  de  Brocard.   A.  Em  m er  i  eh.   Mathesis  VII,  246,  272. 

154.  Sur  le  point  d*Ocagne.    Genese.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  297.    [Vergl.  Bd. 

XXXII,  Nr.  186.1 

155.  Application  d'un  theoröme  de  Stewart  au  probldme  de  mener  par  deux  points 

donnds  une  circonfärence  tangente  &  une  circonf^rence  donn^.    B.  Nie- 
wenglowski.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  178. 

156.  Sur  trois  points  des  cöt^s  d'un  triangle  inscrit  dans  un  cercle  qui  se  trönvent 

en  ligne  droite  avec  le  centre.    Boedt  etc.    Mathesis  VII,  284. 

157.  Th^or&me  sur  des  cercles  inscrits  ä  des  triangles.   Deprez.   Mathesis  Vit,  6L 
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158.  Sur   diff^rentes   circonfärencee   se   rapportant   ä   an   triangle.      S.  Boaw- 

meeater  etc.    Mathesis  VII,  238. 

159.  Ueber  die  gemeinBcliaftlichen   Tangenten  zweier  Kreise.      G.   Reinhardt 

ZeitBchr.  ^a,ih.  Phys.  XXXII,  183. 

160.  Thäoräme  sur  denx  drconf^rences  dont  la  seconde  passe  par  le  centre  de  Is 

premi^re.    Deprez.    Mathesis  VII,  75. 

161.  Sar  deux  circonf^rences  passant  par  nn  point  donnd  et  par  le  sommet  d'an 

angle  donnä.    Verniory,  Gob,  Klompers,  Deprez,  Laurens.    Ma- 
thesis VII,  123. 

162.  Säcantes  de  denx  circonförenoes  passant  par  nn  point  comman  ä  toutes  les 

deux.    6 ob.    Mathesis  VII,  53. 

163.  G^n^ration  d*an  limaf  on  de  Pascal  au  moyen  de  deux  circonfärences  fixes  et 

une  circonförence  Tariable.    Mandart.    Mathesis  VII,  235. 
Vergl.  Bectification  215.    Reihen  222. 

Logarithmen. 

164.  üeber  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen.    0.  Schlömilch.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXfl,  191. 

1+—)    quand  m  angmente  indäfiniment    Ch.  liiehler. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  60. 
166.  Einffrenzunff  der  Zahl  e  auf  geometrischem  Wege.   Weinmeistvr.   Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXII,  256. 


Kazima  vnd  Minima. 

167.  Sur  le  maximum  d*un  produit  de  plusieurs  facteurs  positife  dont  la  somme  est 

constante.    £.  Goursat.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VI,  437. 

168.  Minimum  d*une  certaine  longueur  dans  un  triangle.    Deprez.    Mathesis  Vll, 

202.  —  Jer&bek  &  Farisano  ibid.  203. 

169.  Maximum  d'un  angle  dans  Tellipse.    Mandart,  Deprez,  Emmerich.   Ma- 

thesis Vn,  260. 

Mechanik. 

170.  Einige  Sätze  über  Massenmittelpunkte.    H.  Seipp.    Grün.  Archiv  2.  R.  V,  178. 

171.  Propri^t^s  ff^omätriqnes  des  polygones  funiculaires.     E.  Rouch^.    N.  ann. 

math.  Ser.  8,  VI.  439. 

172.  Sur  le  principe  de  Tänergie.    M.  Lävy.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VI,  506. 

173.  üeber  aie  Bedeutung  des  Princips  der  lebendigen  Kraft  für  die  Frage  von 

der  StabilitHt  dynamischer  Systeme.    E.  Bohl  in.    Acta  math.  X,  109. 

174.  Sur  le  mouvement  d'un  point  materiel  sur  une  surface  de  rävolution.  G.  Eobb. 

Acta  math.  X,  89. 

175.  üeber  die  sphärisch .  elliptische  Bewegung.    B.  Decker.    Grün.  Archiv  2.  R. 

V,  430. 

176.  Ueber  eine  Stelle  in  Poisson^s  Mechanik.    Pf  ann  stiel     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXII,  244.  —  W.  Hess  ebenda  382. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  4,  5,  6.    Hydrodynamik.    Optik. 
Potential.    Schwerpunkt.    Wärmelehre. 

Kehrdimensionale  Geometrie. 

177.  Das  n-dehnige  (n+l)-Eck  in  Beziehung  auf  seine  Hauptträgheitsaxen.    R 

Hoppe.    Grün.  Archiv  2.  R  V,  418. 

178.  Sur  une  classe  de  formes  de  diff^rentielles  et  sur  la  th^orie  des  syst^mes 

dMi^ments.    G.  Koenigs.    Acta  math.  X,  313. 


Oberflidien. 

179.  Zur  Theorie  der  krummen  Oberflächen.    R.  Lipsohitz.    Acta  math.  X,  131. 

180.  Snr  les  surfaces  poss^dant  les  mdmes  plans  de  symätrie  que  Tun  des  polyädres 

räflnilier.    L.  Lecornu.    Acta  math.  X,  201 

181.  üeber  die  Pseudosphäre.    E.  Oekinghaus.    Grün.  Archiv  2.  R.  V,  217. 
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182.  Sur  la  oourbare  des  sections  normales  d*ane  sarface.    Qenty.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VI,  24. 
188.  Sur  la  coorbure  des  lignes  ^^od^siqttes  d^one  sarface  de  rdvolation.  H.  ßesal. 

N.  ann,  math.  Ser.  3,  VI,  57. 
Vergl.  Thetafunctionen.    Variationsrechnung. 

Oberfltehen  tweiter  Ordaimg. 

184.  Sur  les  fojers  des  sections  planes  d*ane  quadrique.    Drouet.    N.  ann.  matii. 

Ser.  8,  VI,  821. 

185.  Sur  une  surface  du  second  ordre  passant  par  12  points  situ^  sur  les  ar^tes 

d*un  t^traödre  donn^.    E.  Mosnat.    Mathesis  VII,  120. 

186.  Engendrement  d*un  paraboloide.    J.  Neuberg.    Mathesis  VII,  194. 

Vergl.  Ellipsoid.    Optik  189. 

Optik. 

187.  Bestimmung  der  Cardinalpunkte  eines  dioptrisch-katoptrischen  Systems  cen* 

trirter  sphärischer  Flächen  mittels  Eettenbruchdeterminanten  dargestellt. 
L.  Matthi essen.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  170. 

188.  Bestimmung  des  Ortes  und  der  Hellig[keit  des  gebrochenen  Bildes  eines  Punk- 

tes, wenn  die  brechende  Fläche  eine  Ebene  ist  W.  Salt z mann.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXJl,  869. 

189.  Allgemeine  Theorie  der  Isophoten- Tangenten  und  Construction  derselben  für 

Flächen  zweiten  Grades.    J.  Bazala.    Gran.  Archiv  2.  B.  V,  113. 

190.  Sur  un  mode  de  g^ndraüon  de  la  spirale  hyperbolique.    H.  Sohoentjes. 

Mathesis  VII,  248. 

P. 
Para1)6l. 

191.  Thdordmes  sur  la  parabole.    G.  B  er  gm  ans.    Mathesis  VII,  136.    [Vergl.  Bd. 

XXXII,  Nr.  214.1 

192.  Sur  deux  oercles  osculateurs  d*une  parabole.  Jeräbek,OerouBseaa,Deprez. 

Mathesis  VII,  252. 

193.  Probleme  se  rapportant  ä  toutes  les  paraboles  passant  par  deuz  points  donn^s 

et  telles  que  les  tangentea  en  ces  points  se  coupent  sur  une  aroite  donnäe. 
Pisani.    Mathesis  VII,  70. 

194.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  touchent  deux  droites  donnäes  et  dont  Taxe 

passe  par  un  point  donnd.    Deprez,  Farisano,  Gob,  Pisani,  Ver- 
niory.    Mathesis  VII,  20. 

195.  Sur  deux  paraboles  variables.    H.  Brocard,  J.  Neuberg.   Mathesis  VII,  182. 

196.  Propriätäs  d*an  groupe  de  trois  paraboles.  H.  Brocard.  Mathesis  VII,  Suppl. 

Flaaimetrid. 

197.  Partage    d*une   droite   en   moyenne   et   extreme   raison.     Weidenholzer. 

Mathesis  VII,  62.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  220.] 

198.  Thdoräme  sur  les  transversales.    J.  Neuberg.    Mathesis  VII,  245. 

199.  Sur  les  points  compl^mentaires.    Em.  Vigari^.    Mathesis  VII,  6,  57,  84,  105. 

200.  Points  a*intersection  de  la  mediane  d'an  triangle  avec  les  perpendicalaires 

^lev^es  aux  milieux  des  c6täs  adjacents.   Verniory.    Mathesis  VII,  162. 

201.  Ein  geometrisches  Problem.   P.  H.  Scheute.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  59. 

[Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  174.] 

202.  Propridt^s  du  triangle.    Ol.  Thiry.    Mathesis  VII,  116. 

203.  Quelques  propri^täs  du  triangle.    M.  d*0caf2rne.    Mathesis  VII,  265. 

204.  Transmutation  d'un  triangle.    Laisant,  J.  Neuberg.    Mathesis  VII,  ISO. 
206.  Sur  quelques  points  remarq^uables  du  triangle.    Minear.    Mathesis  VII,  143. 

—  Beyens,  Deprez  ibid.  144. 

206.  Centre  isologique  du  triangle.    J.  Neuberg.    Mathesis  VII.  117. 

207.  Propriät^s  du  triangle  drconscrit.    J.  Neuberg.    Mathesis  VII,  277. 

208.  Propri^täs  du  contreparalldlogramme.    Mathesis  VII,  227. 

209.  Construire  un  paralldlogramme  ulJB  CD,  connaissant  les  distances  d'un  point 

intdrieur  iUT  aux  sommets  et  la  somme  des  t^glea  ÄMB,  CMB.  A.Em- 
merich.   Mathesis  VII,  278. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  86.    Kreis.    Maxima  und  Minima   168. 

Zahlentheorie  269.  _ 

Potential. 

210.  Sur  un  thdoräme  de  la  th^orie  de  Tattaraction.    E.  Sarrau.    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  VI,  469. 

211.  Zur  Theorie  des  Flächenpotentials.    J.  Weingarten.    Acta  math.  X,  303. 
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2%2.  ümkehrong  eines  Satses  über  die  Anuehong  einer  Engel.   E.  Hoppe.  GnuL 
Arcbiy  2.  B.  V,  361. 


213.  Siir  le  calcal  approzimatif  des  aires  planes.    P.  Mansion.    Mathesis  YIL  77. 

[Vergl.  B(L  XXVII,  Nr.  238.] 

214.  Determination  du  reste  dans  la  formnle  de  quadratare  de  Gaass.   P.  Mansion. 

Mathesis  Yll,  Soppläment. 
Yergl.  Anidytische  treometrie  der  Ebene  12. 


B^ottflsation. 
216.  Nähemngsansdruck  ffir  n.    E.  Lakenmaoher.    Gran.  ArduT  9.B.  V,  86ä. 

216.  Sar  la  rectification  de  quelques  courbes  remarqaables.   G.  de  Longchampi. 

Mathesis  VII,  127,  170. 
Yergl.  Geschichte  der  Mathematik  88,  96. 

Beüiea. 

217.  Sur  les  söries.    Ch.  Biehler.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  YI,  243. 

218.  Un  th^or^e  de  la  th^orie  des  sdries.    M.  Lerch.    Acta  math.  X,  87. 

219.  8ar  la  multiplication  de  deux  s^ries.    P.  J.  Stieltjes.    N.  ann.  math.  Ser. 3, 

-YI   210 

220.  Ueber  den  Best  der  Beihe  für  ctrcsinx.    Schlömilch.    Zeitschr.  Math.  Phjs. 

XXXn,  368. 

221.  Bemerkung  zu  einer  Beihe.     E.  Oekinghaus.    Grün.  Archiv  2.  B.  Y,  219. 

[Yergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  69.] 

222.  Eine  Beihenentwickelung  für  «.     E.  Oekinghaus.    Gran.  Archiv  2.  B.  V, 

218.    [YergL  Bd.  XXXII,  Nr.  69.] 

OB 

223.  Table  des  valeurs  des  sommes  Sk  =  2n-K  P.  J.  Stieltjes.  Acta  math.  1,299. 

224.  Sar  les  polynomes  qoi  expriment  la  somme  des  puissanoes  p  des  n  premien 

nombres  entiers.    P.  Appell.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  YI,  313. 

225.  Sur  les  valeurs  approdi^  des  polynomes  de  BemouUi.    P.  Appell.  N.ann. 

math.  Ser.  3,  YI,  647. 
Yergl.  Functionen  63.    Geschichte  der  Mathematik  97,  98.    Zahlentheorie 
264,  256. 

Sehwerpunkt. 

226.  Centre  de  gravitä  de  n  pointe  charg^s  respectivement  des  poids  1,  2, . .  «i. 

Mosnat.    Mathesis  YII,  122. 

Sphflrik. 

227.  Triangle  snhärique  de  p^rimötre  constant    Mathesis  YII,  169. 

228.  Proprlätä  du  triangle  sphärique  dont  la  somme  des  angles  est  ^gale  k  qaatre 

droites.     Pisani,   Gob,  Deprez.     Mathesis  YII,  19.  —  J.  Nenberg 
ibid.  20. 

229.  Sur  le  cercle  circonscrit  et  le  cercle  inscrit  d'un  triangle  sph^rique  ^qailat^ral 

Boedt.    Mathesis  YII,  255. 

230.  Sur  le  quadrilatöre  sphäriaue  complet.    Yan  Dorsten.    Mathesis  YII,  276^ 
'^     on  sph(^rique  d'un  cercle 

thesis  YII,  121. 

Stereometrie. 
232.  La  Sphäre  de  S.  Boberte.  .  J.  Neuberg.    Mathesis  YII,  134. 

Subttitatlenen. 
283.  Beweis  eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  Substitutionen.  B.  Lipschitz.  Acta 
math.  X,  137. 
Yergl.  Gleichungen  107,  108. 

T. 
Thetafonetionen. 
234.  Die  Minimalflächen  mit  einem  System  sphärischer  Erünunungslinien.   H.  Do- 
briner.     Acta  math.  X,  145.     [YergL  Bd.  X^CXII^  Nr.  272.] 


231.  Bayon  s]ph(^rique  d'un  cercle  qui  touche  trois  cercles  donn^.    Beyena  Ma- 
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Trigonometrie. 

235.  Quelaaes  äquations  trigonom^triqnes  entre  des  fenctions  d^an^les  dont  denx 

diff&rent  de  90  degr^.    Pisani  &  Mineur.    Matbesis  VII,  22: 

236.  Si    a^  cosXi  +  «t  cosxt  H hOn.  cosxn  =  Ol  co8{Xi  +  a)-^a^  cos(a5t  +  a)  H h  On 

xeo8(x»-ha)  =  o  on  aara  anssi  ai  oos(a;, +^)+atC0d(x2  4-Ö)H hOn.co» 

(Xn-^B)^0,  B  ätant  quelconqne.    Laisant.    Mathesis  VII,  272. 

237.  Equation  ayant  Heu  entre  les  angles  d*un  triangle  et  Tangle  form^  par  des 

droites  men^es  du  centre  du  cerde  circonscrit  aax  centres  du  cercle  in- 
scrit  et  d*un  cerde  exinscrit.  Mosnat.  Mathesis  VII,  100.  —  J.  Neu- 
berg  ibid.  101. 
2Sd.  Solution  d*une  ^qnation  dont  Tinconnue  est  donn^e  par  des  fonctions  trigono- 
m^triques  se  rattachant  anx  quatre  angles  d'un  quadrilat^e.  Tucker. 
MathesiB  VII,  99. 

239.  Sur  räqaation  de  degrä  m  qui  donne  tang—  lorsqu^on  connait  tanga,    Cb. 

fn 

Biehler.    N.  ann.  matb.  Ser.  3,  VI,  6. 

240.  Construddon  du  cube  d*un  nombre.    E.  Tucker.    Matbesis  Vil,  245. 

241.  £tant  donn^  un  angle  a,  construire  Tangle  ß  d'aprös  l'^quation  cosßUg^ 

=  co8a.tg  —  '    Mosnat.    Matbesis  VII,  195.  —  Meurice  ibid.  196. 

242.  Bäsoudre  un  triangle  connaissant  un  angle,  la  somme  de  ses  deux  cöt^s  et  la 

somme  des  deux  droites,  qui  men^es  par  son  sommet  partagent  le  cötä 
oppos^  en  trois  parties  Egales.    Deprez,  Busso.    Matnesis  Yll,  146. 

243.  Sur  le  calcul  de  certaines  longneurs  en  fouction  des  äläments  d*an  triangle. 

Mosnat,  Boedt,  Verniorv,  Deprez.    Matbesis  VII,  102. 

244.  Ein  merkwürdiges  Dreieck.    H.  Stade. '  Grün.  Arcbiv  2.  B.  V,  328. 

245.  Equivalence  de  deux  triangles.    S.  Bouwmeester  etc.    Matbesis  VII,  260. 

Vergl.  Spbärik. 

V. 
ültraelliptisehe  Transeendentea. 

246.  üeber  eine  Gattung  transcendenter  Baumcoordinaten.     0.  Staude.     Acta 

matb.  X,  183. 

247.  Sur  les  integrales  alg^riques  des  diffdrentieiles  alg^briques.    G.  Humbert. 

Acta  matb.  X,  281. 

Unbestimmte  Formen. 

248.  Zur  Lebre  von  den  unter  unbestimmter  Form  erscheinenden   Ausdrücken. 

L.  Saalscbfitz.    Zeitecbr.  Matb.  Fbys.  XXXII,  878. 

T. 

Variationsreclmimg. 

249.  Ueber  die  Curve,  deren  Botation  die  kleinste  Oberfläche  erzeugt.    L.  Saal- 

schutz.   Grün.  Archiv  2.  B.  V,  131. 


Wärmelehre. 

250.  Zur  dynamischen  Gastheorie.    B.W.  Stanke  witsch.    Zeitschr.  Math.  Phvs. 

XXXII,  187. 

251.  Zur  Theorie  der  Wärmeleitung  in  festen  Körpern.    A.  Harnack.    Zeitecbr. 

Math.  Phys.  XXXH,  91. 

Wahrscheinliohkeitsrechnnng. 

252.  Zur    mathematischen    Statistik.     H.  Zimmermann.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXII,  62.    [Vergl.  Bd.  XXXH,  Nr.  285.] 

253.  Zur  mathematischen  Statistik.  W.  Küttner.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  234. 

Wurselaossiehimg. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  84,  85,  93.  DigitizedbyGoOQlc 
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254.  Ueber  Summen  von  gröaeten  Gänsen.    J.  Hacks.    Acta  math.  X,  1.    [Vergl. 

Bd.  XXXII,  Nr.  292.] 

255.  Sur  les  valeurs  de  quelques  säries  qui  d^pendeut  de  la  fonction  E{x).    M.A. 

Stern.    Acta  math.  X,  .»»3.    [Vergl  bd.XXXIJ,  Nr.  291.] 

256.  Beweis  des  quadratischen  Reciprocitittsgesetzes  durch  Umkehrung.    J.  Her- 

mer.    Grün.  Archiv  2.  R.  V,  190. 

257.  Üeber  gewisse  trinomische  compleze  Zahlen.    £.  Schwerin g.    Acta  math. 

X,  67. 

268.  Theorie  der  Brestreihen  zweiter  Ordnung.    K.  Weihrauch.    2jeit8chr.  MatL 

Phys.  XXXII,  1. 

269.  Zur  Theorie  der  Potenzreste.    J.  Kraus.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXII,  360. 

260.  Somme  des  restes  älev^s  ä  la  puissance  q  provenant  de  la  division  de  a"  par  j). 

Hocken,  Mosnat.    Mathesis  VII,  124. 

261.  Si  p  däsigne  un  nombre  premier,   ddterminer  le  plus  petit  nombre  n  pour 

lequel  le  produit  des  n  premiers  nombres  seit  divisible  pari>^.   J.  Neu- 
berg.    Mathesis  VII,  68. 

262.  Sur  le  neuvi^me  nombre  parfait    Ed.  Lucas.    Mathesis  VIT,  45. 

263.  Sur  les  nombres  parfaits.    Cl.   Servals.    Mathesis  VII,  228.  —  E.  Cesaro 

ibid.  245. 

264.  Untersuchung  der  Zahl  2»^~  1.    P.  Seelhoff.    Grün.  Archiv  2.  B.  V,  221. 

265.  Sur  la  divisibiUtd  des  nombres.    E.  Gatalan.    Mathesis  VIT,  44. 

266.  Trouver  deux  on  trois  nombres  premiers  dont  le  produit  se  compose  de  7, 11, 

18  ou  17  fois  le  chi£Fre  1.    U.  Brocard.    Mathesis  VU,  7S. 

267.  Th^or^me  d'arithm^tique.    H.  Ghristensen     Mathesis  VII,  178. 

268.  Th^or^me  d'arithm^tique.    Oltramare.    Mathesis  VII,  272. 

269.  Ueber  rationale  Dreiecke  und  ihren  Zusammenhang  mit  der  Peirschen  Gleich- 

ung.   B.  Müller.    Grün.  Archiv  2.  B.  V,  111. 

270.  Somme  de  deux  carr^s.    Fauquembergue.    Mathesis  VII,  120. 

271.  Ghangement  d'une  certaine  ezpression  en  somme  de  deux  carr^.    DepreL 

Mathesis  VII,  144. 

272.  Identitäs  alg^briques.    Bo!je  af  Genuas.    Mathesis  VII,  179. 

273.  Besondre  en  nombres  entiers  T^quation  a^  +  y^  =  {X'-y)K    Bus  so.    Mathen 

Vn,  146. 

274.  Les  nombres  1  et  8  sont  les  seuls  cubes  consi^cntifs  donnant  pour  somme  od 

carr^.    Fauquembergue.    Mathesis  VII,  200. 

275.  Une  Solution  de  F^quation  a^-hy*  '^f^  =  {x+y)(y'\'g)(z+x)  ^tant  connue,  eo 

trouver  une  autre.    Bochetti,  Deprez.    Mathesis  VII,  197. 

276.  Le  seul  nombre  entier,  premier  avec  5,  dont  le  cube  diminud   de  IS,  soit  le 

quadruple  d'un  triangulaire,  est  17.    Fauquembergue.     Mathesis  VII, 
257. 
Vergl.  Formen.    Geschichte  der  Mathematik  77.    Trigonometrie  240. 
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Neuer  Verlag  von  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
1888. 

Boliiii  Dr  C*5  Profpseor  in  Aschaffenbnrg,  über  LiaBeusiifiammeiistoU- 
ungen  tmd  ihron  Erdatz  durch  eine  I^infie  ^on  Tornaohlässigbftrer 
Dicke,     gr.  8,     geh,  n.  ^4  2.  — . 

Uruefe,  Dr.  Fr.,  Professor  (am  Polyibchmkum  zu  DarmatÄdt),  Aufgaben 
und  I^ehrsätse  atie  der  aualjüsoheti  Qeametrie  des  B        . 
btisoiiJyre  dtir  Fl[U:Iien  rweit^n  Gnides.    Für  ^tuilit^rnnde  an 
urid  iechniscben  Hotjbschiilon  bearboitet,     gr.  8.    geh.  a.  Ji  ä, — . 

Kuoblatich,  Dr*  Joliatiiios^  PrivakioceBt  ati  der  Universität  Berlio,  Bin- 
leituiLg  in  die  allgemeine  Theorie  der  knumnen  FläobeiL  [^111 
u.  207  B.]     gr  8.     gtjh.  d.  •#  8.  -  . 

Lie,  Sopha!^,  Pnjfessor  an  der  ümy«rsU.ttt  Leipscig,  Theorie  der  Trana- 
form&tioiisgrtippQnp  Erster  Abschnitt  Unter  Mitwirkimg  vun  Dr. 
FittirüHiiü   Esf»j;L  bearbeitet     [X  \\.  632  S,]     gr.  8*     geh.  n,  Jf  18»—» 

Loria,  Dr*  (iirio,  l*rofe&scir  der  höheren  G*3ometrie  an  dtr  ÜmversitHt  %n 
Gonim,   die   haupts^otüiohsten  Tlieorieii   der  Geor 
f^^Jieren  und  heutigen  Ent Wicklung.    Histürifiche  Mi^t    ^   ^ 
Bf^xmtziüig  3£ahlrt?icher  Ztisatze  and  V erbesse rungeö  amtenit  des  Verfassers 
!'      ^*-!tsch©   übertragtin   von  Pbitz  SühI'TTK,     Mit   einem  Vorwort   von 
R.  SnntM.     gr.  ^.     geh  n.  .M  3. — 

fc^i  hloiiülch^  Dr,  Oskar,  K.  S.  Geheimrath  a.  D.,  Grandaüge  einer 
wisHenecliaftlichen  Darstellung  der  GeomeUie  des  Masaes,  Ein 
Lehrbuch,  L  Heft  Plauimetriö.  Siebönte  Auflage,  Mit  in  den  Teit 
gedruckten  Ilolzschiiitten.    gr.  8,    geh.  n.  .#  2.—. 

Sehroi'ter,   Dr,  Hi^iiirich,   ^roimmr  der  Mathematik  an  d«r  ÜBiwrsitÄt 
o,  die  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnung*    Auf 
._  -. .  ::i  b-gPoiijet.n*;ch(ini  Woge  ahgobdtot.     gr*  8.     geh.  n,  *#  8, — . 

®er!)u8,  Dr*  ^.,  ißrii3ot=a)oci*nt  m  hn  tm\%V  ttd^nifcöen  *f^Drf)f^iiIc  ju 
ci^irtoHcitbiir^]  imb  Sr^rer  am  7    ^     '     "'    '  *■  'uTlin,  «SjitRni- 

\    ^qt  i.    ^Iböiiton,  Subtrafttöii^  Winh 

.^r —.  ^,.  ,.-,.      ,/^    ,.    /.  c;,|    gr.  8.     törtJT— .60, 

-  -  — -  ^cft  IL  Citabrimrnc?  uiib  ffubicnittß  i>Pti  Summen,  B^i^I^Ö^^fl 
i:  ^attoten,  ^ekiT  b'      ■  >ioii,  her  ^  ^  r  -r^ 

.,-  u't,  ia^  flcinfu  gcj,  .,  2tbbitiüii  :. 

Sracfjen^  bie  Dua&ralHJUTäct,  bie  xtubihnur^el  \bi  ©.]  ßr,  8.  fart.  *.#  —.HO. 
Ullger«    Frii»ilrieh,   Oberlehrer   an   der   HeatscLnb^   m    Eendnitz-Leipaig^ 
<Ue    Methodik    der   praktischen    Arithmetik   in   historisoher  Unt* 
w^ickelung   vom   Ausgange   des   BCittel altera   bis   auf  die  Gegen- 
wart.    Nach    den    ürigiDal quellen    Itearbeitet.     [XM    n,    240  SJ     gr,  8. 
g&h,  ß^  *"  ^'  '"♦ 
SBi^Ifff    ^*'   ßefirer  bcr  SKatbcinntif  an  ber  R.  fflanjietDerfenfd^ute  in  £eit>jig, 
J5äkf   unö   iUiUln  kr   ÄriHiinriik  imö  Algebra  mb\i  Söcifpietin  mib 
ire(i)ß(^n  Shifgfl&e n^   3«iJi  ©t^^randjc  ait  aSaiiödtJerienfdjElm,  fflistnerkfci^ttlcn  ic. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Kleine  Aneodota  zur  byzantinischen  Mathematik. 

Von 

Dr.  J.  L.  HfiBERG 

in  Kopenhagen. 


Bei  der  Dnrchsiclit  der  auf  griechische  Mathematik  bezüglichen  Hand- 
schriften verschiedener,  namentlich  italienischen,  Bibliotheken  habe  ich  mir 
gelegentlich  einige  unedirte  Kleinigkeiten,  die  mir  von  Interesse  schienen, 
abgeschrieben.  Was  davon  mit  Euklid  in  Verbindung  stand,  ist  im  Appen- 
dix ni  des  V.  Bandes  der  Elemente  veröflfentlicht.  Den  Best  theile  ich  hier 
mit  in  der  Hoffnung,  einen  kleinen  Beitrag  zur  Erforschung  der  so  sehr 
vemachlftssigten  byzantinischen  Mathematik  zu  geben. 


*U  tovtov  xov  ngoßkru/LOXog  (li^oÖog  ^AQctßinfj  icxiv.  Jvo  So9notov 
ev&tKov  ovo  fiiaag  dvaXoyov  ivQilv,  iaxtacav  at  doOfMiai  iv^ilat  at  A^  B' 
öti  öfj  xtüv  A,  B  Ovo  fiiaag  avaloyov  evQilv. 

avvsaxdxm  xQlycavov  Oif&oyciv^ov 
xo  FAE  oQ^i^v  l^ov  xrqv  ngbg  xta 
A  yavLav  xal  xr^v  f*lv  FA  ev^nav 
tai]v  xy  A^  xriv  öh  AE  xj  Bj  xal 
hßsßkTJa&caactv  at  FA^  EA  in 
anuQov  mg  in\  xa  Z,  M  crumuij 
xal  ano  xov  E  at^fislov  '^x&oi 
M  xriv  AZ  tf  EZy  €ig  hv- 
XiVy  ovÖBxiQag  ikdxxova  x'^v  AZ 
tv^Blav  xaiv  FA^  AE  anoXayißd' 
vovaa^  öid  öh  xov  Frjx'&a  xy  EZ 
nagdkitiXog  r^  BFI  mgccxovfiivri  fiiv 
vno  x'^g  EH  Kaxd  x6  Oy  änngog 
ii  xaxtt  xo  J9  xorl  ano  xov  Z  ^^da> 
xy  ZE  fCQog  OQ^dg  ri  ZK  aitUQog 
xatd  xo  K,     %a\  inA  ij  filv  vno 


10 


15 


1.  i/-teif]  om.  m.  idw  V.   6.  ev^elaF]  om  m.    11.  fevz»m.    12.  ov^m^^-. 
18.  anoXofißdpovüä}  om.  m. 

HtetrUt.  Abthlg.  d.  SMtMhr.  t  H«th.  n.  Phyi.  XXXTn,  6. 
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7t AH  ymvla  6q^  iaxiv^  if  6h  vno  JZK  ikatxmv  SQ^ijgy  at  ZK  Sga  JH 
0viinLntov6l  noxe  aXXijlaig.  nQ^xov  ^lIv  ovv  i^  EZ  xaxafpBQsa^m  xi  ^mk 
xov  E  atinelov  xal  ntQiayic^m  Sfia  nsgl  x6  avxo  ovxmgy  ciaxi  %al  xq  Z 
0fl(iLBiov  iioiiBvov  ad  xijg  ZJ  xaxafpiqtc^ai  tig  inl  x6  dy  ovyxaxafpBQto^m 

6  öi  T]7  avxy  EZ  (nivovcci  crel  nffog  oQ&ag  avxj  xal  97  ZKy  17  öh  SFl 
avafpBQia^m  xs  öia  xov  F  6fi(islov  xal  ntQiayia^m  ofia  negl  xo  orvTO 
ovxmgj  aöxs  Koi  to  B  Cfiiitiov  ixofiBVov  äil  xifg  dH  avatpiQiod^at  iiiv 
mg  inl  x6  H,  nivBiv  6i  xfjv  crJrijv  SFI  ifSd-sictv  xal  xj  EZ  del  na^al" 
kfiXoVf   xal  xavxa  yiyvia^m^   ing  xä  B  atinilov  xy  xoivig  "^^^l^i  iCQoaitlC'g 

10  xmv  JH,  ZK  Bv^sidSv^  xal  xag  EZj  ZKj  BFI  svdslag  ^iciv  laßnv 
mg  Tijv  MjIj  an,  NFS. 

insl  ovv  1^  AN  nffog  oQ^ag  iaxi  t^  AM^  1}  ^6  NFSx^  AM nu^ 
dlXfilog,  xal  if  v/co  ANF  aqa  ymvla  o^Ot/  iöxiv'  elal  6h  xal  at  n^fSg 
TcJ  J  anaöai  yrnvlai   OQ&al,     xQiyuivov   dij   OQ^oymvlOv   xov  FNA  ano 

16  xfig  N  xoQvg>rjg  inl  xtjv  FA  ßaciv  xd&ixog  iaxiv  i^yfiivti  if  NJ.  iaxiv 
aqaj  tag  17  FA  ngog  rijv  A  Ny  i^  AN  n^og  tiJv  AA,  öia  xd  avxd  dh  xal 
mg  1^  NA  nQog  xtjv  AAy  if  AA  ngog  xi^v  A E.  xal  iaxiv  if  (Uv  FA 
x'Q  A  ftfi;,  if  6i  AE  xj  JB.  koI  cSg  aqa  17  A  nQog  njv  NAy  ij  X9  NA 
7S(fog  xtjv  AA  xal  ^  AA  uQog  xtJv  JB. 

20  Avo  a^a  öo^Bicmv  Bv^nmv  xmv  Ay  B  6vo  iiicai  dvdXoyov  iVQfivxai 

at  NA,  AA'  OKBQ  föa  noiiiaai. 

Dieses  Stttck  ist  erhalten  1.  in  cod.  Venet.  Marcian.  301  (foL  465) 
saec.  XV|  nach  welchem  der  obige  Text  gegeben  ist;  2.  in  cod.  Venet. 
Marcian.  802,  znm  Theil  von  Bessarion  geschrieben  (Morelli  Bibliotheca 
mss.  S.  178),  oben  mit  m  bezeichnet,  worin  es  foL  157^  steht;  3.  in  cod. 
Yindob.  snppl.  9  (=  gr.  63  Eollar)  fol.  188,  oben  mit  v  bezeichnet  Die 
Figur  ist  in  Marc.  301  nnd  v  mit  der  nnsrigen  übereinstimmend,  in  m 
etwas  weniger  genau  nnd  vollständig.  Nach  der  üeberschrift  stammt  die 
Construction  ans  einer  arabischen  Quelle,  nnd  das  Stück  ist  wahrscheinlich 
vom  Schreiber  des  Marc.  301  selbst  nach  dieser  redigirt  (weshalb  die  son- 
derbare Wortstellung  at  ZK  a^a  AH  oben  Z.  1  statt  at  aga  ZK,  AH  nnd 
die  anakoluthe  Fügung  xdg  ...  iv^Blag  ...  XaßBiv  oben  Z.  10  nach  ?mg  — 
cvfiniöy  zu  belassen  sind);  jedenfalls  sind  m  v  von  Marc.  301  abgeleitet. 
Mit  einigen  Scholien  zu  Euklid  zusammen  (aus  Paris,  gr.  2466  in  meiner 
Ausgabe  I  nr.  68,  YI  nr.  46),  worin  die  arabische  üebersetzung  der 
Elemente  citirt  wird,  bildet  das  Stück  die  wenigen  Beispiele  eines  arabi- 
schen Einflusses  auf  die  byzantinische  Mathematik  ausserhalb  des  Zahlen- 
systems und  des  elementaren  Bechnens.    Wahrscheinlich  werden  mehrere 


6.  nBQiayayic^n  v.  7.  xa/]  om.  m.  AH]  9H  m.  8.  BFI}  BF  v.  10.  zfA] 
BH  m.  BFI]  corr.  ex  BIF  m.  2  v.  15.  N]  om.  m.  ictw  a^a}  uul  i^ttw  m. 
17.  nal  i€ti9}  ItfTi  di  tsl,  r^  T 
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solche   zmn  Yorschein  kommen,    wenn  die  mathematischen  Schriften   der 
Byzantiner  einmal  nntersncht  werden.  ** 

Was  die  Constmction  selbst  betrifft,  so  ist  sie  genau  dieselbe,  die  yon 
Entocius  in  Archim.  III  p.  66flgg.  dem  Piaton  beigelegt  wird,  indem 
das  Gestell  ZHB  bei  Entocius  (s.  die  Figur  in  Archim.  III  p.  68)  hier 
durch  LKZE=^NjiM^  das  verschiebbare  Lineal  KjI  von  erit^NFS 
vertreten  wird.  Auf  der  Figur  bei  Entocius  S.  69  entsprechen  die  Buch- 
staben ABT  JE  den  Buchstaben  FjEAN  auf  der  unsrigen.  Ohne  Zweifel 
haben  die  Araber  den  Bericht  des  Entocius  benutzt,  wie  sie  ja  überhaupt 
in  der  Mathematik  mit  vollen  Hftnden  aus  den  ihnen  in  grosser  Yollstftn- 
digkeit  zugänglichen  griechischen  Quellen  schöpften.  Der  Byzantiner,  der 
unsem  Text  schrieb,  ist  also,  ohne  es  zu  ahnen,  über  den  Bach  gegangen, 
um  Wasser  zu  holen. 

n. 

Evqnv  tav  io^ivrof  a^i^iiov  fii;  TiTQCtymvov  ttjv  lyyvg  nX^gav» 
slXi](p^m6av  ot  n€CQ*  inatBQa  vov  öo&ivxog  fyyicxa  aQt&iiol  Titgayanfoi 
0    Tf  iXdxTfov   avxov   %a\   6  fiilimvy  xal   elli^tp^a  6  aQi&fiog^   eJ  ^lafpl- 
Qovaiv  OvToi   ot  xixqiyfovoi  ailAifAov,    Btkt^ip^maoiv   il  koI   ut  fiovddsg, 
ocatg  vifBQi%Bi  6  öo&elg  (ii^  xsxQciyayvog  aQt^iiog  xo€  iXcixxovog  tcov  rerpcr-    6 
yoivcDV,  BlXfi<p&m  6h  Kol  ^  xov  iXdxxovog  xovxov  xsxQaycivav  nXtvQUy  xal 
oCa^g  iiovdöiv  6  öo^slg  (if^  xrcQayuvog  iffid-fiog  xov  iXaxxovog  xwv  ter^a- 
ycivav  v^re^i^a,  xoaavxa  liigti  na^mwiia  xov  aQi^^ovj   ä  dtatpi^ovciv 
o^^ove^oi  ot  xsxQaymvot  dXliqXmv,  Xtitp^ivxec  ngocxs^ilc^m  rg  xov  iXax- 
xovog  xsxQaymvov  nXtvQ^'  xal  ro  ovxm  ytyoviva  i%Qißmg  fiiv  laxt  nXi^^ovg  10 
x^vog  nXevQct  ov  noXv  anoöiovxog  xov  do^ivxog  cIqi^iiov  fiij  xsxQoycDvov^ 
XaiißaviXM  öi  xal  dvxl  nXivgag  xov  io^ivxog  xovxov  a^t^fiov. 

i^fixocxolg  öl  XafAßavofiiva  xd  nnQtow^u  xavxa  fii^  iviitxaxH- 
QiCToxiQa  yiyvixai,  xmv  iihv  i^ovaöcaVj  dlg  iSnSQ{%H  6  io^tlg  fulj  Xixgd- 
ymvog  dgi^iiog  xov  iXdxxovog  xäv  xttqaymvmv  ilg  i^aoaxd  dvaXvofiivnv  16 
xol  Ixuxü  naqd  xov  dgi^fioVy  &  dyitpoxBqoh  ot  xiXQdymvoi  dXXi^Xtov  4i43r- 
q)iQovah  xov  TocovTov  TtXi^^ovg  tcSv  i^iiKocxmv  fifpt{;ofiivov  xal  xov  nuQa 
xov  xoiovxov  fi£^i<jfiov  yiyovotog  lli^xotftcDV  nX^q^ovg  dvxl  xfSv  xtjg  iiet^ 
(pOQag  xtov  xBXQaycivmv  naQoavvficav  (liffav  xy  xov  iXdxxovog  xsxqaycivov 
nXtvq^  ff^otfriOcfilvcov.  intl  il  ^  ovxm  Xa(ißavofiivti  nXtv^d  iXaxxovog  20 
iartv  dsl  iKAif^ot;^  nXfvqd  xov  öo^ivxog  dgi^iiovy  oXlya  nXslm  xcSv  in 
xov  fiS(fi6iiov  yvyvoyiivmv  xd  i^tiKoaxd  Xafußavdfiiva  iyyvxiqm  xiig  xov 
öo&ivxog  agi^fiov  dxqißovg  nXivqdg  nqoc%m(^t^9B^, 

Die  hier  vorgetragene  Methode,  die  ziemlich  nngleichmftssige  Annähe- 
rungen giebt,  kommt  auf  die  Formel  iKa*+6>ö  +  5 — ^^  hinaus,  die 
, ^a-r  1 

18.  hiri%09totg]  |1  v,  £|^'^  Marc.  301  und  entsprechend  im  Folgenden.  16.  iZatf* 
€ovog  V.    16.  9]  nv  v.    17.  t&v]  om.  ▼  (mit  sXif4^ovf  endet  fol.  188«'). 
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sonst  wesentlich  nur  bei  den  Arabern  nachgewiesen  ist  (Oftnther,  Die 
quadratischen  Irrationalitäten  der  Alten,  S.  44),  und  auch  hier  waren  wohl, 
wie  bei  Nr.  I,  arabische  Schriften  oder  doch  arabische  Tradition  die  Qaelle 
unseres  Byzantiners.  Das  Stftck  steht  nämlich,  wie  Nr.  I,  in  cod«  Marcian. 
301^  der  auch  hier  als  Urquelle  anzusehen  ist  (fol.  466**),  und  in  v  (foL 
188«'~189),  während  in  m  nach  Nr.  I  fol.  158—160  leer  gelassen  sind. 
Der  Zusatz  von  der  Verbindung  dieser  Methode  mit  den  Sexagesimalbrachen 
mag  von  dem  byzantinischen  Verfasser  herrühren,  dem  es,  wie  die  byzan- 
tinischen Schollen  zum  X.  Buch  der  Elemente  zeigen,  geläufig  war,  irratio- 
nale Quadratwurzeln  in  diesen  Brüchen  auszudrücken,  üebrigens  zeugt  der 
Schluss  Ton  keinem  grossen  Vertrauen  auf  die  durch  die  Methode  erlangten 

m. 

Tttv  fii|   «VQlag  xttqaydvmv   aqi^fiwv  if  nXsvQu  ivglaxitai  ovxa>g* 

Xafißtivitcti    ^    nkiVQCi   tov    iXarrovog    filv   avtov    aQi^^Vj    ngoixiog  6i 

»vglag  TiVQotymvaVj    xol   imkaaut^ixai'    slxa   dq>aiQHxah  äno  xov    jSno- 

Keifiivfyu  xexgayavlj^Ba^ai  olog  6  dXri^(5g  xexQaytovogy  wxl  x6  ilaf(/?avoftc- 

6    vov  Xafißavsxai  fiigog  nuQmvvfiov  dno  xov  yivoyiivov  dQi^fiov  tq»  dmXa' 

aiaöiim   xfig  nXsvQcig  xov  xvQlmg  xexQccyoivov  ^    o  örj  fiigog  ngoaxB^hv  r^ 

xov  xstgaycivov  nXiVQ^  xBXQaymvMnjv  nXevQuv  xov  öo^ivxog  noisL 

Aus  cod.  Laurent.  28,  7  fol.  143«'  (saec.  XIV). 

Eine  ziemlich  schwerflUlige  Darstellung  der  von  Maximus  Planudes 

erörterten  Formel  j/a*+5  =  a  +  o-  (s*  Günther  a.  0.  S.  44).     Sonderbar 

ist  Z.  8  u.  4  To  vnoKsl^svov  xexQocytovlJ^ea^ai,  in  der  Bedeutung:  ^die  Zahl, 
deren  Quadratwurzel  gefunden  werden  soll'',  denn  xBxgaymvltsiv  heisst  sonst 
„quadriren'' ;  to  XafißavouBvov  Z.  4  ist  „das  Gefundene,  der  Best **,  d.  h.  6, 
und  die  folgenden  Worte  besagen,  dass  dieser  Best  Zähler  eines  Bruches 
sein  soll,  dessen  Nenner  die  durch  die  Verdoppelung  von  a  gefandene  Zahl 
sein  soll  {naqmvvfiog  and  benannt  nach). 

IV. 

Elg   xovg   dno  iiovdöog  fii%Qi  ÖBKaSog  dqid'fiovg  ^BaigfifiCt  Tlvd'ayo-' 

QMOV, 

naxa  xovg  IIv^ccyoQBlovg  iq  (lovdg  nai  xo  Sv  vovg  »al  ovala  iXiyBTOj 
fv  il  6  vovg*  öti  xo  fcovifiov  xal  ndvTvi  ofioiov  xctl  dgxixiv'  ^  övag 
6  dgxri  nXi^&ovg  xal  ngaxog  ^rjXvg  xal  So^a  did  xo  in  SfAfpm  bIvui  ficra- 
ßXfixfi  xal  %(vfiaw  Kai  inl  ^iöiv,**  97  xQidg  ngaxov  nX^&og  xal  ngcSxog 
aggtiv  97  xixgdg  öixakocvvti  itd  xo  lodxig  Xcov  xal  ngtaxov  kv  xolg 
dgxloig  axsgBOVy  xara  rovTa  8h  xal  0  ^'  mg  ix  xov  xgla  iqf*  lavrov,   og 


*  0  yov(    nicht  sicher;  die  Bachstaben  der  Hds.  sind  hier  anUar. 
**  So  die  Hds.;  zu  lesen  wohl  hcUtBCiv  (Zuwachs).  ^^ 
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ian  ngdStog  ctsgeog  ano  m^mov'  6  nivri  yafiog  cSg  ix  ngwtov  ^i^keog 
Too  ivo  xal  Tcqtotov  aQQ€vog  xov  xqla'  o  t£  xllBiog  tag  TtQmxog  xol  (lovog 
Ivöov  Tfjg  ÖBxaöog  rolg  olndoig  i^covfisvog  fiigeaiv  6  iTcta  naq^Bvog  dg 
höov  xijg  dixdöog  fiifre  ysvvdiiivog  vno  xivog  fiifrf  ysvvmv  tiv«,  xal  xatgog 
6  avTog  öia  xo  xd  tpvaixd  xa^'  ißöoiuiöag  Xcxhv  xovg  xsXdovg  xaigovg  xijg  6 
ysviaswg  xi  xal  xilfioiamg'  xal  inxa(Afiviala  yaQ  in  av^Qfinov  xlxxBxai 
xal  odovxoqwH  xoaovxo9v  Ixmv  xal  i^ßji  xcna  xfjv  dsvxiQav  ißSofidia  xal 
ysvHO[  xaxd  xf}v  xglxtiVy  xoi  6  tjXiog  atxiog  bIvui,  doxmv  xmv  xaqitiSv  ano 
xijg  ivdöxQov  atpalgag  x<Sv  ankavmv  fisxd  xdg*  nivxB  xdSv  nXavfitmv  xt^v 
ißdoiiffv  xajtv  iniieij  ij  dl  asXi^vvi  t^v  oydotiv^  i}  yij  8h  xijV  ^'%  dBxaxti  10 
Si  iaxtv  avxolg  ij  avxi%^a>v. 

Aus  cod.  Mutinensis  II  Ä^  10,  der  Georg  Valla  angehört  hat;  hinten 
steht:  ^Ltber  hie  seriptus  est  numu  doctissimi  dm  Matthei  Camarioti  Con- 
stofUinopölUaniy  quem  mihi  donö  dedü  anno  dik  M^CCCC^LXXXIIII  prae- 
cepior  iüe  aptimus»     ysmgylov  xov  ßdXXa  icxl  x6  ßtßXlov,^ 

Das  Fragment  (die  Zahlen  8,  9,  10  werden  ja  nicht  besprochen)  ist 
nicht  identisch  mit  dem  von  Yalla  übersetzten  Anatolios-Excerpt  (s.  Nene 
Jahrb.,  SappL  XII,  S.  399  ^^.)  ,^  wenn  auch  einige  Anklänge  unverkennbar 
sind.  Sehr  aufüeJlend  sind  die  Accusative  xlvtiaiv  xal  ini^t^iv  S.  164  Z.  6, 
als  ob  nicht  iXiytxoj  sondern  oovofuxfdv  vorherginge.  Sie  sind  vielleicht 
aus  Anatolios  unverändert  herübergenommen,  bei  dem  es  heisst  (Theologu- 
mena  arithm.  ed.  Ast  p.  8) :  dvo^alov  61  aixvjv  (nSmlich  xrjv  dvd9a)  xlvticiv 

...  aS^flClV,  6VV^B6lV  u.  s.  w. 

V. 
Der  ganz  junge  cod.  Vatic.  Gr.  1550  (chart.,  ^^)  enthält  auf  16  Blät- 
tern  ein  griechisches   Einmaleins,   worüber   einige   Mittheilungen  bei   der 
Seltenheit  solcher  Arbeiten  auf  griechischem  Boden  vielleicht  am  Platze  sein 
werden. 

Anfang:  aQ%r^  avv  &m  xov  aoq>mxdxov  flftitpagtov. 
Die  Stücke  sind  in  Columnen  geordnet  und  durch  Linien  von  einander 
getrennt.     Zuerst:  axdoig  nQcixfi.    rj  avv^söig  xwv  dgi^iiSv 

aa     ß 

aß     y 

ay     d 

ad      e 

*  So  die  Hds.;  zu  lesen  xovg. 

**  Ich  benutze  die  Gelegenheit,  um  zu  der  hier  citirten  Abhandlung  einen 
Zusatz  anzubringen.  S.  379  habe  ich  angegeben,  dass  Valla  XI  cap.  8  Schlass  und 
cap.  9  „Eigenes**  über  Ereisquadratur  vorbringe.  Erst  später  habe  ich  gesehen, 
dass  er  hier  nur  die  Abhandlung  von  Campanus  quadratara  drcnli  ausschreibt; 
die  genannten  Theile  von  Valla  XI,  8—9  stimmen  genau  mit  dieser  Schrift  (ed. 
Gauricus  Venet.  1603  fol.  6— 6).  ^  j 
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Q.  8.  w.  bis 


fifl  ig    ^^     tri 


Dann  auf  dieselbe  Weise 

ßß  6  his  ßd^   la 

Es  folgen  die  Zehner: 

t  I   X      K  X  ft    n.  s.  w.   bis  <)  I)  p  9r, 
f  X   iL 

«I    o 

Dann  die  Hunderte  bis  ^^  ^am  and  die  Tansende  bis  j^^O^   '^.V^    auß 
(d.  i.  20000). 
Darauf 

6%aCig   Sivriga  if   aqfalQtaig, 


Zehner: 


Hunderte: 


Tausende: 


a   i  ^ 

ß    i« 

0 

0   *iy    0 

• 
• 

• 

u.  8.  w.  bis 

• 

• 

• 

. 

tt  ß  et 

ß  y 

0 

^     i     a 

t  q  1 

%  pi 

i 

H    ?«    1 

• 

• 

• 

• 

• 

u.  s.  w.  bis 

. 

• 

• 

• 

%     %      i 

%    X 

i 

1  9  ff 

^     .«? 

9    aQ 

^ 

?  «•  ? 

• 

• 

u.  s.  w.  bis 

• 

• 

• 

• 

909 

ff      T 

p 

?  ,«  ? 

uäfi 

ß.   <'." 

.^ 

.^  «,i  ,* 

• 

• 

• 

• 

• 

u.  8.  w.  bis 

. 

• 

• 

• 

fiß  ." 

ß.  .r 

.« 

*    a      a 
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6taaig  x^lrri  6  noXXanXa^iaa^og» 


C^  a    €L 

ß  *  II. 

ß  9  V 

ßß..9 

ß  «ß 

• 

ß  ßi 

ß  Y  S 

ß   \x 

ßi 

i   9 

ß/ 

»ft 

ßi 

t'ß 

und  auf  dieselbe  Weise  ftlr  die  anderen  Einer  bis 

la  i  ...  i  it 


ata 

Cig  S  a 

'  a^xoao 

titg. 

%  a  K 

K    %    V 

*9,i 

X  ßi 

xß^ 

• 
• 
• 

• 
• 
• 
• 

• 
• 
• 

%  aß 

• 
• 

• 
X  ä  % 

B  anderen 

Zehner  1 

bis 

axiag  ni(inrfi  at  inarovraösg. 


f    U    ff 

9  ß  a 

• 
• 

• 
• 

• 

9  c'ß 

• 
• 

• 
• 

9  »  /« 

Q  Q  » 

Q  tt  i' 

Q  a  Q 

und  Ähnlich  für  die  übrigen  Hunderte  bis 

/^  «  ?      TT  ß/9^ 


Cxicig   ?xTi;   at  xikidiig. 


a  a   a 

'."ß'ß, 


ata 


u.  s.  w.  bis 


^ax'ß 


,«  Q  ^ 


a  ßä 


(Dl  a   <i  (10  Millionen) 
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4  t 


^^     fi     >'© 


üxacig   ißöofivi   at  iv6t%dd$g^ 


ta  a  io 

lo  la  Qxa 

la  X    ex 

itt   0  ßa 

•«  j5  ßß 

to  ß  nß 

• 

• 

• 

. 

• 

• 

. 

• 

• 

• 

• 

• 

. 

• 

• 

• 

.  ■ 

• 

• 

la  i   Qi 

ta  id  a^ 

f«  ^    «p 

la    a  äa 

lo  er    »a 

t|3  a  tß 

• 

tß  la  gXß 

• 

*/J  i  tl 

• 

f/5    t    QX 

• 

iß     X       0fl 

»1»  p  ,«« 

D.  8.  w.  wie  bei  ta,  und  fthnlich  wie  bei  tß  für  iy^  i6  n.  s.  w.  bis 
tfTatft^   oyddfi   za   '^(ilöri. 


u.  8.  w.  bis 


TÄV 

a  r 

xmv  itt  ei" 

TQ»V    K 

TOV 

ß  « 

Tc5v 

• 

rcJv 

• 

f       6 

rooiv  X     ( 

xmv    X 

ir 


X     ff 


T09V    <)«    ficL" 


TCOV     tf    p        TCOV   ^/9  ^a 


Tii»y    Q      V         xmv  a  tp      xmv  a     9 

6xaöig  ivdxti   xd   xglxa. 


xmv  a  y 


xmv  i  y  y 
darauf  noch 


xmv  la  yw 


xmv   %  ^tr 


xmv  t^a  X  y'    xmv   c   igw' 


xÄv  q  Xy  y 
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T<Dv  ß^   x^g   itr' 


T<av  ä    yxXy  y , 
ötdcig  dEnarti  ra   difioiga   (öirgira  übergeschrieben)« 


TCDV  ß  a  y 

m 

zwölf  Stücke  bis 

Twv  ß^  /*^^7  y 

tdSv  i  gw' 

rmv  d  ,gx^^  ut' 

and  in  derselben  Weise 


Dann 


CXttCig  Mixcixfi  TOT  xhaQTa; 
cxioig  Smötxdtfj  tot  nffinxa; 
axdcig  ly^  ra  ixxa, 

cxiaig   ib^  ij    xmv   ißdofimv. 


TCOV  ß  S  %fi' 

TODV    y  0    Q    Xfl 

rmv  ö  W  i^ 

rcSv  g  L"  {;'  if 

xmv  i  a 

tmv  1/  «  £' 

TC9V  '&  a  0  xi; 


räv    »    ß  W  \^  iif 


xwv  X     8  ^  %rf 


xav  g     i 


5  ^  nri 


vSv  a    %iri  L'  iS 


xav  a     Qiiß  ur  f   ««" 


TCDV  ß  ans  ur  xa" 


xtov  a    avxri 


r  »Ä* 


und  in  derselben  Weise  mit  je  fünf  Stücken 
Cxdcig  Tb^  if  Tflov  oydomv; 
öxdaig  ig    ntgl  xmv  ivdxtav; 
cxdctg  li   mgl  rtSv  öexdxfov; 
ardöig  $fi   ntgl  xdSv  ivdsxdxav; 
Cxdaig  i^  nigi  rmv  ömSiKaxcov; 
axdaig  BlnoOttj  nsgl  rc5v  ly'^; 
ötdaig       na       negl  rmv  •Ä*""; 


özaaig 

i? 

negl  xav  Ci^^; 

cxdchg 

«y 

ntgl  xav  i'g'^^; 

atdaig 

nd 

mgl  xav  iTcrctKaidtxdtav ; 
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axaöis  ig   hbqI  f^; 

cxiag  »i  mgl  xmv  x^; 

öxaötg  Trj  nt^l  %^\ 

axaöig  %i  nsgl  »^,  z.  B.  xnv  ^  ka  W  V  %^  ^f'; 

cxdaig   l    mal  xmv  %^fy  z.  B.  xav  jol  y^y  f'  ij"  |d"  ^«i"; 

^xici^  Xa   nt^\  x^,  z.  B.  xw  o  ß  ur  iT; 

axdaig  Xß  nspl  j?5,  z.  B.  xcSv  %^  nr    ly"  oi'  xne" 


xmv    0    ß    L     o    »t    ^ 


zuletzt  xmv   ä    v. 

FOr  die  Brachbezeichnnng  ist  zu  bemerken,  dass  bald  ein,  bald  zwei 
Strichelchen  (oben  rechts)  angewendet  werden,  und  dass  von  den  beiden 
besonderen  Zeichen  L  (^)  immer  zwei  hat,  w  (|)  dagegen  gewöhnlich  kein, 
nie  zwei,  ohne  Zweifel  weil  der  Schwanz,  der  dem  Zeichen  u  (d.uß^2) 
anhängt,  selbst  als  Bruchzeichen  gilt;  denn  auch  bei  den  flbiigen  Broeh- 
bezeichnungen  kommt  derselbe  Schnörkel  öfters  vor,  und  dann  haben  sie 
immer  nur  noch  ein  Strichelchen  oben,  z.B.  /^""s=^,  8-^==^^  l'=i« 
Wir  dürfen  also  annehmen,  dass  das  eigentliche  Bruchzeichen  "  ist,  woTon 
aber  der  erste  Strich  mit  dem  Zahlzeichen  yerbunden  werden  kann.  Die 
ganze  Zahlbezeichnung  ist  Übrigens  die  alte,  sowie  auch  die  Bechnung  mit 
Stammbrttchen,  wozu  auch  ^  gerechnet  wird,  und  wenn  auch  die  Hds., 
worin  uns  dieses  iffiipagtov  überliefert  ist,  spfttbyzantinisch  ist,  steht  doch 
nichts  der  Annahme  im  Wege,  dass  der  Schreiber  nur  alten  üeberliefe- 
rungen  gefolgt  ist.  Im  Orunde  können  wir  uns  ganz  gut  ein  tiuliehes 
Einmaleins  in  den  Händen  der  Oriechen  schon  der  Glanzperiode  der  grie- 
chischen Mathematik  denken;  namentlich  ftlr  die  Bruchrechnung  müssen 
wir  bei  den  Logistiken!  ein  solches  Hilfsmittel  annehmen. 

Kopenhagen,  19.  Mai  188S. 

Ich  kann  jetzt  hinzufügen,  dass  das  unter  Nr.  I  herausgegebene  St&ck 
auch  in  cod.  Scorialensis  <D-ni-5  mit  ganz  junger  Hand  auf  dem  hinteren 
Deckblatt  (fol.  3230  beigeschrieben  ist  (ine  dvo  do^ucmv  etc.  wie  m). 

September  1888. 
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Lehrbuoh  der  dantellendan  OeometriO;  von  Dr.  Chbistun  Wibrbb,  Geh. 

Hofrath   und  Professor   an  der  grossherzogl.  poljtechn«  Schnle  sn 

Earlsmhe.    In  2  B&nden.    2.  Band.    649  S.  gr.  8^    Leipzig,  B.  Q. 

Tenbner.     1887.     (Vergl.  die  Besprechung  des  1.  Bandes  in  dieser 

Zeitschrift  Bd.  XXXI,  hisi-lii  Abth.  S.  57.) 
Zur  Gewinnung  einer  ersten  üebersioht  des  reichhaltigen  Stoffes  möge 
ein  Auszug  des  InhaltsTerzeiohnisses  der  Besprechung  vorangehen. 

1.  ÄbsckmU.  Die  krummen  Flftohen  im  allgemeinen;  der 
Cjlinder,  der  Kegel,  die  ümdrehungsflftche  und  ihre  Beruh- 
rangsebenen;  die  abwickelbare  Flftohe  im  allgemeinen  (erster 
Theil).  Die  krummen  Flftchen  im  allgemeinen,  ihre  Bertthrungsebenen 
und  Normalen.  Der  Cylinder  und  Eegel  und  ihre  Bertthrungsebenen.  Der 
Kegel  zweiten  Grrades.  Die  ümdrehungsflfiohe  und  ihre  Bertthrungsebene. 
Die  abwickelbaren  Fl&chen  (erster  Theil). 

J^.ÄhsekmU.  Der  Schnitt  des  Cjlinders  und  Kegels  mit  einer 
Ebene  und  einer  Geraden  und  die  Abwickelung  der  Flftche. 

3.  Abschnitt.  Die  Flftchen  zweiten  Grades.  Allgemeine  Eigen* 
Schäften  und  Eintheilnng  der  FK  Goigugirte  Flftchen  zweiten  Grades  und 
die  Imaginftrprojection  im  Baume.  Die  Bertthrungsebenen,  ebene  Schnitte 
und  Bertthrungskegel  der  Flftchen  zweiten  Grades,  insbesondere  der  Nicht* 
regelflftchen.    Die  windschiefen  Flftchen  zweiten  Grades. 

4.  Äbschmtt.  Die  ümdrehungsflftchen.  Der  Schnitt  einer  üm- 
drehungsflftche mit  einer  Ebene.  Der  einer  ümdrehungsflftche  umschriebene 
Kegel  und  Cylinder.  Die  durch  eine  gegebene  Gerade  an  eine  ümdrehungs- 
flftche gelegte  Bertthrungsebene. 

5.  ÄbsiAmtt.  Die  Beleuchtung  krummer  Flftchen  im  allge« 
meinen  und  die  des  Cjlinders,  des  Kegels  und  der  ümdrehungs- 
flftchen im  besondern.  Allgemeines.  Die  Beleuchtung  der  Kugel,  des 
Cjlinders  und  des  Kegels.    Die  Beleuchtung  der  ümdrehungsflftche. 

6.  ÄhschmU»  Der  Durchschnitt  krummer  Flftchen  mit  krum- 
men Flftchen  und  krummen  Linien.  Allgemeines  (ttber  die  Anwen- 
dung Ton  Hilfsebenen  und  HilMftohen).  Der  Durchschnitt  von  Qjlindem 
und  Kegeln  untereinander:  a)  Die  allgemeinen  Aufgaben,  b)  die  Baumenrreii     . 
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dritter  Ordnung.  Der  Durchschnitt  einer  ümdrehongsflSche  mit  einem  Kegel 
oder  einem  Gjlinder:  a)  Der  Kegel  und  die  concentrische  Kugel,  b)  die 
sphärischen  Kegelschnitte,  c)  die  stereographische  Projection,  d)  die  all- 
gemeine Aufgabe.  Der  Durchschnitt  zweier  ümdrehungsflSchen.  Der  Durch- 
schnitt zweier  Flächen  zweiten  Grades.  Die  Imaginärprojection  der  Schnitt- 
linie zweier  Fl&chen  zweiten  Grades.  Bestimmung  einer  FlSche  zweiten 
Grades  durch  neun  Punkte.  Bttschel  und  Schaaren  von  Fl&chen  zweiten 
Grades. 

7«  Ähsehmü.    Die  Beleuchtung  der  Flächen  zweiten  Grades. 

8.  ÄbschniU.    Die  BoUlinien  und  die  Schraubenlinie. 

9.  ÄbBehniU.  Die  abwickelbaren  Flächen  (zweiter  Theil),  die 
gemeinschaftlichen  Bertthrungsebenen  mehrerer  Flächen,  die 
topographische,  die  ümhüllungsfläche;  Beleuchtung  solcher 
Flächen.  Die  abwickelbare  Schraubenfläche.  Die  Fläche  des  Schattens 
und  Halbschattens.    Die  Fläche  von  gleichförmiger  Neigung. 

10.  Äbschniü,  Die  windschiefen  Flächen.  Allgemeines  (Eni- 
stehungsweise  aus  Leitcurven,  Leitdeveloppabeln  etc.,  Bestimmung  der  Cha- 
raktere). Das  Konoid,  seine  Schattengrenze  und  Lichtgleichen.  Die  W51b- 
fläche  des  Eingangs  in  den  runden  Thurm.  Die  gerade  Normalenfläche  einer 
Fläche  zweiten  Grades.  Die  Begelfläche  dritten  Grades  und  die  Baumearve 
vierter  Ordnung  zweiter  Art.  Das  Cjlindroid.  Die  Wölbfläche  des  schrägen 
Durchgangs.    Die  windschiefe  Schraubenfläche. 

11.  ÄbschmU.  Die  Krümmung  der  Flächen.  Die  Krümmung  der 
Normal-  und  schiefen  Schnitte.  Die  Tangenten  der  Schnittcurve  zweier 
sich  bertihrenden  Flächen  in  deren  Bertthrungspunkte,  einem  Doppelpunkte 
der  Curve.  Die  Evolute  einer  ebenen  Schnittcurve  einer  Fläche  und  ihrer 
Projectionen.  Die  conjugirten  Tangenten  einer  Fläche  und  die  Tangenten 
ihrer  Eigenschattengrenze.  Die  Krümmungslinien  der  Flächen  zweiten 
Grades:  a)  Die  Krümmungslinien  als  Schnittlinien  confocaler  Fläcben, 
b)  Die  Projectionen  der  Krümmungslinien  auf  die  Hauptebenen  als  Curven 
einer  Kegelschnittschaar. 

12.  ÄbschfM.  Azonometrische  und  schiefe  Projection,  Per- 
spective und  Beliefperspective  krummer  Flächen. 

Nach  dieser  üebersicht  mögen  wir  uns  im  Wesentlichen  darauf  be- 
schränken, in  den  einzelnen  Abschnitten  Dasjenige  hervorzuheben,  was  ent- 
weder neu,  oder  eine  neue  Behandlnngsweise  er&hren  hat.  Hierzu  wird  sich 
uns  reichlich  Veranlassxmg  bieten. 

Die  Theorie  der  abwickelbaren  Flächen  wird  durch  Angabe  einer  nicht 
geradlinigen  abwickelbaren  Fläche  wesentlich  erweitert.  Ein  gewöhnlichee 
Yielflach  mit  geschlossenen  Seitenflächen  ist  ohne  Zerschneiden  längs  einer 
Beihe  von  Kanten  nicht  abwickelbar;  hierzu  ist  vielmehr  erforderlich,  daaa 
die  Summe  der  Winkel  einer  Ecke  360^  betrage,  d.  h.  die  Ecken  eines 
solchen  Yielflaohs   sind  keinesfalls  convex  und  daher  mindestens  vierflächig. 
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Die  angegebene  Fläche  bildet  ein  sieh  durch  das  unendliche  ziehendes  Yiel- 
flach  mit  geschlossenen  Vierecken  als  Seitenflächen;  deren  je  vier  in  einer 
Ecke  zusammenstossen.  Die  Fläche  wird  als  Zickzackfiäche  bezeichnet  und 
lässt  sich  durch  dreimaliges  Hin-  und  Herbiegeu  eines  Blattes  Papier,  in 
jedesmal  gleichbreite  Streifen,  herstellen.  Die  erzielte  Musterung  besteht 
aus  Sechsecken  mit  ihren  Diagonalen,  im  Falle  regulärer  Sechsecke  sind  die 
Kantenwinkel  einer  Ecke  120^  120^  60^  60^  die  Seitenflächen  sämmtUch 
Bhomben.  Aus  der  Bemerkung,  dass  sich  die  Fläche  durch  Bewegung  einer 
periodischen  Gurre,  eines  Zickzacks,  an  einem  zweiten  Zickzack  erzeugen 
lässt,  und  weiter,  dass  eine  solche  Gurye  durch  eine  Fourier'sche  Reihe 
bestimmbar  ist,  fliesst  die  Darstellung  der  Fläche  selbst  durch  eine  solche 
Reihe.  Besonders  merkwürdig  sind  Flächen,  deren  Elemente  durch  unend- 
lich kleine  Polygone  vertreten  werden.  Als  Ausgang  ihrer  Construciion 
dient  die  Weierstrass'sohe  Function 


=5- 


b^eosa'nx^ 


wo  a  eine  ungerade  ganze  Zahl,  1>»&^0  ist.  Die  Function  ist  stetig, 
ohne  für  einen  Werth  des  Argumentes  einen  bestimmten  Differentialquotien- 
ten zu  haben.*  Sie  besitzt  in  jedem  endlichen  Intervall  unendlich  viele 
Mazima  und  Minima,  in  welchen  Punkten  allein  die  Biegung  der  Curve 
vor  sich  geht,  welche  durch  diese  Function  repräsentirt  werden  kann«  Die 
Curve  ist  also  als  Zickzack  anzusehen,  welcher  in  jedem  endlichen  Intervall 
unendlich  viele  Hin-  und  Hergänge  aufweist  Zwei  solche  Curven,  in  der 
oben  angegebenen  Weise  verwerthet,  ftüiren  dann,  wie  dort,  auf  die  ge- 
wollte Fläche,  die  natürlich  nur  vorgestellt,  nicht  etwa  durch  ein  Modell 
versinnlicht  werden  kann. 

Das  Vielflach  mit  nicht  geschlossenen  Seitenflächen  und  also  theilweise 
unendlich  langen  E[anten  ist  stets  abwickelbar,  seine  Betrachtung  ftLhrt  im 
Orenzfalle  unendlich  schmaler  Seiteuflächen  auf  die  bekannten  geradlinigen 
Developpabeln« 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung  werden  deflnirt  als  solche,  welche 
mit  einer  reellen  Geraden  zwei  reelle  oder  imaginäre  Punkte  gemein  haben, 
womit  dann  auch  gesagt  ist,  dass  eine  Ebene  eine  solche  Fläche  in  einem 
reellen  oder  imaginären  Kegelschnitt  schneidet.  Da  imaginäre  Gebilde  im 
Baume  der  Behandlung  jedoch  nicht  direct  zugänglich  sind,  so  wird  zum 
Ausgangspunkte  der  Untersuchung  die  speciellere  Fassung  gewählt:  Eine 
reelle  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  eine  solche ,  auf  der  jede  ebene  Curve  ein 
Kegelschnitt  ist  Mit  Rücksicht  auf  die  in  Bd.  I  entwickelte  Polarentheorie 
der  Kegelschnitte  ergiebt  sich  dann  eine  Reihe  von  Polareigenschaften  dieser 


*  Vergl.  fibrigeuB  die  Untersuchung  dieser  Fouction  von  Seiten  des  Verf.  in 
Borchardt's  Joum.,  Bd.  90  S.  221  flg.  ^ 
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FlSohen.  Hierdurch  sind  die  Daten  zur  folgenden  Erzeugung  einer  reellen 
FlSche  zweiter  Ordnung  gewonnen,  welche  einen  Kegelschnitt  p  der  Ebene 
P  enthftlt,  P  zum  Pole  der  Ebene  P  hat  und  von  einer  durch  P  gehenden 
Geraden  in  zwei  reellen  oder  imaginttren  Punkten  getroffen  wird,  die  bei. 
durch  die  reellen  oder  ideellen,*  durch  P  und  P  harmonisch  getrennten 
Punkte  JP,  F'  dargestellt  werden:  Man  lege  durch  g  eine  Ebene,  welche  p 
in  den  reellen  Punkten  A  und  B  schneidet,  construire  einen  Kegelschnitt, 
welcher  durch  die  Punkte  A  und  B  geht,  in  diesen  die  Tangenten  PA  und 
FB  hat  und  ausserdem  durch  F  und  (damit  auch)  durch  JP,  geht,  und 
durch  diese  Elemente  also  bestimmt  ist.  Die  Oesammtheit  der  so  con- 
struirbaren  Kegelschnitte  erfüllt  die  gegebene  Fläche.  —  Zu  beweisen  bleibt 
dann  noch,  dass  jede  Flftche  zweiten  Orades  ist,  welche  sich  aus  den  be- 
liebig angenommenen  Elementen  j),  P,  F  erzeugen  Ifisst.  Der  Beweis 
erledigt  sich  durch  den  Nachweis  der  Collinearitftt  zwischen  der  erzeugten 
Flftche  und  einer  Kugel  oder  einem  Botationshyperboloid.  Letztere  Flache 
ist,  wie  wir  hier  henrorheben  müssen,  bereits  im  zweiten  Abschnitt  neben 
den  Rotationsflächen  durch  Rotation  einer  Geraden  erzeugt  worden.  Durch 
den  soeben  bezeichneten  Unterschied  ist  dann  die  Eintheilung  der  Flächen 
in  geradlinige  und  nicht  geradlinige  begründet. 

Von  fundamentaler  Wichtigkeit  wird  der  Satz,  dass  die  ideelle  Darstel- 
lung der  imaginären  Schnittcurve  der  Fläche  mit  einer  Ebene  in  Bezug  auf 
einen  ihrer  Punkte  P  und  der  Schnittlinie  seiner  Polarebene  mit  der  gegebenen 
als  Imaginärprojection  der  (stets  reellen)  Schnittcurre  der  Polarebene  von  P 
mit  der  Fläche  angesehen  werden  kann,  also  ein  imaginärer  Kegelschnitt 
ist.  Es  ist  nämlich  dadurch  der  Satz  begründet:  Sind  alle  reellen  Schnitt- 
curven  einer  Fläche  Kegelschnitte,  so  sind  es  auch  die  imaginären.  Ins- 
besondere: Die  ideelle  Darstellung  m  eines  imaginären  Kegelschnittes  in 
Bezug  auf  seinen  Mittelpunkt  JJ  und  die  unendlich  ferne  Gerade  ist  eine 
Ellipse,  welche  TT  ebenfalls  zum  Mittelpunkt  hat.  Diese  Ellipse  wird  Mittd- 
punktsellipse  genannt;  wird  dieselbe  zu  einem  Kreise,  so  soll  auch  der 
Kegelschnitt  ein  imaginärer  Kreis  heissen.  Daraus  folgt  dann  leicht,  dass 
auch  jeder  imaginäre  Schnitt  einer  Kugel  ein  Kreis  ist.  Man  sieht  wohl, 
wie  sich  die  gewöhnliche  Darstellung  der  Flächen  durch  ähnliche  und  ähn- 
lich gelegene  Kegelschnitte  von  der  obigen  allgemeinen  Entstehungsweiae 
abzweigen  läset. 

Zwei  reelle  Kegelschnitte  befinden  sich  bekanntlich  auf  zweifache  Weise 
in  perspectivischer  Lage,  wenn  sie,  in  verschiedenen  Ebenen  liegend,  zwei 
Punkte  gemein  haben;  aber  die  Centra  dieser  Perspecüvität  können  imagi- 
när sein.  Die  dadurch  auftretende  Schwierigkeit  wird  durch  eine  Erweite- 
rung des  Begriffes  der  Imaginärprojection  überwunden  und  damit  zugleich 


•  YergL  wegen  der  Einführong  dieser  Elemente  die  Besprechung  des  ersten 
Bandes  S.  6d. 
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die  Frojection  zweier  imaginftrer  Eegelschiiitiie  ineinander  —  immer  unter  der 
YorauBsetzangi  dass  ein  solches  Curvenpaar  zwei  gemeinschaftliche  Punkte  habe 
—  ermöglicht  Das  nSchste  Ziel  dieser  Untersuchungen  ist  dann  der  Satz,  dass 
irgend  zwei  Kegelschnitte  einer  Flftche  zweiter  Ordnung  sich  durch  Imagi- 
nSrprojection  ineinander  projiciren  lassen  und  damit  auch  zwei  Punkte  mit- 
einander gemein  haben,  und  umgekehrt:  zwei  Kegelschnitte,  welche  zwei 
Punkte  gemein  haben,  liegen  stets  auf  einer  Flftche  zweiter  Ordnung,  welche 
durch  einen  beliebigen  weiteren  Punkt  des  Baumes  bestimmt  ist.  Es  folgt 
die  Darlegung  der  Durehmessereigenschaften  der  FlSchen  selbst,  sowie  der 
ihrer  ebenen  Schnitte  und  zwar  auf  Grund  des  Vorigen  mit  Unterscheidung 
der  reellen  und  imaginftren  Durchmesser;  dann  die  Construction  der  Azen 
und  die  Eintheilung  der  Flftchen  nach  der  Bealitftt  der  Axen. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  bezogen  sich  allein  auf  reelle  Flftchen, 
nur  gelegentlich  der  Annahme  dreier  imaginftrer  Azen  wurde  auf  die  Mög- 
lichkeit einer  imaginftren  Flftche  hingewiesen.  Zu  solchen  gelangt  der  Yer« 
fiuser  analog  der  im  ersten  Bande  für  imaginftre  Kegelschnitte  befolgten 
Methode  durch  Einführung  des  Begriffs  der  conjugirten  Flftche:  Zu  einer 
Flftche  zweiten  Grades  F  nennen  wir  diejenige  Flftche  H  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  P  und  dessen  Polarebene  P  zu  ^conjugirt,  welche  der  geometrische 
Ort  der  ideellen  Schnittpunkte  der  F  mit  den  aus  P  gezogenen  Strahlen  in 
Bezug  auf  P  und  P  ist.  Daran  knüpft  sich  sofort  der  wichtige  Satz:  Die 
Ebene  P  schneidet  die  F  und  die  H  in  demselben  reellen  oder  imaginftren 
Kegelschnitte  p.  Ist  p  reell,  so  ist  die  coivjugirte  Flftche  H  eine  reelle 
Flftche  zweiten  Grades,  welche  P  und  P  zu  Pol  und  Polarebene  hat  und  die 
F  entlang  p  berOhrt.  Die  coig'ugirte  Flftche  der  H  in  Bezug  auf  P  ist 
wieder  JP.  P  und  P  heissen  der  Mittelpunkt  und  die  Ebene  der  Conjunc- 
tion.  Ebenso  wichtig  wie  leicht  ersichtlich  sind  dann  die  Sfttze:  Von  zwei 
coi^ugirten  reellen  Flftchen  ist  stets  die  eine  geradlinig,  die  andere  nicht 
geradlinig;  —  und:  Die  zu  einer  Flftche  zweiten  Grades  F  in  Bezug  auf 
einen  Punkt  P  coigugirte  Flftche  ist  imaginftr,  wenn  J^  nicht  geradlinig  und 
P  ein  innerer  Punkt  derselben  ist;  in  jedem  andern  FaUe  ist  sie  reell. 
Mit  Hilfe  des  gewonnenen  Apparates  werden  dann  alle  irfiheren  Construo- 
tionen  von  reellen  auf  imaginftre  Flftchen  übertragen. 

Der  umstand,  dass  im  Baume  ausser  Punkt  und  Ebene  noch  die  Ge- 
rade vorhanden  ist,  welche  sich  selbst  dual  gegenübersteht,  Iftsst  die  Frage 
nach  der  Existenz  der  coiv)ugirten  einer  Flftche 'in  Bezug  auf  eine  Gerade 
rege  werden.  Wirklich  kann  man  definiren:*  Eine  Flftche  H  ist  conjugirt 
zu  einer  andern  F  in  Bezug  auf  eine  Gerade  ^,  wenn  sie  der  Ort  des  Kegel- 
schnitts ist,  der  in  jeder  durch  g  gelegten  Ebene  zu  deren  Schnittcurre 
mit  F  coivjugirt  in  Bezug  auf  g  ist,  und  dann  beweisen,  dass  H  vom 
zweiten  Grade  ist^    Auf  die  Besprechung  weiterer  interessanter  Beziehungen 


• 


Nach  einer  Mittheilung  von  Pro£  Betali  in  Gomo  an  den  Verfasser. 
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zwischen  zweien ,  auf  diese  Weise  einander  conjogirten  Flfichen  mflssen  wir 
verzichten. 

Bei  der  Bestimmung  von  Berühmngsebenen,  ebenen  Bchnittcnrven  etc. 
werden  entweder  die  scheinbaren  Umrisse,  welche  meistens  durch  ihre  Haupt- 
axen  gegeben  sind  und  als  sorgfältig  gezeichnet  vorausgesetzt  werden,  direct 
zur  Construction  benutzt,  oder  es  wird  ihre  CoUineation  bez.  Affinitftt  mit 
dem  Kreise  benutzt.  Man  ist  vielleicht  im  Allgemeinen  zu  sehr  abgeneigt, 
punktweise  construirte  Curven  als  Elemente  späterer  Constructionen  znn- 
lassen ,  manchmal  ist  der  Vortheil  der  Ersetzung  durch  andere  (z.  B.  Ereis- 
projectionen  durch  die  Niederlegungen)  ziemlich  illusorisch  und  jeden&Ils 
zeitraubend,  und  man  muss  dem  Verfasser  beipflichten,  wenn  er  die  directe 
Verwendung  der  Projectionen  als  das  kürzere  Verfahren  w&hlt.*  Ist  die 
schneidende  Ebene  durch  drei  Punkte  der  Flftche  gegeben,  so  werden  die 
Projectionen  der  Schnittcurve  Kegelschnitte  durch  drei  Punkte,  welche  einen 
andern,  den  Umkreis  zweimal  bertthren.  Derartige  Aufgaben,  auch  unter- 
schieden nach  der  Bealitttt  der  gegebenen  Elemente,  werden  in  der  Folge 
auf  mannigfache  Weise  behandelt.  Mit  der  Bestimmung  des  scheinbaren 
Umrisses  von  FlSchen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  drei  conjugirte  Durch- 
messer gegeben  sind,  wird  die  Reihe  dieser  Aufgaben  geschlossen.  Den 
Beispielen  werden  stets  Nichtregelfiächen  zweiter  Ordnung  zu  Oronde  gelegt 
Beim  Auftreten  reeller  Erzeugenden  bleiben  zwar  alle  Constructionen  giltig, 
aber  es  treten  dann  besondere  Vereinfachungen  ein.  Die  nun  folgende  Be- 
handlung dieser  Flftchen  wird  durch  ErOrterung  einiger,  allen  BegelflSchen 
gemeinsamen  Eigenschaften  angebahnt,  dann  werden  diejenigen  zweiter  Ord- 
nung durch  projective  Orundgebilde  erster  Stufe  im  Baume  erzeugt.  Unter 
den  Specialfällen  findet  sich  auch  das  orthogonale  Hyperboloid.  In  oon- 
structiver  Hinsicht  ist  bemerkenswerth  die  Bestimmung  der  Krfimmungs- 
kreise,  welche  dip  Strictionslinie  eines  Hyperboloids  in  den  Scheiteln  der 
Fläche  besitzt.  Diese  Bestimmung  geschieht  durch  Substitution  eines  hyper- 
bolischen Paraboloids,  welches  an  solcher  Stelle  vier  eonsecutive  Erzen- 
gende mit  der  Fläche  gemein  hat.  Die  Strictionslinien  beider  FlSchen  haben 
dann  in  jenem  Punkte  denselben  KrOmmungskreis  und  da  die  fragliche 
Gurve  fär  das  Paraboloid  eine  Parabel,  d.  h.  eine  ebene  Gurve  ist, 
kommt  die  Construction  auf  die  Bestimmung  des  KrOmmungskreises  der 
Schnittcurve  dieser  Ebene  mit  dem  Hyperboloid  iiinaus. 

Unter  den  im  vierten  Abschnitte  behandelten  Umdrehungsflächen  wird 
dem  Kreisringe  eine  besonders  eingehende  Behandlung  zu  Theil.  Die 
Schnitte  parallel  zur  Aze  veranlassen  eine  nähere  Untersuchung  der  Cas- 
sini'sehen  Linien.  Bei  der  Bestimmung  des  Tangentenk^els  finden  wir 
zum  zweiten  Male  eine  Benutzung  der  Krümmungskreise  in  den  Scheiteln 
der  Bertthrungscurve;  es  gelingt  vortrefflich,  ein  grosses  Stttck  dieser  Cnrre 


*  Man  vergL  hierauf  bezfiglich  auch  die  Fig.  109. 
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durch  jene  Kreise  in  der  Zeichnong  zn  ersetzen  and  den  üebergaog  später 
mit  Hilfe  des  Garvenlineals  za  vermitteln« 

Im  ersten  Bande  hat  der  Verf.  die  Absicht  ausgesprochen,  seine  Unter- 
suchungen Aber  die  Helligkeit  der  KOrper,  namentlich  des  matten  Gjpees» 
im  vorliegenden  Bande  zum  Abschlüsse  zu  bringen.  Die  Arbeit  erwies  sich 
jedoch  als  zu  umfangreich  fOr  ein  allgemeines  Lehrbuch  und  sie  soll  daher 
jetzt  als  besondere  Schrift  veröffentlicht  werden.  Im  ersten  der  drei  Theile, 
auf  welche  dieselbe  berechnet  ist,  werden  auf  Grundlagen  von  Versuchen 
die  Helligkeiten  angegeben,  welche  eine  g^ossene  Gypsplatte  bei  jeder 
Richtung  des  ein-  und  aus&Uenden  Lichtstrahles  besitzt  Im  zweiten  wer- 
den  auf  dem  nämlichen  Wege  die  Constanten  einer  Formel  bestimmt,  welche 
die  Helligkeiten  des  klaren  Himmels  an  jeder  seiner  Stellen  und  bei  jeder 
Stellung  der  Sonne  angiebt  Der  dritte  TheQ  bezieht  sich  auf  die  Nach- 
ahmung der  Helligkeiten  durch  Tuschlagen. 

Im  vorliegenden  Buche  wird  das  Lambert'sche  cof-Gesetz  bei  der 
Construction  der  Lichtgleichen  zu  Grunde  gelegt,  was  auch  durchweg  bei 
der  üblichen  Annahme  des  Lichtstrahles  (nach  der  Richtung  der  Wttrfel- 
diagonalen)  zu  guten  Resultaten  fEQirt,  da  die  Wirkung  der  Spiegelung  in 
den  Glanzpunkten  dann  &st  unmerklich  wird.  Vor  der  Hand  werden  Kugel, 
Kegel,  Cjlinder  und  Rotationsflächen  behandelt,  unter  den  letzteren  der 
Kreisring  mit  besonderer  Ausführlichkeit.  Wie  schon  frtther,  werden  auch 
hier  zur  Verzeichnung  der  Lichtgleichen  die  Krflmmungskreise  in  ausgezeich- 
neten Punkten  häufig  zur  Verzeichnung  der  Gurven  benutzt  imd  es  möge 
betont  werden,  dass  dieses  zweckmässige  Verfahren  noch  häufig  zur  An- 
wendung gelangt. 

Die  ersten  Theile  des  folgenden  neunten  Abschnittes  mOgen  durch  die 
vorangestellte  Angabe  ihres  Inhalts  charakterisirt  erscheinen,  wenn  wir  noch 
hinzuf&gen,  dass  bei  der  Projection  der  Durchschnittscurve  vierter  Ordnung 
zweier  Kegel  zweiter  Ordnung  in  Theile  eines  Kegelschnittes  die  fehlenden 
Theile  durch  die  Imaginärprojection  der  Gurve  gegeben  werden.  (VergL 
wegen  dieser  Projection  weiter  unten.)  Bei  der  Construction  der  Durch- 
schnittscurve zweier  allgemeiner  Flächen  zweiter  Ordnung  werden  die  Kreis- 
schnitt -Ebenen  der  einen  Fläche,  sofern  solche  reell  vorhanden  sind,  be- 
nutzt Diese  Ebenen  schneiden  die  andere  Fläche  in  ähnlichen  und  ähnlieh 
gelegenen  Kegelschnitten.  Das  wiederholte  Verzeichnen  wird  jedoch  zweck- 
mässig durch  Verwendung  eines  in  der  Horizontalebene  liegenden  Kegel- 
schnittes vermieden,  indem  diese  Ebene  von  der  Stellung  der  Kreisschnitte 
angenommen  wird,  was  ja  durch  Transformation  stets  zu  erreichen  ist.  Beim 
hyperbolischen  Paraboloid  dient  in  gleicher  Weise  das  Ebenenbflschel  durch 
eine  seiner  unendlich  fernen  Erzeugenden  zur  LOsung  des  Problems. 

Die  Raumcurve  dritter  Ordnung  war  bereits  früher  als  Partialschnitt 
zweier  Kegel  mit  einer  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  gewonnen  worden. 
An  Stelle  der  Kegel  treten  jetzt  zwei  allgemeine  Regelflächen  zweiter  Ord- 

Hlat-Iit.  Abthlg.  d.  Z«itoolir.  f.  M«tb. «.  Phy«.  TTTHT,  5.  Di^lfeed  by  VJ^l^g  IC 


178  Historisch -literarisobe  Äbtheilung. 

nung,  und  ans  dieser  Gonstniotion  folgt  dann  die  Erzeugung  der  Cnrre 
durch  drei  projective  EbenenbOscheL 

Eingehend  wird  femer  das  gemeinschaftliche  Polartetraeder  zweier 
Fischen  zweiter  Ordnnng  behandelt,  dessen  Ecken  als  Spitzen  der  Kegel 
gefunden  werden,  welche  der  Durchdringungscurre  vierter  Ordnung  erster 
Art  doppelt  umschrieben  sind.  Mit  der  Bealitftt  dieser  Spitzen  hftngt  be- 
kanntlich der  Verlauf  der  Durchdringungscurve  eng  zusammen:  Sind  alle 
Yitf  reell,  so  besitzt  die  Gurve  zwei  paare  Zweige;  sind  nur  zwei  reell,  so 
tritt  nur  ein  solcher  Zweig  auf,  im  Uebergangsfalle  besitzen  die  Flfichen 
eine  gemeinschaftliche  Tangentialebene  in  einem  Gurvenpunkte,  der  damit 
zum  Doppelpunkt  wird,*  in  dem  zwei  Kegelspitzen  yereinigt  sind.  Sind 
die  Scheitel  paarweise  imaginSr,  so  besteht  die  Gurve  aus  zwei  unpaaien 
Zweigen. 

Zur  Imaginttrprojection  dieser  Durchdringungscurve  führt  die  folgende 
Definition:  Sind  von  zwei  Flftchen  zweiten  Grades  F,  J\  die  Imaginärpro- 
jectionen  in  Bezug  auf  einen  Eckpunkt  8  ihres  gemeinschaftlichen  Polar- 
tetraeders und  dessen  Gegenebene  2  die  Flfichen  jBT,  Hj,  so  soll  auch  von 
der  Schnittcurve  k  von  F  und  Fj  die  Schnittcurve  l  von  H  und  iT^  die 
Imaginärprojection  oder  die  conjugirte  Gurve  in  Bezug  auf  8  und  2  heissen. 
Weil  F  und  Fj  auch  die  ImaginSrprojectiouen  von  JET  und  H^  sind,  ist  auch 
Je  diejenige  von  l.  Die  gewöhnliche  und  die  Imaginftrprojection  bilden,  wie 
bereits  ftlr  einen  Specialfall  angegeben,  die  intogrirenden  Bestandtheile  des 
Kegelschnitts,  in  welchen  sich  von  der  gewählten  Tetraederecke  aus  die 
Gurve  projioirt;  ist  insbesondere  die  Gurve  vollständig  imaginär,  so  ist  ihre 
Imaginärprojection  ein  vollständiger  Kegelschnitt.  Die  ausserordentliehe 
Tragweite  dieser  Methode  dürfte  aus  dem  Vorstehenden  hinreichend  ersicht- 
lich sein;  nützlich  erscheint  es  aus  mancherlei  Gründen,  hier  noch  einmal 
die  Priorität  des- Verfassers  hinsichtlich  der  Imaginärprojection  zu  constatiren. 

Zur  Gonstruction  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  neun  gegebenen 
Punkten  werden  zunächst  projectivische  Punktinvolutionen  in  der  Ebene, 
sowie  die  durch  sie  bestimmten  Kegelschnittbttschel  herangezogen  und  mit 
ihrer  Hilfe  wird  die  Aufgabe  gelöst,  durch  acht  Punkte  zwei  beliebige 
Flächen  zweiter  Ordnung  zu  legen.  Die  Punkte  Q  der  gesuchten  Fläche 
liegen  dann  auf  Strahlen  durch  den  neunten,  P;  P  und  Q  sind  zugeordnete 
Punkte  in  der  durch  die  zwei  Schnittpunktepaare  mit  den  Hüfsflächen  be- 
stimmten Involution.  Die  mitgetheilte  Lösung  stinmit  im  Wesentlichen  mit 
der  von  Ghasles  auf  sein  Gorrespondenzprineip  gegründeten  überein. 

Die  Aufnahme  der  im  folgenden  Abschnitt  gegebenen  Theorie  der  Bell- 
eurven  erscheint  wohl  hauptsächlich  durch  die  Beziehung  dieser  Gurven  zu 
den  Projectionen  der  Schraubenlinie  geboten.    Man  kann  bekanntlich  dorefa 

*  Vielleicht  entschlieBst  sich  der  Sohn  des  Verfassers,  Herr  Dr.  H.  Wiener, 
seinen  Modellen  der  B*  noch  diesen  üebergangdfall  hinzuzufügen  und  noch  besser, 
auch  den  weiteren  der  Gurve  mit  Spitze.  ^  j 
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sehiefe  Projection  der  gemeinen  Behmabenlinie  auf  eine  Normalebene  snr 
Axe  ihres  Rotaiionscjlinders  alle  drei  Typen  der  Cjkloide  enengen.  Die 
allgemeine  Schranbenlinie  wird  als  geodätische  Linie  eines  beliebigen  ge« 
schloesenen  oder  offSenen  Cjlinders  definirt 

Sehr  lehrreich  ist  im  folgenden  Abschnitt  das  Gapitel  über  topogra- 
phische Flttehen  mit  der  beigegebenen  interessanten  Figor,  welche  ein  Terrain 
mit  Berggipfel,  Sattelpnnkt,  Binnelinie  oder  Thalweg  nnd  Wasserseheide 
darstellt;  alles  bestimmt  durch  Niveancorren  nnd  Angabe  der  Falllinien, 
welche  bei  den  Curvensystemen  in  orthogonaler  Projection  anf  die  Horizon- 
talebene zwei  Schaaren  von  gegenseitigen  orthogonalen  Tn^ectorien  sind« 
Aber  die  Schaaren  sind  nicht  yertanschbar,  wenn  sie  die  cotirten  Projec- 
tionen  einer  Bodenfliche  bedeuten  sollen.  Wtiirend  sioh  die  Niveaacmren 
um  den  Gipfel  in  geschlossenen  Ovalen  bewegen,  gehen  die  Falllinien  s&nmt- 
lieh  durch  diesen  Punkt,  im  Gipfel  selbst  nnbestimmt  werdend.  Beim  üeber- 
schreiten  desselben  nach  einer  bestimmten  Bichtnng  erhält  jedoch 
die  zugehörige  Falllinie  einen  Wendepunkt  Anf  weiter  dargelegte  inter- 
essante Eigenschafton  der  verschiedenen  Gurren,  namentlich  die  ihnen  durch 
meteorologische  Einflösse  yerliehene  Prägung  kann  hier  nur  aufinerksam 
gemacht  werden. 

Die  Eigenschaften  der  HttUflächen  werden  an  dem  Beispiele  der  Ser- 
pentine auseinandergesetzt. 

Bis  jetzt  wurde  die  Untersuchung  der  algebraischen  Flächen  rein  geo- 
metrisch geführt.  Bei  der  Theorie  der  windschiefen  Flächen  werden  Sätze 
über  die  Durohschnittscurve  zweier  Flächen  m^  und  n***  Ordnung  und 
andere  nothwendige  Dinge  ans  der  analytischen  Geometrie  herllbergenommen, 
mit  deren  Hilfe  dann  wichtige  Zahlen  fOr  Begelfläohen«,  wie  ihre  Ordnung 
aus  den  Ordnungen  ihrer  als  gegeben  gedachten  drei  Leitcurren,  ermittelt 
werden«  unter  den  Beispielen  Tcrdient  besonders  die  Behandlung  der  Begel- 
fläehen  dritten  Grades,  erzeugt  auf  den  Terschiedenen  projeotiyischen  Wegen, 
hervorgehoben  zu  werden.  Der  Schnitt  einer  solchen  Fläche  mit  einer,  ihre 
Doppelgerade  als  Erzeugende  enthaltenden  Fläche  zweiter  Ordnung  führt 
auf  die  Baumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Art,  die  hier  zum  ersten  Male 
constructiv  behandelt  wird.  Auch  die  unterschiede  der  beiden  Arten  dieser 
Curven  gelangen  zur  gründlichen  Darlegung. 

Bei  der  Bestimmung  der  Schattengrenze  der  windschiefen  Schrauben- 
fläcbe  wird  das  allgemeine  Verfahren  durch  Anwendung  der  kinematisch- 
geometrischen Methode  Burmester's  vereinÜEtcht.  Das  ganze  Gapitel  zeichnet 
sich  durch  ungemeine  Reichhaltigkeit  aus. 

Durch  die  Hereinziehung  der  Erümmungstheorie  in  den  Bahmen  des 
Buches  unterscheidet  sich  dasselbe  vortheilhaft  von  vielen  anderen.  Aus  den 
entwickelten  Lehren  wird  Nutzen  gezogen  fOr  die  Schattenconstruction,  ge- 
legentiich  der  Bestimmung  der  Tangente  der  Eigenschattengrenze.  Auch  die 
Grenzpunkte  dieser  Curve,  d.  h.  diejenigen,  in  denen  die  Tangente  mit  dem 
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Idohtstrahl  sosammenföllt,  der  dann  die  eine  Asymptote  der  Dnpin'schea 
Indicatrix  ist»  werden  mit  Hilfe  einer  fehlerzeigenden  Cnrye  bestimmt.  Zur 
Bestimmnng  der  Tangente  überhanpt  dient  der  Dupin'sche  Sats:  Ist  einer 
Flftche  F  eine  abwickelbare  Flftche  nmschrieben,  so  sind  in  einem  Punkte 
P  der  Berühnmgscnrre  k  deren  Tangente  i  und  die  Erzeagende  e  der  ab- 
wickelbaren Flftche  zwei  coigugirte  Tangenten  der  F  and  ungleich  zwei  con- 
jagirte  Darchmesser  der  Indicatrix  der  F  in  P.  —  Es  wird  daraaf  hin- 
gewiesen,  dass  im  Falle  eines  parabolischen  Panktes  der  Flftche  die  Tangente 
der  Schattengrenze  stets  die  Bichtnng  der  vereinigten  Haapttangenten  der 
Flftche  hat.  Eine  besondere  üntersachang  wird  erforderlich  —  wie  wir  uns 
hinzozofttgen  erlaaben  — ,  wenn  der  Lichtstrahl  selbst  diese  Biohtong  besitzt 
Dann  erhftlt  die  Schattengrenze  einen  Doppelpankt  and  die  beiden  drei- 
panktig  berührenden  Tangenten  des  Doppelpanktee  trennen  den  laehtstnhl 
and  die  Tangente  der  parabolischen  Cnnre  harmonisdi,  —  and  omgekehrt, 
hat  die  Schattengrenze  einen  Doppelpankt  (der  natfirlich  aach  isolirt  sein 
kann),  so  ist  dieser  stets  ein  Punkt  der  parabolischen  Carre. 

Den  Bchluss  bildet  eine  sehr  elegante  Behandlang  der  Erfimmangs- 
linien  der  Flachen  zweiter  Ordnung;  ihre  Projectionen  Yon  einem  Pol  einer 
Haaptebene  aaf  diese  sind  Kegelschnitte  einer  Schaar,  deren  Basisgende 
die  Projectionen  der  Tangentenebenen  in  vier  Nabelpankten  sind.  Man  darf 
hier  von  der  ,,Projection  einer  Ebene **  reden,  da  die  in  Betracht  kommen- 
den durch  das  Centram  der  Projection  gehen.  Die  imaginftren  der  16  Nabd- 
punkte  können  hierbei  in  derselben  Weise  benutzt  werden,  wie  die  reellen. 

Der  letzte  Abschnitt  bezieht  sich  auf  die  Abbildung  knunmer  Flftcfaen 
in  axonometrischer,  schiefer  und  Gentralprojection,  vielfach  unter  Angabe 
der  Beleuchtung  und  der  Spiegelung.  Auf  Grundlage  der  Wallaston- 
schen  Untersuchungen  werden  die  merkwürdigen  ümstibide,  welche  bei  Fest- 
stellung der  Richtung  des  menschlichen  Blickes  zu  berftckaiehtigen  sind, 
analjsirt;  insbesondere  wird  das  Factum  erklftrt,  dass  der  Blick  eines  Por- 
traits  fOr  jede  Stellung  des  Beschauers  auf  diesen  gerichtet  ist,  wenn  er  es 
für  eine  einzige  ist 

Beliefperspectivisch  werden  zum  Schlüsse  die  Flftchen  zweiter  Ordnung 
behandelt. 

In  dem  vorliegenden  Werke  hat  der  Herr  Verfasser  dem  mathematisch- 
technischen  Publicum  die  wShrend  einer  langjährigen  Thätigkeit  gesammel- 
ten Schätze  bescheert  und  sich  Anspruch  auf  hohen  Dank  erworben.  Nar 
eine  vielfoche  Erprobung  im  Hör-  und  Constructionssaale  kann  auch  den 
Methoden  eine  solche  Oereiftbeit  verleihen,  wie  sie  jede  Zeile  des  Baches 
bekundet. 

Hannover.  G.  Bodknbsko. 
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Dr.  L.  BuBMBSTBB,  Lehrbuch  der  Kinomatik.  Erster  Band:  Die  ebene 
Bewegung.  XX  and  941  S.,  nebst  einem  Atlas  von  57  lithogra- 
phirten  Tafeln.    Leipzig  1888,  Verlag  von  Arthur  Felix. 

Das  vorliegende,  h^bst  bedeutende  Werk  ist  das  erste  volistftndige, 
auf  der  HOhe  wissenschafUicber  Forschung  stehende  Lehrbuch  der  Kinematik 
und  erfordert  deshalb  eine  ausführliche  Besprechung. 

Mit  Ampdre,  dem  SchOpfer  dieses  Begriffes,  versteht  der  Verfasser 
unter  Kinematik  die  geometrische  Bewegungslehre  sammt  ihrer  Anwendung 
auf  die  Maschinen.  Wfthrend  jedoch  in  den  bisherigen  Lehrbüchern,  von 
Willis  bis  Beuleauz,  bald  die  theoretische,  bald  die  praktische  Seite 
einseitig  betont  wurde,  besteht  das  vom  Verfasser  angestrebte  und,  wie  mir 
scheint,  auch  erreichte  Ziel  in  der  harmonischen  Vereinigung  von  Theorie 
und  Praxis.  Bei  klarer,  leicht  verständlicher  Darstellung  sind  die  Entwicke- 
Inngen  so  elementar  als  möglich  gehalten:  es  werden  im  Wesentlichen  nur 
die  Hilfemittel  der  reinen  Geometrie  (einschliesslich  der  Elemente  der  pro- 
jectiven  Geometrie)  nebst  dem  Begriff  des  unendlich  Kleinen  benützt. 

Gehen  wir  nun  auf  den  Ldhalt  genauer  ein.  Nachdem  eine  geschicht- 
liche Einleitung  und  ein  ausfOhrlicher  Quellen-  und  Literaturnachweis,  der 
durch  zahlreiche  spätere  Anmerkungen  noch  vervollständigt  wird,  voraus- 
gegangen sind,  handelt  der  erste  Abschnitt  (S.  11  — 184)  von  den 
grundlegenden  Beziehungen  der  Bewegung.  Es  werden  zuerst  in 
der  üblichen  Weise  die  Begriffe  Geschwindigkeit,  Geschwindigkeits*  und 
Wegdiagramm  erklärt  und  sodann  die  geometrische  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  Geschwindigkeiten  gelehrt,  wobei  auch  der  geometrischen 
Addition  von  Strecken  Erwähnung  geschieht  Hierauf  wird  die  Bewegung 
eines  starren  ebenen  Systems  untersucht.  Die  Betrachtung  zweier  Sjstem- 
lagen  führt  zum  Begriff  des  Poles  mit  den  bekannten  Anwendungen  auf 
das  Ziehen  von  Normalen  an  die  Bahncurven  und  Hüllbahncurven  (d.  h. 
die  Curven,  die  von  den  verschiedenen  Lagen  der  Curven  des  bewegten 
Systems  umhüllt  werden).  Für  die  Geschwindigkeiten  einer  starren  Geraden 
und  eines  ebenen  Systems  werden  grundlegende  Sätze  aufgestellt.  Bei  dem 
Satze:  „Die  senkrechten  Projectionen  von  den  Geschwindigkeiten  der  Punkte 
einer  bewegten  starren  Geraden  auf  diese  Gerade  sind  in  jedem  Augenblicke 
von  gleicher  Grösse^  hätte  ich  die  Angabe  des  ersten  Entdeckers  (B6sal?)' 
gewünscht.  Es  folgt  die  Erklärung  der  Begriffe  Krümmungskreis,  Krüm- 
mungshalbmesser u.  8.  w.,  Evolute.  Leider  wiederholt  hier  der  Verfasser 
die  allerdings  hergebrachte  und,  wie  es  scheint,  schwer  auszurottende  irrige 
Behauptung,  eine  Curvenstelle  mit  unendlich  fernem  Krümmungsmittelpunkt 
sei  eine  Wendestelle,  und  wenn  der  ELrümmungsmittelpunkt  auf  der  Curve 
sich  befinde,  so  liege  ein  Bückkehrpunkt  vor,  während  doch  in  Wahrheit 
ein  Wendepunkt  auch  den  Krümmungshalbmesser  Null  und  ein  Bückkehr- 
puiikt  den  Krümmungshalbmesser  Unendlich  (ein  Bückkehrpunkt  zweiter 
Art   sogar  endlichen,   von  Null  verschiedenen  Ejrümmungshalbmesser)  be-     j 
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Biizen  kann,  überhaupt  das  Auftreten  der  Krümmung  Null  oder  unendlich 
bei  jeder  der  vier  Hauptformen  von  Currenstellen  möglich  ist. 

Es  wird  zur  Betrachtung  dreier  unendlich  nahen  Lagen  eines  ebenen 
Systems  übergegangen.  Jede  Bewegung  eines  solchen  Systems  in  seiner 
Ebene  kann  auf  das  Gleiten  zweier  Curven  f  und  {  des  bewegten  Systems 
auf  zwei  Curven  q>  und  l  des  festen  Systems  zurückgeführt  werden.  Seien 
nun  beziehentlich  F^  L^  O^  A  die  Erümmungsmittelpunkte  jener  Gurren 
für  die  betreffenden  Gleitstellen,  so  zeigt  der  Verfasser:  Die  Bewegung  des 
ebenen  Systems  aus  einer  Lage  in  zwei  unendlich  nahe  folgende  Lagen  kann 
auch  hervorgebracht  werden  durch  die  Bewegung  der  als  Systempunkte 
betrachteten  Punkte 'F,  L  auf  den  um  die  festen  Punkte  (2>,  A  beschriebe- 
nen Kreisen,  oder  mit  anderen  Worten,  durch  die  Bewegung  der  als  System- 
strecke betrachteten  Koppel  FL  des  durch  die  vier  Krümmungsmittelpunkte 
Ff  Lt  O^  A  gebildeten  Gelenkviereqks.  Diese  Vorstellung  erweist  sich  sp&ter 
als  nützlich.  Es  folgt  die  Ableitung  des  fundamentalen  Satzes,  dass  jede 
Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  einer  festen  Ebene  auf  das 
Bollen  einer  dem  bewegten  System  angehürigen  Gurve  (Polcurve)  auf  einer 
festen  Gurve  (der  Polbahn)  zurückgeführt  werden  kann.  Vertauscht  man 
diese  Gurven,  so  erhält  man  die  Umkehrung  der  ursprünglichen  Bewegung. 
Die  fundamentale  Bedeutung  des  Begriffs  der  Umkehrung  einer  Bewegung 
hatte  bereits  Ghasles  erkannt«  Wie  mir  scheint,  kann  man  es  nur  bil- 
ligen, dass  der  Ver&sser  die  bisher  üblichen  Bezeichnungen  Polcurve  und 
Polbahn  beibehalten  hat,  trotzdem  Beuleaux  für  beide  die  Benennung 
Polciprve. gebraucht  wissen  wollte.  Allerdings  besteht  zwischen  beiden  Gur- 
ven  kein  principieller  Unterschied,  indem  bei  der  Umkehrung  der  g^ebenen 
Bewegung  die  eine  an  Stelle  der  andern  tritt  Diesem  Umstände  ist  aber 
dadurch  genügend  Bechnung  getragen  worden,  dass  der  Verfasser  beide 
Gurven  gemeinschaftlich  BoUcurven  nennt,  w&hrend  andererseits  eine  Unter- 
scheidung unerlässlich  ist.  Nachdem  noch  bewiesen  worden  ist,  dass  die 
BoUcurven  die  beiden  einzigen  Gurven  sind^  welche  bei  der  gegenseitigen 
Bewegung  zweier  starren  ebenen  Systeme  beständig  aufeinander  rollen, 
werden  einige  wichtige  specielle  Bewegungen  vorläufig  untorsucht,  z.  B.  die 
elliptische  Bewegung  und  ihre  Umkehrung,  die  cardioidisohe  Bewegung. 
Unter  den  Ergebnissen  der  nun  folgenden  Untersuchungen  über  die  gegen- 
seitige Bewegung  dreier  ebenen  Systeme  hebe  ich  den  Satz  hervor:  Während 
eines  Zeitelementes  kann  die  Bewegung  zweier  ebenen  Systeme  S^  und  S^ 
in  einem  dritten  8^  durch  ein  Gelenkviereck  bewirkt  werden,  welches  ge- 
bildet wird  durch  die  Pole  Pj,,  Pjg  und  durch  zwei  bez.  den  Systemen 
8^  und  8^  angehOrige  beliebige  Punkte,  deren  Verbindungslinie  durch  den 
Pol  P99  geht  Es  werden  jetzt  Gonstructionen  für  die  Gresohwindigkeit  des 
Schnittpunktes  zweier  bewegten  Gurven  abgeleitet,  worunter  diejenige  mit- 
tels der  Pole  besonders  bemerkenswerth  ist,  und  Anwendungen  auf  Tan- 
genten- und  Normalenoonstructionen  gemacht     Bezüglich  der  in  Fig.  ÖO 
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dargestellten  Construetionen  sei  die  Bemerkung  gestattet,  dass  dieselbe  in 
einem  sehr  allgemeinen  Verfahren  von  Wiener  (s.  dessen  Darstellende 
Geometrie,  Bd.  I  8.  170)  enthalten  ist 

Als  unmittelbare  Folge  früherer  S&tze  ergiebt  sich  die  bekannte  wich- 
tige Bobillier^sche  Construction  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Bell- 
caryen  aus  den  Krtlmmungsmittelpunkten  zweier  Bjstemcurven  und  den 
zugehörigen  Krttmmungsmittelpunkten  ihrer  Httllbahnen,  Hierauf  werden 
einige  elegante  Constructionen  fCü:  die  Geschwindigkeiten  bei  einer  bewegten 
Geraden,  sowie  für  den  Berührungspunkt  derselben  mit  ihrer  Hüllbahn  ent- 
wickelt Nebenbei  ergiebt  sich  eine  neue  sehr  einfache  Construction  für 
den  Erümmungsmittelpunkt  der  VerfolguagscurYe.  An  einer  grossen  Zahl 
von  Beispielen  wird  nun,  als  Anwendung  des  Vorhergehenden,  die  Con- 
struction der  Tangenten  und  Normalen  yermittelst  Geschwindigkeiten  gezeigt. 
Wir  finden  elegante  Tangentenconstructionen  u.  A.  für  das  Cartesische  und 
Cassini'sche  Oval  (oder  eigentlich  für  zwei  sehr  allgemeine  Gattungen  von 
Curven,  deren  einfachste  Vertreter  die  genannten  sind),  für  die  magneti- 
schen Curven,  die  FocaJcurven,  für  die  vom  Verfasser  sogenannte  Eranioide 
(sie  kommt  bei  Schattenconstructionen  an  SchraubeniSfichen  vor)  und  die  als 
besonderer  Fall  derselben  erscheinende  Capricomoide. 

Untersuchungen  über  die  Momentanbewegung  eines  Gelenkvielecks  und 
eines  veränderlichen  Dreiecks,  sowie  über  iu  gewisser  Weise  veränderliche 
Punktgruppen  auf  einer  Geraden  schliessen  sieh  an  und  es  werden  daraas 
zum  Theil  bekannte  Constructionen  für  die  Erümmungsmittelpunkte  ver- 
schiedener Curven,  z.  B.  der  Kegelschnitte  und  der  cy kuschen  Curven  ab- 
geleitet Der  Schluss  des  ersten  Abschnittes  ist  der  Untersuchung  der  Be- 
ziehungen zwischen  den  Erümmongsmittelpunkten  der  Systemcurven  und  der 
von  ihnen  erzeugten  Hüllbahnen  gewidmet.  Die  zur  momentanen  Berüh- 
rungsstelle einer  Systemcurve  und  ihrer  Hüllbahn  gehörigen  Krümmungs- 
mittelpunkte  beider  werden  entsprechend  genannt  Es  wird  zuerst  der  von 
den  früheren  Autoren  unterlassene  Beweis  erbracht,  dass  durch  zwei  ent- 
sprechende Erümmungsmittelpunkte  und  die  Polbahntangente  ein  Aequiva- 
lent  für  drei  unendlich  nahe  Sjstemlagen  gebildet,  also  auch  das  ganze 
System  entsprechender  Erümmungsmittelpunkte  bestimmt  wird.  Es  folgen 
die  sogenannten  B  ob  i  liier 'sehen  Constructionen  in  neuer  Ableitung.  Die 
zwischen  dem  festen  und  bewegten  System  durch  die  Paare  entsprechender 
Erümmungsmittelpunkte  hergestellte  quadratische  Verwandtschaft  wird  ein- 
gehend imtersucht  Es  ergeben  sieh  sodann  die  bekannten  BegrifiEe  Wende- 
kreis und  Rückkehrkreis,  für  welche  der  Verfasser  die  Bezeichnung  De  la 
Hire'sche  Ereise  einführt.  Gelegentlich  einiger  auf  diese  Ereise  bezüg- 
lichen Constructionen  wird  auch  die  fälschlicherweise  gewöhnlich  nach  Sa- 
vary  benannte;  aber  von  Euler  herrührende  Formel  abgeleitet,  welche 
bisher  bei  einschlägigen  Untersuchungen  gewöhnlich  als  Ausgangspunkt 
diente.    Einige  Anwendungen  auf  die  Construction  der  Erümmungsmittel- 
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punkte  für  FnsspunktscurTen,  Kegelschnitte  and  katakanstische  Gurven  bilden 
den  Schlass.  Was  flbrigens  die  in  Art.  50  auf  neue  Art  hergeleitete  Grflb- 
1er 'sehe  Construction  fOr  die  Erfimmungsmittelpunkte  der  Bollcurren  aus 
Ewei  Paaren  entsprechender  ErOmmungsmittelpunkte  betrifft,  so  hat  sich  der 
Verfasser  durch  Grtlbler  yerleiten  lassen,  ihr  allgemeine  Oiltigkeit  zuzu- 
schreiben. Thatsftchlich  aber  ist  die  betreffende  Aufgabe  im  Allgemeinen 
nicht  lösbar,  da  die  Erfimmungsmittelpunkte  der  Bollcurven  erst  durch  vier 
unendlich  nahe  Sjstemlagen  bestimmt  sind,  ^rahrend  zwei  Paare  entspre- 
chender Erttmmungsmittelpunkte  nur  drei  unendlich  nahe  Lagen  vertreten 
können. 

Der  zweite  Abschnitt  (8.  134 — 173)  enthSlt  eine  sehr  eingehende 
Untersuchung  der  cyklischen  Curyen.  Dieselben  werden  als  die  Bahnen 
der  Punkte  eines  Systems  definirt,  das  in  einem  zweiten  beweglichen  System 
sich  gleichmSssig  um  einen  Punkt  dreht,  während  das  zweite  System  selbst 
um  einen  Punkt  des  ruhenden  gedreht  wird.  Die  Bollcurven  erweisen  sich 
bei  dieser  Bewegung  als  Kreise,  womit  man  die  gewöhnliche  Definition  der 
cyklischen  Gurven  erhttlt  Aus  der  ersten  Definition  folgt  mit  Leichtigkeit 
der  Satz:  Jede  cyklische  Curve  kann  mittels  Bollen  durch  zwei  verschiedene 
Ereispaare  erzeugt  werden.  Wir  erfahren,  dass  diese  doppelte  Erzeugungs- 
weise allgemein  zuerst  von  Bellermann  (1867)  erkannt  wurde.  Neuerem 
Oebrauche  gem&ss  nennt  der  Verfasser  die  bei  endlichen  SoUkreisen  erzeug- 
ten Gurven  Trochoiden.  Dieselben  werden  im  Anschluss  an  Wiener  in 
verschlungene,  gestreckte  und  gespitzte  Epi-  und  Hypotrochoiden  eingetheüt. 
(Durch  die  Entdeckung  der  doppelten  Erzeugungsweise  war  die  frflhere 
Eintheilung  hinflfllig  geworden.)  Die  gespitzten  Trochoiden  sind  mit  den 
Epi-  resp.  Hypocykloiden  identisch.  Als  besondere  Fftlle  erscheinen  die 
eigentlichen  Gykloiden  und  die  Ereisevolventen  (im  allgemeineren  Sinne), 
zu  welchen  auch  die  archimedische  Spirale  gehört.  Wir  finden  weiter  Gon- 
structionen  für  die  Erttmmungsmittelpunkte  und  die  Wendepunkte  der  cyk- 
lischen Gurven  nebst  einer  ausftihrlichen  Anleitung  zu  ihrer  zeichnerischen 
Darstellung.  Nebenbei  werden  die  Pascarschen  Gurven  als  specielle  Epi- 
trochoiden  nachgewiesen.  Als  Evolute  einer  gespitzten  Trochoide  wird  eine 
dazugehörige  fthnliche  Trochoide  gefunden,  womit  die  schon  Newton  bekannte 
Bectification  dieser  Gurven  geleistet  ist.  Den  Schluss  des  zweiten  Abschnittes 
bildet  eine  sehr  interessante  und  ergebnissreiche  Untersuchung  Aber  die 
Erzeugung  der  Trochoiden  durch  ein  affin -verftnderliches  System,  wobei 
folgender  Satz  die  Grundlage  bildet:  Drehen  sich  zwei  Punkte  eines  afBn- 
verftnderlichen  Systems  um  einen  festen  Punkt  desselben  derart,  dass  ihre 
Drehungen  proportional  sind,  so  beschreiben  alle  Punkte  dieses  Systems 
Trochoiden. 

Der  dritte  und  vierte  Abschnitt  (S.  173—229  und  229—256) 
sind  den  Anwendungen  der  vorher  entwickelten  Hilfsmittel  auf  die  Ver- 
zahnung der  Stirnrftder  resp.  auf  die  Gestaltung  der  sog.  Eapsel- 
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rttderwerke,  die  als  Ventilatoren,  Pnmpen,  Motoren  und  Wassermesser 
dienen,  gewidmet.  AUgemeineree  Interesse  beanspracht  die  Einleitang  nun 
dritten  Abschnitt,  welche  sich  n.  A.  mit  der  Constmction  der  Bahnen  nnd 
HttUbahnen  bei  einer  durch  ihre  graphisch  gegebenen  BoUcnryen  bestimm- 
ten Bewegong  befasst. 

Mehr  theoretischer  nnd  vorbereitender  Natnr  ist  wieder  der  fünfte 
Abschnitt  (S.  256 -~ 283),  welcher  von  der  Stütsnng  nnd  zwang- 
länfigen  Bewegung  der  Gebilde  in  der  Ebene  handelt.  Nachdem  die 
geometrischen  Bedingungen  festgestellt  worden  sind,  unter  welchen  die 
Bewegung  eines  widerstandsfllhigen  ebenen  Oebildes  entweder  verhindert 
oder  SU  einer  zwangläufigen  gemacht  wird,  werden  die  Begriffe  kinemati- 
sches Elementenpaar  und  Gliederpaar,  Mechanismus  (von  Beuleaux  „kine- 
matische Eette^  genannt)  und  (betriebe  erklärt.  Auch  wird  die  Benützung 
„  fügsamer  **  (d.  h.  biegsamer  und  bildsamer)  Körper  zur  üebertragung  der 
Bewegungen  erörtert. 

Es  folgt  im  sechsten  und  siebenten  Abschnitte  (8.  283 — 417 
und  417—560)  eine  sehr  ausführliche  und  allseitige  Untersuchung  zahl- 
reicher einfacher  und  zusammengesetzter  Mechanismen  mit  steter 
Berücksichtigung  ihrer  Anwendungen  in  der  Praxis.  Mit  dem  Kurbelgetriebe 
(welches  durch  Feststellung  eines  Gliedes  aus  einem  Gelenkviereck  entsteht) 
und  seinen  Abarten  beginnend,  behandelt  der  Verfasser  ausserdem  im  sechs- 
ten Abschnitte  die  einfachen  Mechanismen  mit  Curvenfllhrung,  die  unrunden 
Bäder,  die  einfachen  Mechanismen  mit  Bandtrieb  (Riemenscheiben,  Konen 
u.  s.  w.)  und  femer  im  siebenten  Abschnitte  nach  einigen  allgemeinen  Be- 
trachtungen den  Watt'schen,*  den  Stephenson'schen,  den  „Dreispann*- 
Mechanismus  und  specielle  Arten  derselben,  dann  Räderwerke  und  räder- 
lenkige  Mechanismen,  sowie  zusammengesetzte  Mechanismen  mit  Bandtrieb. 

Von  grossem  Interesse  fEbr  den  Geometer  ist  der  achte  Abschnitt 
(8.560 — 599)  über  geführte  und  übergeschlossene  Mechanismen. 
Wir  lernen  nächst  dem  gewöhnlichen  Pantographen  oder  Storchschnabel  in  ver- 
schiedenen Formen  die  Sjlvester'sche  Verallgemeinerung  desselben  kennen 
and  hierauf  den  aus  einem  gelenkigen  Antiparallelogramm  bestehenden 
Hart 'sehen  Inversor,  welcher  dazu  dienen  kann,  zu  einer  Figur  eine  inverse, 
d.  h.  ihr  nach  der  Methode  der  reciproken  Radien  verwandte  zu  zeichnen. 
Es  können  daraus  u.  A.  Gelenkmechanismen  zur  Erzeugung  von  Kegel- 
schnitten, Fusspunktscurven  der  Parabel,  Cissoiden  und  Strophoiden  ab- 
geleitet werden.  Eine  Verallgemeinerung  des  Hart'schen  ist  der  quadru- 
plane  Inversor  von  Sylvester  und  Kempe.  Es  folgt  noch  der  Peau- 
ce  liier 'sehe  Inversor,  welcher  zwar  früher  bekannt  war,  jedoch  weniger 
einfach  ist,  als  der  von  Hart  Es  schliesst  sich  die  Betrachtung  der  von 
Sylvester  und  Anderen  angegebenen  Mechanismen  an,  die  aus  einer  Ver- 
allgemeinemng  des  Peaucelli  er 'sehen  hervorgegangen  sind  und  durch 
welche   verschiedene  gesetzmässige  Bewegungsübertragungen  bewerl 
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werden  können.  Bei  den  mehrfach  geführten  Bewegongsmechanismen  h&tte 
ich  die  Erwähnang  des  Haue  kuschen  Perspektographen  gewünscht.  Die 
übergesohlossenen  Mechanismen  werden  nach  Ansicht  des  Verfassers  in  Zu- 
kunft ein  ergiebiges  Feld  der  kinematisch  »geometrischen  Forschung  bildeai. 

Der  neunte  Abschnitt  (8.599  —  664)  behandelt  die  Mechanis- 
men für  angenäherte  Oeradführnng.  Die  Möglichkeit,  genaue 
OeradfühnuLgen  durch  Gelenkmechanismen  herzustellen,  wurde  bezweifelt, 
bis  die  Geradführungen  Ton  Peaucellier,  Hart  und  Eempe  erschienen. 
Die  Praxis  begnügt  sich  jedoch  mit  den  einfachen  angenSherten  Gezad- 
führungen,  bei  welchen  ein  Stück  der  Bahn  des  geführten  Punktes  sich 
einer  Geraden  sehr  anschmiegt.  Behufs  Gewinnung  einer  sichern  geometri- 
schen Grundlage  für  die  Construction  derartiger  Mechanismen  betrachtet  der 
Verfasser  nacheinander  drei«  vier  und  fünf  verschiedene  Lagen  eines  beweg- 
ten starren  ebenen  Systems  und  sucht  die  Sjstempunkte  auf,  deren  zu- 
gehörige Lagen  sich  auf  einer  Geraden  (allgemeiner  auf  einem  Kreise) 
befinden.  Die  Ergebnisse  dieser  Untersuchung  hatte  übrigens  der  Ver&sser 
schon  in  zwei  früheren  Arbeiten  auf  andere  Weise  entwickelt.  Auf  Grund 
derselben  werden  einfache  Constructionen  für  eine  möglichst  angenSherte 
Geradftthrung  mittels  des  Kurbelgetriebes  und  des  Watt 'sehen  Mechanismus 
abgeleitet. 

Im  zehnten  Abschnitt  (S.  664-^741)  werden  die  Mechanismen 
bewährter  Schiebersteuerungen  an  Dampfmaschinen  einer  gründ- 
lichen kinematischen  Untersuchung  unterworfen. 

Es  folgt  im  elften  Abschnitte  (S.741 — 859)  die  Lehre  von  den 
Beschleunigungen  nebst  Anwendungen  auf  die  Mechanismen. 

Nachdem  der  Verfasser  den  Begriff  Beschleunigung  in  strengster  Weise 
abgeleitet,  auch  die  Beschleunigungen  höherer  Ordnung ,  die  yerschiedenen 
Beschleunigungsdiagramme  und  Hodographen  erklärt  hat,  werden  einige 
durch  ihr  Beschlennigungsgesetz  definirte  Bewegungen  studirt,  nämlich  die 
Fall-  und  Wurfbewegung,  Centralbewegnng,  Planetenbewegung  und  har- 
monische Bewegung  (Projection  einer  gleichförmigen  Bewegung  im  Kreise). 
In  dem  Satze  yon  Coriolis  (betreffend  die  Beschleunigung  eines  Punktes, 
der  auf  ^uer  in  einem  festen  System  bewegten  Curre  sich  bewegt)  ersetzt 
der  Verfasser  den  bisher  gebräuchlichen  Ausdruck  „zusammengesetzte  Centri- 
petalbeschleunigung^  durch  den  allerdings  vorzuziehenden  „Zusatabeschlea- 
njgung*^.  Mittels  des  ebengenannten  Satzes  werden  für  eine  Reihe  zusam- 
mengesetzter Bewegungen  die  Beschleunigungen  construiri  Sodann  wird 
das  Bescbleunigungssjstem  der  Punkte  eines  starren  ebenen  Systems  ein- 
gehend untersucht.  Den  Ort  der  Punkte  ohne  Tangentialbesehleunigong 
nennt  der  Verfasser  „  Gleichenkreis ^,  weil  jene  Punkte  in  zwei  aufeinander- 
folgenden gleichen  Zeitelementen  gleiche  Wegelemente  durchlaufen.  An 
vielen  Beispielen  wird  die  constructive  Bestimmung  der  Beechleunigimgen 
bei  einfachen  und  zusammengesetzten  Mechanismen  gezeigt.    Der  folgende 
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hierbei  verwendete  Satz  yerdient  Erwfthimng:  Die  Endpunkte  der  Besehlen- 
nignngen  zweier  Punkte  eines  bewegten  starren  ebenen.  Systeme  sind  ent- 
spreehende  Punkte  zweier  affinen  Systeme,  in  denen  jene  Punkte ,  sowie  die 
Endpunkte  ihrer  Oe6ch?nndigkeiten  entsprechende  Punkte  sind  und  in  denen 
der  momentane  Wendepol  der  Doppelpunkt  ist 

Einen  interessanten  Ausblick  in  noch  wenig  erforschte  Oebiete  eröffnet 
der  zwölfte  Abschnitt  (S.  859 — 929)  ftber  die  Bewegung  gesetz- 
mftssig  veränderlicher  Systeme  in  der  Ebene.  Wie  in  früheren  Ar- 
beiten, bezeichnet  der  Verfasser  die  einzelnen  Zustitnde  des  bewegten  ver- 
änderlichen Systems  sehr  zweckmässig  als  dessen  Phasen.  Es  wird  zuerst 
der  (schon  1874  vom  Verfasser  aufgestellte)  fundamentale  Satz  abgeleitet: 
Die  von  einer  Systemcurve  erzeugte  Httllbahn  (d.  h.  die  Ourve»  welche  die 
verschiedenen  Phasen  der  Systemcurve  einhüllt)  httllt  auch  die  Bahnen  der 
einzelnen  Punkte  jener  Systemcurve  ein.  Sodann  überträgt  der  Verfasser 
eine  Beihe  von  Begriffen,  die  ursprünglich  ftlr  starre  Systeme  aufgestellt 
worden  sind ,  auf  beliebig  veränderliche  Systeme.  Er  nennt  z.  B;  jeden  sich 
selbst  entsprechenden  Punkt  zweier  unendlich  nahen  Phasen  einen  Pol  und 
dessen  geometrische  Orte  im  festen  und  bewegten  Systeme  Polbahn  resp. 
Polcurve.  Letztere  verändert  sich  natürlich  mit  dem  bewegten  Systeme. 
Jene  beiden  Curven  stehen  in  der  Beziehung,  dass  ihre  entsprechenden  Ele- 
mente im  Laufe  der  Bewegung  zur  Deckung  kommen.  Beim  starren  System 
ist  dies  der  Vorgang  des  Rollens  der  Polcurve  auf  der  Polbahn.  Die  Be- 
zeichnung „Bollen^  auch  auf  jene  allgemeinere  Beziehung  anzuwenden ,  wie 
es  der  Verfiuser  vorschlägt»  erscheint  mir  gewagt. 

Die  so  wichtige  ümkehrung  der  Bewegungen  wird  ebenfalls  für  ver- 
änderliche Systeme  definirt.  Es  folgt  dann  eine  an  geometrischen  Ergeb- 
nissen äusserst  reiche  Untersuchung  einiger  specieller  Bewegungen  ähnlich- 
veränderlicher  und  affin -veränderlicher  Systeme.  Zum  Sohluss  giebt  der 
Verfasser  eine  anziehende  Studie  über  das  (schon  früher  von  ihm  behan- 
delte) bifocal- veränderliche  System.  So  wird  ein  System  genannt,  in 
welchem  alle  Systempunkte  unveränderliche  Entfernungen  von  zwei  aus- 
gezeichneten Punkten  des  Systems,  den  Focalpunkten,  besitzen.  Neu  und 
überraschend  ist  die  darstellend -geometrische  Auffassung  der  bifocalen  Ver- 
wandtschaft. Es  wird  nämlich  gezeigt,  dass,  wenn  S^  und  8^  zwei  bifocal 
verwandte  Systeme  sind,  S^  also  der  Orundriss  und  ein  gewisses  zu  S^  ähn- 
liches System  als  der  Aufriss  eines  bestimmten  einschaligen  Hyperboloids 
betrachtet  werden  kann.  Auch  die  Beziehung  zwischen  irgend  einer  Phase 
eines  bifocal -veränderlichen  Systems  und  der  zugehörigen  Geschwindigkeits- 
phase wird  in  ähnlicher  Weise  räumlich  aufgefasst,  während  dies  für  die 
Beschleunigungsphase  nicht  gelingt 

Die  vorhergegangene  ausführliche  Inhaltsangabe  wird  die  Beichhaltig- 
keit  und  Ausführlichkeit  des  besprochenen  Werkes  erkennen  lassen.  Beson- 
ders rühmend  hervorzuheben  ist  noch  die  peinliche  Gewissenhaftigkeit,  welche 
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in  den  geschichtlichen  Anmerkongen  sn  Tage  tritt  nnd  sor  Berichtigang 
mancher  allgemein  verbreiteter  Irrthümer  gefOhrt  hat«  Dankenswerth  ist 
die  Beigabe  eines  alphabetischen  Namen«  nnd  Sachregisters,  welches  be- 
quemes Nachschlagen  ermöglicht.  Die  Figuren  sind  nach  Anlag»  nnd  Ans- 
ftihrung  geradezu  mustergütig;  die  Ausstattung  ist  gut  Zweifelloe  ist  das 
Werk  bestimmt,  einen  Anstoss  zu  vermehrtem  Schaffen  auf  dem  so  schönen 
Oebiete  der  Eonematik  zu  geben,  reichere  theoretische  Kenntnisse  in  die 
Kreise  der  Techniker  zu  tragen  und  andererseits  den  Theoretikern  eine 
bequeme  Einsicht  in  das  Wesen  und  die  Bedttrftiisse  der  Praxis  zu  gewfihreiL 
Hoffen  wir,  dass  diesem  ersten  Bande  der  zweite,  den  Bewegungen  im  Baum 
gewidmete  bald  und  in  gleicher  Vollendung  folgen  wird. 

Darmstadi  Pro£  Dr.  B.  Mehkks. 


Oei  Hypiikles  Schrift  Anaphorikoiy  nach  Ueberlieferung  und  Inhalt  kritisch 
behandelt  von  Dr.  Kabl  Makitius.  Osterprogramm  des  Gymnasiums 
snm  heiligen  Kreuz  in  Dresden.    21  8.    [1888.    PrOgr.  Nr.  501] 

Der  Anaphorikos,  d.h.  das  Buch  von  den  Aufgängen  des  Alezan- 
driners  Hypsikles,  ist  1667  in  Paris  im  Urtext,  sowie  in  lateinischer  üeber- 
setzung  gedruckt  worden,  seitdem  nicht  mehr.  Jene  Ausgabe  gehOrt  bereits 
seit  längerer  Zeit  zu  den  typographischen  Seltenheiten,  womit  freilich  so 
ziemlich  ihr  einziger  Vorzug  ausgesprochen  ist,  da  sie  die  deutlichsten 
Merkmale  mangelnden  Verständnisses  von  Seiten  des  Herausgebers  au&eigt 
Man  darf  daher  Herrn  Manitius  nur  dankbar  sein,  dass  er  eine  neue 
Ausgabe  wieder  in  griechischer  und  lateinischer  Sprache  veranstaltete.  Dass 
ein  Lehrer  derjenigen  Anstalt,  an  welcher  Fr.  Hultsch  als  Director  wirkt, 
die  Ausgabe  besorgte,  konnte  ja  bei  Jedem,  der  Herrn  Manitius  bisher 
nicht  kannte,  nur  das  günstigste  Vorurtheil  erwecken. 

Der  neue  griechische  Text  beruht  der  Hauptsache  nach  auf  einer  Hand- 
schrift aus  dem  XIV.  Jahrhundert,  welche  der  Ambrosianischen  Bibliotiiek 
in  Mailand  angehört.  Zum  Vergleiche  wurden  zwei  andere  HandschrifteQ 
der  gleichen  Bibliothek,  eine  Venetianische  und  eine  Wiener  Handschrift, 
endlich  die  auf  zwei  Pariser  Handschriften  beruhende  alte  Druckauggabe  bei- 
gezogen. 

Der  lateinische  Text  ist  selbst  von  geschichtlicher  Bedeutung.  Er  stammt 
aus  einer  Pariser  Handschrift,  welche  gegenwärtig  die  Bezeichnung  Cod. 
lat.  Paris.  9335  führt,  und  rührt  mit  an  Gewissheit  grenzender  Wahrsehfiin- 
lichkeit  von  Gerhard  von  Cremona  her,  der  ihn  im  Xu.  Jahrhundert 
jedenfalls  nicht  aus  dem  Urtexte,  sondern  aus  einer  arabischen  Bearbeitiiiig 
flbersetzte,  wenn  man  auch  nicht  weiss,  welche  Bearbeitung  er  benutite, 
ob  die  des  Ishak  ben  Horain,  verbessert  von  T&bit  ihn  Kurra,  oder 
die  des  Kustä  ihn  Lükä,  verbessert  von  Alkindi,  da  diese  arabisdien 
Texte  nicht  gedruckt  zum  Vergleich  vorhanden  sind. 
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Herr  Manitius  hat  aber  sich  nicht  damit  begnfigt»  die  neue  Aosgabe 
za  veranstalten,  er  hat  anch  Untersuchungen  über  den  Inhalt  der  Schrift 
angestellt  und  ist  dabei  zu  sehr  flberraschenden  Ergebnissen  gekommen.  Der 
Anaphorikos  beginnt  mit  drei  Sfttzen  Aber  arithmetische  Reihen,  welche  in 
jedem  Werke,  das  mit  der  Geschichte  griechischer  Mathematik  su  thun  hat, 
verglichen  werden  können.  Diese  Sätze,  jeden&lls  von  Hjpsikles  aus- 
gesprochen,  vielleicht  im  Zusammenhange  mit  der  bei  Diophant  erhaltenen 
Definition  des  Hypsikles  von  Vieleckszahlen,  sind  alsdann  astronomisch 
unrichtig  verwerthet,  so  dass  Herr  Manitius  Bedenken  trSgt,  hierfllr  auch 
Hjpsikles  die  Schuld  beizumessen.  Diese  Anwendung  verübte ^  nach  der 
Meinung  des  Herausgebers,  vielmehr  ein  vor  Hipparch,  also  vor  130 
V.  Chr.  lebender  Astrologe.  In  der  That  haben,  wie  aus  dem  dem  Pto- 
lemaeos  zugeschriebenen  Tetrabiblos  hervorgeht,  ältere  Sterndeuter  arith- 
metische Seihen  bequemer  Rechnung  halber  missbraucht.  Herr  Manitius 
ist  geneigt,  darin  altägyptisches  Erbe  zu  erkennen. 

Wir  selbst  sind  mit  eingehenden  Kenntnissen  über  die  Geschichte  der 
Astrologie  zu  wenig  ausgerüstet,  um  hier  mehr  als  nur  berichtend  aufzu- 
treten. Es  hat  also  nur  die  Bedeutung  ganz  persönlicher  Meinung,  wenn 
wir  uns  weniger  an  Aegyptisches  als  an  Babylonisches  erinnert  fühlen« 
Wir  denken  dabei  ebensowohl  an  den  Ausspruch  des  Theon  von  Smyrna 
(ed.  Hiller,  p.  177  lin.  9 — 20),  der  gerade  den  Babyloniem  die  rechnenden 
Methoden  als  Erfindung  zuweist,  als  an  die  aus  Babylon  viel£ftch  bekannten, 
das  ganze  Gebiet  der  Yoraussagungen  betreffenden  Thatsachen,  als  insbeson- 
dere an  eine  Anwendung  arithmetischer  und  geometrischer  Reihen  zum 
Zwecke  der  Bestimmung  der  Grösse  der  jeweils  leuchtenden  Mondfläohe. 
(Vorles.  Gesch.  d.  Mathem.  I,  R2.)  Cantob. 


Euelidis  opera  omnia  ediderunt  J.  L.  Heibbbo  et  H.  Mbngb.    Eudidis  de- 
menta  edidit  J«  L.  Heibbbo,  Dr«  phil.   Vol.  Y  continens  Elementorum 
qui  feruntur  libros  XIY  et  XY  et  Scholia  in  Elementa  cum  Prolego- 
menis  criticis  et  Appendicibus.    CXIII,  738  pag.    Lipsiae  in  aedibus 
B.  6.  Teubneri.    MDCCCLXXXYm. 
Im  XXXn.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit  Abth.  S.  57,  haben  wir  das 
Erscheinen  der  Euklidischen  Elemente  in  der  durch  Herrn  Heiberg  besorg- 
ten Ausgabe  als  vollendet  angezeigt   Wenn  wir  heute  berichten,  es  sei  noch 
ein  5.  Band  des  genannten  Werkes  der  Oefientlichkeit  übergeben,  so  befinden 
wir  uns  nur  in  scheinbarem  Widerspruche  gegen  unsere  damalige  Aussage* 
Der  neue  statUiohe  Band  gehOrt  zu  den  Elementen,  bUdet  aber  keinen  Theil 
derselben.    Seinen  Inhalt  bilden  eine  stattliche  Yorrede,  welche  im  I.Bande 
der  neuen  Ausgabe  für  den  4.  Band  in  Aussicht  gestellt  diesem,  der  be- 
kanntlich früher  als  der  3.  Band  die  Presse  verliess,  nicht  beigegeben  wer- 
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den  konnte,  dann  jene  beiden  Bücher,  denen  man  lange  fölschlich  den  Namen 
des  XIV.  und  XY.  Buches  der  Blemente  beilegte,  während  das  erstere 
Hjpsikles  von  Alexandria,  das  zweite  nach  Herrn  Heiberg's  wobl- 
begründeter  Meinung  einem  Schüler  des  Baumeisters  Isidor  von  Milet 
angehört,  endlich  Soholien  zu  sfimmtlichen  Büchern  der  Elemente« 

Ueber  jene  sogenannten  XtV.  und  XV.  Bücher  dürfen  wir  rasch  hin- 
weggehen« Die  Art  ihrer  Herausgabe  ist  die  gleiche  wie  die  der  andonn 
Bücher.  Griechischer  Text  und  lateinische  üebersetzung  sind  jener  auf  den 
geraden,  diese  auf  den  ungeraden  Seiten  nebeneinander  abgedruckt,  mit  der 
gewohnten  Zugabe  von  Varianten  und  wenigen  Anmerkungen. 

Die  Schollen,  668  Druckseiten  füllend,  wovon  150  Seiten  zum  I.  Buche 
der  Elemente  gehören,  werden  genauem  Studium  voraussichtlich  Ergebnisse 
gewähren.  Sind  doch  die  Scholien  des  Proklus  nur  zum  I.  Buche  vor- 
handen und,  soweit  wir  bei  raschem  Vergleiche  uns  überzeugen  konnten, 
in  dem  hier  Abgedruckten  reichlich  verwerthet;  man  darf  daher  hoffen,  dass 
fthnlicherweise  die  Scholien  zu  den  anderen  Büchern,  mögen  sie  auch  erst 
mit  den  Handschriften,  in  welchen  sie  sich  finden,  gleichaltrig  sein,  ältere 
und  damit  geschichtlich  brauchbarere  Vorarbeiten  benutzt  haben  werden. 
Leider  ist  es  (Gewohnheit,  die  Scholien  ohne  üebersetzung  zu  drucken,  und 
da  auch  jeder  Index  (Namensverzeiohniss  wie  Wortverzeichniss)  noch  fehlt, 
so  war  es  uns  nicht  möglich,  jene  griechischen  Scholien  jetzt  schon  aof 
ihren  Inhalt  zu  prüfen,  während  wir  doch  die  Ankündigung  des  Bandes 
nicht  allzuspät  erscheinen  zu  lassen  wünschten. 

Die  Vorrede  giebt  auf  7  Druckbogen  Auskunft  über  Altes  una  Neues, 
was  auf  Ausgaben  der  Elemente  sich  bezieht.  Ein  Herausgeber  derselben 
war  Theon  von  Alexandrien,  in  der  zweiten  Hälfte  des  IV.  nachchrist- 
lichen Jahrhunderts.  Ihm  kam  es,  wie  Herr  Hei  borg  als  Schluss  einer 
ausführlichen  Untersuchung  (pag.  LXXV)  zusammenfasst,  nicht  darauf  an, 
den  Euklidischen  Text  rein  und  wortgetreu  zu  erhalten;  er  zog  es  vor,  den 
Inhalt  dem  Schüler  leicht  und  mundgerecht  zu  machen;  er  scheute  darum 
weder  einzelne  Veränderungen  des  Wortlautes,  noch  einzelne  Zusätze;  eines 
solchen  Zusatzes  hat  er  sich  sogar  gerühmt.  Ob  er  dabei  ganz  aus  Eigenem 
schöpfte,  ob  er  eine  Darstellung  der  Anfangsgründe  der  Mathematik  benutzte, 
welche  Apollonius  von  Pergä  verfasst  zu  haben  scheint  (pag.  LXXXIX 
Note),  dürfte  nicht  zu  entscheiden  sein;  Theon's  Schweigen  darüber  ge- 
stattet beide  Schlussfolgerungen.  Auch  Andere  trugen  zur  Veränderung  des 
Euklidischen  Textee  ihr  kleineres  oder  grösseres  Scherflein  bei.  Man  darf 
z.  B.  mit  Herrn  Heiberg  (pag.  LXXIX)  getrost  behaupten,  dass  überall, 
wo  zwei  Beweise  eines  Satzes  auftreten,  der  eine  vom  Rande  in  den  Text 
überging  oder  aus  einer  andern  Ausgabe  stammt«  Jedenfalls  gab  es  schon 
zu  recht  früher  Zeit  mehrere  Ausgaben,  welche  solche  Unterschiede  auf- 
wiesen, dass  ein  Abschreiber  zwischen  beiden  wählte  und  die  ältere  Fas- 
sung vorzog  (pag.  XXIV).    So  entstand  ein  alter  Text,  erhalten  in  einem 
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Vaticancodex  ans  dem  X.  Jahrhundert,  de&  dnrch  günstigen  Zufall  Peyrard 
1814 — 1818  seiner  Angabe  za  Qmnde  legte,  and  ein  neuerer  Theonischer 
Text,  von  welchem  zahlreiche  Abschriften  auf  unsere  Zeit  gekommen  sind. 
Die  Schwierigkeiten,  mit  welchen  demzufolge  ein  neuer  Herausgeber  zu 
kämpfcA  hatte,  lassen  sich  leichter  ermessen,  als  sie  zu  überwinden  waren. 
Ob  Herr  Heiberg  philologischer  Kritik  gegenüber  seine  Aufgabe  voll  gelöst 
hat,  diese  Frage  kann  nur  ein  Philologe  beantworten,  nicht  wir.  Die  An- 
sprüche des  Mathematikers  hat  er  durch  seine  Ausgabe,  wie  durch  die  Ein- 
leitung, von  der  wir  jetzt  geredet  haben ;  durchaus  befriedigt.    Gajttor 


Eistoiro  des  sciences  mafh^matiques  et  physiques.    Par  M.  Maximilien 
Marie,  r6p6titeur  de  m^canique,  examinateur  d'admission  a  r§cole 
poljtechnique.     Tome  XII:  D'Arago  ä  Abel  et  aux  g^om^tres  con- 
temporains.      Paris,    Gauthier -Villars,    imprimeur-libraire.      1888. 
258  pages. 
Die   90  ersten  Seiten  dieses  Bandes  enthalten  einen  Abriss  derjenigen 
Fragen ,  mit  welchen  die  eigentliche  Maschinenlehre  im  Gegensätze  zur  theo- 
retischen Mechanik  es  zu  thun  hat,  und  eine  Darstellung  der  Grnndzüge  der 
Wellenlehre.     Dann  folgen  78  Zeilen,  in  welchen  die  Fortschritte  folgender 
Wissenschaften  von.  A rag o  bis  auf  Abel  ausschliesslich  dargestellt  sind: 
Algebra,    Analysis,    Geometrie,   Mechanik,   Astronomie,   Physik,   Chemie, 
Geologie,  Industrie,  Physiologie.     Daran  schliessen  sich  auf  S.  97 — 241 
die  Biographien  von  Gelehrten,  beginnend  mit  Fran9ois  Arago,  geboren 
1786,  endigend  mit  Antoine-Augnstin  Gournot,  geboren  1801.    Eine 
ziemlich  flüchtige  Durchsieht  ergab  das  FeUen  folgender  Namen,  von  denen 
einzelne  allerdings  schon  in  vorangehenden  Bänden  hätten  vorkommen  müssen, 
keiner  aber  einem  später  als  1801  geborenen  oder  noch  lebenden  Mathema* 
tiker  angehört:    Arbogast,   Bobillier,  Boljai,  Gergonne,  Green, 
Hindenburg,  Kramp,  Lobatchewsky,  Plücker,  Staudt,  Steiner, 
Ter  quem«     Wir  könnten   die  Sündenliste  fast  zu  beliebiger  Länge  aus* 
dehnen ,  wenn  wir  über  die  Mathematik  hinausgriffen.    An  diesem  Dutzend 
werden  aber  unsere  Leser  genug  haben.     Wir  müssen  allerdings ,  ob  unsem 
Vorvmrf  daduroh  einschränkend  wissen  wir  nicht,  bemerken,  dass  die  Namen 
Gergonne  und  Plücker  auf  S.  134 — 139  wegen  ihrer  Beziehungen  zu 
Poncelet  gelegentlich  genannt  sind  und  dem  Ersteren  dabei  Tadel  zufällt; 
Plücker  kommt  mit  blosser  Erwähnung  davon.    Auch  Terquem  ist  an^ 
geführt  wegen  richtiger  Würdigung  von  C au chy 'sehen  Arbeiten  (S.  166 
bis   167),   ihm  selbst  aber  kein  Wort  gewidmet.     Dieser  XII.  Band  des 
Werkes   von  Herrn  Marie  ist  der  letzte,  der  Überhaupt  erseheint.    Dafür 
können  wir  das  am  Schlüsse  abgedruckte  Gesammtregisier  als  Beweis  be- 
trachten.    Einen  eigentlichen  Schluss  des  Werkes,  ein  letztes  Wort  über  das 
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Beabsichtigte  und  das  GeleiBtete  hat  Herr  Marie,  sei  es  mit,  sei  es  <Aiie 
Absicht,  nicht  ausgesprochen«  Wollte  er  yielleicht  den  Lesern  den  Absdiied 
dadurch  erleichtern?  Camtob. 


ProüMSor  Dr.  Joh.  Friedr«  Wilh.  Gronau,  von  1830—1873  erster  Mathe- 
matious  an  der  Schule  zu  St.  Johann.    Sein  Leben  und  seine  Ver- 
dienste um  die  Wissenschaft.     Von  Eduard  ScoatncANN,  Oberlehrer. 
Beilage  zum  Programm  des  Realgymnasiums  zu  St  Johann.    Daazi|^, 
Ostern  1888. 
Auf  zehn  Druckseiten  ist  der  an  Ereignissen  nicht  reiche  Lebensgang 
des  bescheidenen  Gelehrten  gezeichnet,  der  am  11.  November  1803  geboren^ 
am  14.  August  1887  im  hohen  Alter  von  83|  Jahren  verstorben  ist  und 
mehr  als  die  Hälfte  seines  langen  Lebens  an  einer  und  derselben  Anstalt 
eine  für  seine  Schüler  segensreiche  Wirksamkeit  entfaltete,   unter  Gronau 's 
Arbeiten  stehen  die  Tafeln  hyperbolischer  Functionen  obenan«    Auch  sein 
Versuch,  complexen  Lösungen  von  Aufgaben,  in  welchen  die  Glieder»lil 
einer  Beihe  gesucht  wird,  einen  Sinn  beizulegen,  verdient  es,  dass  man  deoi- 
selben  in  Erinnerung  bringe.  Cahtob. 


Per  la  ediiione  nationale  delle  opere  di  Oalileo  Oalilei  sotto  gli  auspicü 
di  S.  M.  il  Be  d'Italia.  Esposizione  e  disegne  di  Antonio  Favaro. 
Firenze  1888.  Tipografia  di  G.  Barbdra.  57  pag. 
Galileo  Galilei  war  noch  nicht  lange  in  seiner  Villa  zu  Arcetri  in 
verhXltnissmftssig  milder  Haft,  als  im  Jahre  1634  Unterhandlungen  wegen 
einer  Gesammtausgabe  seiner  Schriften  begannen.  Peter  von  Carcavy 
wfinschte  dieselbe  zu  besorgen.  Die  Unterhandlungen  zerschlugen  sich 
gleichwie  andere,  welche  G.  unmittelbar  mit  Elsevir  führte.  Der  groase 
Gelehrte  starb  und  sein  letzter  Schiller  Viviani  erbte  den  vorhandenen 
literarischen  Nachlass,  den  er  auf  jede  Weise  zu  ergftnsen  suchte.  Viviani 
selbst  war  es  nicht  beschieden,  den  Druck  zu  überwachen.  Er  musste  sieh 
begütigen,  Carlo  Manolessi  Materialien  zur  VerfOgung  zu  stellen,  aus 
welchen  die  Bolognaer  Ausgabe  von  16Ö5 — 1656  entstand.  Es  bedarf  kaum 
der  Bemerkung,  dass  in  dieser  Ausgabe  die  verbotenen  Schriften,  insbeson- 
dere die  Dialoge  über  die  Weltsysteme  und  der  Brief  an  Christine  von 
Lothringen,  fehlten.  Die  gleiche  Lücke  zeigt  die  Florentiner  Ausgabe 
von  1718,  wfthrend  in  der  Paduaner  Ausgabe  von  1744  es  gelang,  die 
Druckerlaubniss  fllr  die  Veröffentlichung  der  Dialoge  zu  erhalten,  und  nan 
finden  sich  dieselben  auch  in  der  ersten,  wie  in  der  zweiten  MailSnder  Ana- 
gäbe  von  1808 — 1811  und  von  1832.  Man  muss  nicht  wShnen,  diese  Ana- 
gaben  seit  1744  seien  dadurch  wirkliche  Gesammtausgaben  gewesen ,  auch  nicht 
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in  dem  ümfaQge,  in  welchem  sie  es  dem  Yorhandenen  Material  nach  hfttten 
sein  können.  Die  reiche  Sammlang  Yiviani's  war  auf  dem  Wege  der 
Erbschaft  1703  an  dessen  üeffen  Jacopo  Panzanini  gelangt,  dann  aber 
wurde  sie  wieder  allmttlig  zerstrent.  Nelli  fand  1750  werthyoUe  ihr  ent- 
stammende Briefschaften  im  Besitze  eines  Warsthftndlers  I  Die  Neneammlnng 
begann.  Allein  keine  der  genannten  Ausgaben  machte  von  dem  Geretteten 
Gebranch,  nur  in  1818 — 1821  durch  Venturi  herausgegebenen  ErgSnzungs- 
bSnden  kam  Manches  an  die  Oeffentlichkeit.  Der  Wunsch  nach  einer  vollstftn- 
digen  Drucklegung  wurde  immer  lauter  und  dringender  und  fahrte  zu  der 
zw^eiten  Florentiner  Ausgabe  von  Alberi  in  den  Jahren  1842—1856.  Herr 
Antonio  Favaro  hat,  wie  Jeder  weiss,  der  irgend  mit  Galilei -Studien 
sich  beschäftigt  hat,  die  üngründlichkeit  und  Ungenauigkeit,  mit  welcher 
Alberi  httufig  verfuhr,  wiederholt  nachgewiesen.  Mögen  ja  die  politische 
Zerspaltung  Italiens  zur  Zeit ,  als  die  zweite  Florentiner  Ausgabe  zu  erschei- 
nen begann,  die  politischen  Wirren,  die  im  Verlauf  des  Druckes  eintraten, 
die  Sünden  Alberi's  milder  zu  beurtheilen  gestatten,  sie  schaffen  sie  nicht 
aus  der  Welt,  und  dem  geeinigten  Königreich  Italien  blieb  die  Ehrenschuld 
gegen  den  grössten  italienischen  Forscher  zu  zahlen,  die  Veranstaltung  einer 
wahren  Gesammtausgabe  seiner  Schriften,  unter  dem  20.  Februar  1887 
unterschrieb  König  Humbert  den  Erlass  an  den  Unterrichtsminister,  dem 
zufolge  eine  Ausgabe  der  Werke  Galilei 's  in  20  QuartbSnden  von  je  500 
Seiten  auf  Staatskosten  gedruckt  werden  solle.  Während  zehn  Jahren  ist 
dafür  ein  Znschuss  Yon  je  10000  Lire  bestimmt.  An  die  Spitze  des  Unter- 
nehmens ist  der  Mann  gestellt,  den  die  Stimme  des  gelehrten  Europas  zu 
diesem  Posten  vorgeschlagen  hätte,  wäre  sie  befragt  worden:  Herr  Antonio 
Favaro,  zu  dessen  Unterstützung  die  Herren  Genocchi,  Govi,  Schia- 
parelli  sich  haben  bereit  finden  lassen.  Die  in  der  Ueberschrift  genannte 
Arbeit  ist  das  Programm  des  Herausgebers.  Möge  es  sich  so  durchführen 
lassen,  wie  unzweifelhaft  die  Absicht  dazu  besteht,  so  wird  die  Wissen- 
schaft um  eine  Ausgabe  bereichert  werden,  die  ihresgleichen  in  keiner 
Sprache  haben  dürfte.  Cantor. 


Zur  Geschichte  des  Problems  der  Anziehung  der  Ellipsoide.     IL  Theil 

(Laplace  und  Legendre)  von  Dr.  F.  Gbubb,  Oberlehrer.   Beilage  zum 

Programm   der  königl.  Domschule  zu  Schleswig,  Ostern  1888,  und 

Fortsetzung  der  Programm  -  Abhandlung  von  Ostern  1883.   Schleswig 

1888.    28  S.    [1888.    Progr.  Nr.  273.] 

Als  wir  im  XXVIII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  200  bis 

201,   die  in  der  Ueberschrift  genannte  Programm -Abhandlung  von  1883 

anzeigten,  schlössen  wir  mit  der  Hoffiiung,  in  einer  Fortsetzung  derselben 

die  einschlagenden  Arbeiten  von  Laplace,   von  Ivorj,  von  Chasles, 

von  Dirichlet  und  vielen  Anderen  behandelt  zu  sehen.     Eine  Fortsetzung 

Hi.t-m.  Abthlg.  d.  MUdu.  f.  Math.  u.  Phy..  XXXIII,  6.  ^16  .^^  ^^  V^l^^glC 
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hat  uns  das  Programm  von  1888  nun  gebracht,  aber  von  den  genannten 
Mathematikern  ist  nur  Laplace  zum  Worte  gelangt.  Wir  werden  also 
auch  heute  vom  Verfasser  uns  nicht  zu  verabschieden  haben,  sondern  ihm 
ein  hofEhungsreiches  Auf  Wiedersehen  1  zurufen  dürfen. 

Das  1888  er  Programm  beschäftigt  sich  mit  den  beiden  Abhandlungen 
Legendre's  üeber  das  Anziehungsproblem  des  Ellipsoids  und  mit  den 
der  Zeitfolge  nach  zwischen  dieselben  fallenden  Bebandlungen  der  gleichen 
Fragen  durch  Laplace.  Mit  der  Gewissenhaftigkeit  und  der  Genauigkeit, 
welche  man  an  Herrn  Orube  kennt,  giebt  er  nicht  nur  Auszüge  aus  den 
einzelnen  Abhandlungen ,  ausführlich  genug,  um  den  Gang  der  jedesmaligen 
Untersuchung  erkennen  zu  können;  er  legt  auch  an  die  erhaltenen  Ergeb- 
nisse den  Maassstab  der  heute  geforderten  Strenge  an  und  zeigt,  wie  bei 
dieser  Prüfung  manche  Beweisführungen  nicht  stichhalten,  sei  es,  weil  sie, 
auf  unendlichen  Beihen  beruhend,  deren  Convergenzbereich  überschreiten, 
sei  es  gar,  weil  sie  als  Grundsatz  aufstellen ,  dass  die  Anziehung  auf  einen 
äusseren  Punkt,  wo  derselbe  auch  liege,  einer  und  derselben  Formel  unter- 
worfen sein  müsse,  dass  es  also  genüge,  die  Formel  für  einen  besonders 
bequemen  Fall  abzuleiten.  Der  ersteren  üngenauigkeit  haben  Legendre 
und  Laplace  sich  schuldig  gemacht,  letzterer  nicht  ohne  selbst  Bedenken 
über  die  Zulässigkeit  zu  hegen.  Der  zweite  Mangel  haftet  an  Legendre ^s 
Memoire  sur  les  integrales  doubles  und  wurde  zuerst  von  Todhunter  in 
seiner  Geschichte  der  Anziehungslehre  als  solcher  erkannt  Herr  Grube 
hat  die  Bemängelung  noch  dadurch  verstärkt,  dass  er  besonders  darauf  auf- 
merksam macht ,  dass  es  in  der  That  Formen  der  anziehenden  Masse  gebe, 
für  welche  nicht  derselbe  Ausdruck  der  Attractionscomponente  für  alle 
ausserhalb  der  Masse  liegenden  Punkte  giltig  ist.  Formen,  für  welche 
wesentlich  Herr  Grube  selbst  die  Rechnung  zuerst  geführt  hat.  Aber  auch 
wenn  man  von  den  hierdurch  nothwendigen  Ergänzungen  der  Beweise  ab- 
sehen wollte,  war  noch  nicht  das  Endziel  jeder  mathematischen  Untersuch- 
ung erreicht:  die  einfachste  Ableitung  des  Ergebnisses.  Legendre's  Rech- 
nungen sind  ein  Muster  von  analytischer  Unerschrockenheit,  nicht  von  ana- 
lytischer Eleganz.  Wenn  Herr  Grube  sagt:  „Von  der  Arbeit,  die  in  diesen 
wenigen  Zeilen  steckt,  kann  sich  nur  Derjenige  eine  richtige  Vorstellung 
machen,  der  sich  nach  den  darin  gegebenen  Vorschriften  selbst  bis  zu  dem 
von  Legendre  gegebenen  Resultat  hindurchgearbeitet  hat^,  so  glauben  wir 
ihm  lieber,  als  dass  wir  ihm  nachahmten.  Die  Wissenschaft  hatte  eben 
damals  ihr  letztes  Wort  noch  nicht  gesprochen,  und  das  Gleiche  erhoffen 
wir,  in  Wiederholung  einer  oben  geäusserten  Erwartung,  von  Herrn  Grube. 

Caittob« 

n  paisato  e  il  presente  delle  principali  teorie  geometriche.  Monografia 
storica  di  Ging  Loria,  prof.  di  Geometria  superiore  neir  Universita 
di  Genova.     Torino  1887,  Ermanne  Loescher.    52  pag. 
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Durch  einen  zusammenfassenden  Bückblick  auf  den  von  den  Geometem 
der  letzten  100  Jahre  zurückgelegten  Weg  den  Anfängern  in  der  Wissen- 
schaft die  Orientirung  zu  erleichtern,  die  Geübten  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  wo  etwa  neue  Forschung  anzusetzen  habe,  um  dringenden  Bedürf- 
nissen Befriedigung  zu  verleihen:  das  ist  die  Aufgabe,  welche  Herr  Gino 
Loria  sich  gestellt  hat.  Es  war,  wie  Jeder  fühlt,  der  nur  einigermassen 
den  Zustand  der  Geometrie  am  Ende  des  XVIII.  Jahrhunderts  kennt  und 
die  unsere  heutigen  Zeitschriften  füllenden  Abhandlungen  in  Vergleich  zieht, 
eine  überaus  schwierige  Aufgabe,  nur  für  Den  lösbar,  der  das  ganze  der 
Besprechung  zu  unterziehende  Gebiet  inhaltlich  beherrscht,  und  wieviele 
auch  unserer  hervorragenderen  Mathematiker  können  sich  dieser  Eigenschaft 
rühmen?  Hat  doch  die  Arbeitstheilung  innerhalb  der  Mathematik  so  sehr 
zugenommen,  dass  Geometer  und  Analytiker  nahezu  als  Vertreter  zweier 
verschiedener  Wissenschaften  zu  gelten  haben.  Herr  Loria  gehört  unbedingt 
zur  ersteren  Classe,  in  welcher  er  eine  hervorragende  Stellung  einnimmt. 
Er  war  also  vollberechtigt,  an  jene  Aufgabe  sich  zu  wagen,  und  die  Weise, 
in  welcher  er  sie  gelöst  hat,  zeigt,  dass  mit  der  Berechtigung  die  Befähi- 
gung Hand  in  Hand  ging.  Eine  Geschichte  der  Geometrie  soll  kein  Lehr- 
buch der  Geometrie  sein,  aber  sie  soll  den  Leser  mit  der  allmäligen  Ent- 
Wickelung  der  Baumlehre  bekannt  machen,  ihm  überall  die  Quellen  kund- 
geben, aus  welchen  er  sich  thatsächliche  Belehrung  schöpfen  kann.  Beides 
leistet  die  uns  vorliegende  Schrift  in  weit  vortrefflicherer  Weise,  als  der 
bescheidene  Verfasser  es  Wort  haben  will.  Cantob 


AnalytiBche  Mechanik  von  J.  L.  Laorahgb.  Deutsch  herausgegeben  von 
Dr.  H.  Servüs.  Berlin  1887,  Verlag  von  Julius  Springer.  XXXI, 
640  S. 
In  den  Jahren  1736  bis  1742  gab  Euler  seine  Mechanik  heraus.  Ein 
halbe&^ahrhundert  später  erschien  (1788)  Lagrange 's  Analytische  Mecha- 
nik, von  welcher  1811  bis  1815  eine  zweite,  fast  zur  Unkenntlichkeit  ver- 
änderte und  erweiterte  Ausgabe  die  Presse  verliess.  Der  Verfasser  selbst 
war  während  des  Druckes  gestorben,  aber  geistig  ihm  nahestehende  Freunde 
konnten,  den  Nachlass  benutzend,  die  letzte  Hälfte  des  II.  Bandes  muth- 
masslich  in  seinem  Sinne  ergänzen.  Diese  zweite  Auflage  hat  Herr  Servns 
neuerdings  übersetzt.  Dass  in  der  That  Lagrange 's  Mechanik,  das  zweite 
Werk  überhaupt,  welches  diesen  Namen  eigentlich  verdient  hat,  auch  gegen- 
wärtig noch  nicht  veraltet  ist,  und  dass  es  somit  der  Aufnahme  unter  die 
bei  Springer  erscheinenden  üebersetzungen  mathematischer  Classiker  reich- 
lich würdig  war,  beweist  schon  die  Thatsache,  dass  in  Frankreich  selbst 
Herr  Jos.  Bertrand  1853 — 1855  eine  dritte  Auflage  besorgte  und  mit 
Anmerkungen  versah.    Weshalb  Herr  Servus  nicht  auch  diese  Anmerkungen 
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in  deutscher  Sprache  wiedergegeben  hat,  ob  möglicherweise  das  zwischen- 
Yolkliohe  Yerfasserrecht  hier  im  Wege  stand,  ist  uns  nicht  bekannt.  Eine 
der  üebersetznng  vorausgehende  Biographie  Lagrange 's  ist  wesentlich  ans 
solchen  Schriften  gezogen,  welche  1813  kurz  nach  dem  Tode  des  grossen 
Mathematikers  erschienen.  Ein  reichhaltiges  Material  findet  sich  aber  ins- 
besondere in  dem  nachgelassenen  Werke  von  Camillo  ügoni,  Della  let- 
teratura  italiana  nella  seconda  metä  del  secolo  XVIII.  Vol.  II  pag.  24Ö 
bis  372«  Mailand  1856.  Auch  der  Briefwechsel  zwischen  Euler  und  La- 
grange, über  welchen  wir  Bd.  XXIII  dieser  Zeitschrift  (hist.-lit.  Abth. 
S.  1 — 21)  berichtet  haben,  enthält  Wichtiges.  Beispielsweise  hfttte  unserem 
genannten  Berichte  (S.  9 — 10)  entnommen  werden  können,  dass  ein  erster 
Entwurf  yon  Lagrange 's  Mechanik  am  19.  Mai  1756  begonnen,  am 
24.  Noyember  1759  bereits  vollendet  war,  sowie  (S.  12),  dass  Lag  ränge 
damals  die  Mechanik  auf  die  Variationsrechnung,  genauer  gesagt,  auf  das 
Princip  der  kleinsten  Action  gründete,  äs  ist  bekannt,  dass  in  der  2.  Auf- 
lage der  analjtischen  Mechanik  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
als  Grundlage  ^jewfthlt  ist  Cahtoe. 

Abhandlungen  aus  der  reinen  Mathematik  von  N.  Vandebmondb,  in  deut- 
scher Sprache  herausgegeben  von  Carl  Itzigsohn.  Berlin  1888, 
bei  JuHus  Springer.  104  S. 
Wenn  ein  Gelehrter  wie  Herr  Eronecker,  dem  die  moderne  Algebra 
so  Vieles  verdankt,  die  Abhandlung  Vandermonde's  aus  dem  Jahre  1770, 
mit  deren  üebersetzung  auf  S.  1—  64  das  uns  vorliegende  Bändchen  beginnt, 
als  diejenige  bezeichnet,  von  welcher  an  der  neue  Aufschwung  der  Algebra 
datirt  werden  darf,  wenn  er  in  dieser  Abhandlung  Tiefe  der  Auffossung 
und  Klarheit  der  Darstellung  gleich  staunenswerth  fand,  so  ist  damit  ge- 
nügend erklftrt,  wie  man  dazu  kam,  auch  diese  Abhandlung  den  zu  über- 
setzenden mathematischen  Klassikern  zuzurechnen.  Neben  ihr  erscheint 
S.  85 — 104  Vandermonde's  Abhandlung  über  Elimination  von  1771. 
Als  Vandermonde  sie  der  französischen  Akademie  der  Wissenschaften 
vorlegte,  war  freilich  Cr  am  er 's  Introduction  k  Fanaljse  des  courbes  alg6- 
briques  und  in  diesem  Bande  die  Auflösung  von  n  Gleichungen  I.. Grades 
mit  ebenso  vielen  Unbekannten  schon  seit  21  Jahren  gedruckt,  auch  Bh- 
zout*s  Abhandlung  von  1764  war  vorhergegangen,  aber  eine  eigenthttm- 
liehe  Bezeichnung  der  der  Wissenschaft  nunmehr  angehörenden  Determinan- 
ten gab  es  noch  nicht.  Diese  schufen  erst  Vandermonde  und  Lapiace 
in  voneinander  unabhängigen  Abhandlungen.  Darin  liegt  die  grosse  ge- 
schichtliche Bedeutung  dieses  nunmehr  übersetzten  Aufsatzes.  Auch  ein 
dritter  Aufsatz  von  1772:  Ueber  irrationale  Grössen  verschiedener  Ordnung, 
fJEhnd  Aufnahme  S.  67 — 81.  Es  ist  diejenige  Arbeit,  welche  in  den  Facol- 
t&tenuntersuchungen   die  Bahn  eröffnete»  und  welche  von  Herrn  Weier- 
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strass  in  seiner  ftLr's  Erste  den  Gegenstand  abschliessenden  Abhandlung 
(Cr eile's  Journal  Bd.  LI  und  Abhandlungen  aus  der  Functionentheorie 
S.  185  ^gg.)  kritisch  gewürdigt  worden  ist.  Cantob. 


Allgemeine  Untenndhungen  über  die  unendliche  Beihe 

l.y  l.J.y(y  +  l) 

Yon  Cabl  Fbibduoh  Gauss.  Mit  Einschluss  der  nachgelassenen 
Fortsetzung  aus  dem  Lateinischen  übersetzt  von  Dr.  Heimbioh  Simon. 
Berlin  1888,  Verlag  von  Julius  Springer.  V,  86  S. 
Als  Referent  im  XXXL  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit  Abth.  S.  173 
bis  174,  über  das  Erscheinen  der  üebersetzung  von  Cauchj's  Analyse 
alg^brique  berichtete,  welcher  eine  üebersetzung  der  Eul  er 'sehen  Intro- 
ductio  u.  s.  w.  vorausgegangen  war,  erlaubte  er  sich  die  Bemerkung:  zwi- 
schen beide  Werke  falle  der  Entstehungszeit  nach  die  Gauss'sche  Abhand- 
lang  „Disquisitiones  generales  circa  seriem  etc.**,  welche  von  nicht  minder 
epochemachender  Bedeutung  gewesen  und  doch  noch  immer  nicht  so  gekannt 
sei,  als  sie  es  verdiene.  Wir  meinten  damit  natürlich  ihren  Wortlaut,  nicht 
ihren  wissenschaftlichen  Inhalt,  der  als  Gemeingut,  ebenso  wie  die  Ergeb- 
nisse En  1er 'scher  und  Cauchj'scher  Forschung,  in  neuere  Werke  über- 
gegangen ist.  unsere  damalige  Bemerkung  fiel  auf  fruchtbaren  Boden. 
Dr.  Heinrich  Simon  unterzog  sich  der  Mühe,  die  Abhandlung  selbst  und 
naturgemäss  auch  deren  im  Gauss 'sehen  Nachlasse  gefundene,  insbesondere 
die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Beihe  betreffende  Fortsetz- 
ung zu  verdeutschen  und  Herr  Julius  Springer  übernahm  es,  auch  diese 
üebersetzung  zu  verlegen.  Möge  der  buchhftndlerische  Erfolg  bestätigen, 
dass  der  damals  von  uns  ausgesprochene  Wunsch  von  recht  vielen  Fach- 
genossen getheilt  wird.  Als  besonderen  Vorzug  der  üebersetzung  kennen 
wir  hervorheben,  dass  Herr  Simon  bei  seiner  Arbeit  eine  nicht  unbedeu- 
tende Anzahl  sinnentstellender  Druckfehler  des  Originals  erkannt  und  ver- 
bessert hat.    (Yergl.  diese  Zeitschrift  Bd.  XXXn,  hisi-lit  Abth.  S.  99—101.) 

Cantob. 


A  Textbook  of  Algebra  by  W.  Steadman  Aldis,  M.  A.,  üniversity  College, 

Auckland,  New  Zealand.     Oxford  at  the  Clarendon  Press.     1887. 

Xm,  Ö88  pag. 

Beferent  erinnert  sich  sehr  gut,  und  wer  unserer  Leser  innerhalb  der 

ersten  40  Jahre  des  Jahrhunderts  geboren  ist,  dürfte  ähnliche  Erinnerungen 

theilen,  mit  welcher  aus  Grausen  und  Vergnügen  gemischten  Spannung  er 

die  Beisebescbreibungen  des  Capitains  Cook  verschlang,  der  1766 — 1776 
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Neuseeland  erforschte.  Eine  Bevölkerung,  bereit,  den  aufdringlichen  Fremd- 
ling mit  Haut  und  Haaren  zu  verspeisen!  Wie  das  fesselte!  und  heute 
geht  von  der  gleichen  Insel  ein  Lehrbuch  für  Buchstabenrechnung  aus,  ge- 
schrieben für  dortige  Studirende ,  welche ,  wenn  sie  ihr  Buch  mit  manchem 
europäischen  vergleichen,  vielleicht  Seume's  Worte  sprechen  möchten:  Seht, 
wir  Wilde  sind  doch  bessere  Menschen!  Zur  Würdigung  des  von  Herrn 
Aldis  herausgegebenen  Werkes  darf  man  selbstredend  nie  ausser  Augen 
lassen,  dass  es  ein  Schulbuch  ist,  wenn  auch  ein  solches,  das  bis  zu  den 
Grenzen  der  in  deutschen  Mittelschulen  höchstens  abgehandelten  Gegenstände 
führt.  Elementare  Reihenlehre,  Anfänge  der  Zahlenthorie,  der  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung sind  noch  aufgenommen  und  stellen  an  den  Lehrer,  der 
diese  Capitel  mit  seinen  Schülern  durchgehen  will,  die  Anforderung,  auch 
in  höheren  Gebieten  sich  zu  Hause  zu  fühlen  y  so  oft  ist  in  zwischengewor- 
fenen Bemerkungen  Gelegenheit  zu  Ausblicken  nach  jenen  höheren  Gebieten 
eröffnet  Auch  in  den  Capiteln ,  welche  den  Anfangsgründen  gewidmet  sind, 
verräth  sich  ein  durchaus  wissenschaftlicher  Geist.  Die  Ausdrücke:  Com- 
mutativität,  Distributivität  u.  s.  w.,  die  bei  den  ersten  Operationen  erklärt 
werden;  Determinanten  und  Discriminanten,  welche  in  der  Gleichungslehre 
durchweg  Anwendung  finden;  geometrische  Erörterungen,  welche,  im  gan- 
zen Werke  an  den  verschiedensten  Stellen  auftretend,  nie  den  Beweis  eines 
arithmetischen  Satzes  zu  führen,  sondern  ihn  zu  illustriren  bestimmt  sind; 
überhaupt  ein  Bestreben,  dem  Schüler  klar  zu  machen,  dass  manche  ein- 
geführten Begriffe  nicht  an  sich  nothwendig,  sondern  zunächst  rein  will- 
kürlich sind  und  dass  nur  folgerichtiges  Weiterschliessen  in  einer  verwand- 
ten Form  bezweckt  wird:  das  sind  einige  der  Vorzüge,  welche  wir  dem 
sehr  empfehlenswerthen  Lehrbuche  nachrühmen  möchten,  und  zu  welchen 
eine  geradezu  vorzüglich  ausgewählte  Aufgabensammlung  hinzukommt  Dass 
die  Ausstattung  Nichts  zu  wünschen  übrig  lässt,  ist  bei  englischen  Werken 
fast  selbstverständlich.  Pantor 
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Neuer  Teriag  von  B*  G*  Teubner.  LeipEi 
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fonimtioii3gra|ip6ii.  t^rster  Absclmitt.  tJnta*  MHwirkijjig  vüd  Dr. 
Frieärich  Eagel  baarbeitt^t.    gr,  B^    [X  a  632  8J    GeL  a  18  UT. 

Unger^  Frii^drirli^  Oberlehrer  »n  der  B^alBeliisle  m  Rt^^ndnltz-Ltsifwig, 
die  Methodik  der  praktischea  Ailthmetik  in  hietorisober  Bnt* 
Wickelung  vom  Ausgange  des  Mittelalters  bis  auf  die  Gegenwart. 
Nacb  dtm  OngiKaliiuellen  hearbejt«t    gr.  B**.  [XII  u.  240  SJ   Göb*  ii.  t 


Unter  der  Pre&ie  beäarJet  ticb: 

Ple   iLanptt^oMiQhsten   Theorien   der  Geometrie  in  ihrer  frnhc^r<7Ti 
und  jetzigen  Entwickelung  von  Dr,  Qiao  Loeia,  Professor  der  höh 
Gütfmetrie    aa   der  UmVersitftt   Guntia*     In    deutscher  Übertra^ng  von 
¥mTz  Schutte,    ^Mit  einem  Yorwortü  von  R.  8T0RiL     gr.  **»    geh. 

Dio  in  i\m  Momom  de  IIa  Reale  Accademiä  dtiUe  Scj«)is3;e  di  Torino  8er.  ü 
Bd.  8B  im  vergangenen  Jalir^  efachieiiene  gaackicMiiclie  Monograplüi;  des  H'--  -^ 
Loria:  ,,  n  pusgaio  e  il  preÄente  delle  priöcipall  t^orie  ffeGmeirkhe'*  ist  ein 
?r  VerBUch^   oftcli  einer  emleitenüen  r  ng  di^r  iilt 

i(  ddr  Geomelriti  a*iit  der  Mitte  unaer  .  lerts  dai 

Jührl  dem  Lener  die  hatiptäüchlic baten  Unieratifh«iig'3Tichttingfi?i  vor,   litjfeT' 
reichhaltige»  Verz^ichtdi  dcjr  hed^wteiidüreii  VerütfentlichuiigeJi  uud  bietet  %v 
Anflltiger  ein  Mittel^  flieh  in  d«m  tiDermeßlichon  Gebiete  der  tnodertien  0-eotiu 
leicbtcr  zureehtÄUlmden,  führend  sie  die  "Porgesehritleuen  auf  dh*  F 
weiit,  die  der  Kd&dii^ng  harfea.     Sie  erscheint   hiermit  in  einer   * 
ücbsn  Übertragung   his  Detitaclies,   welche   von   der  Tnriner  iVkadeniJo   und 
Verflwaer  genehniigt^  vom  iitttte«*a  TielfacE  verbeaaert  nad  erweitert  und  in  .  — 
litterata  mach  weisen   vermetui  worden   iBt.    Dieat^ibc  gliedert  «ich  in   folgende 
aeim  Abesclmitte:  I*  Die  Oeometne  vor  der  Mitte  des  ^9,  Ja!   '       '   .1^.   XL  Theorie 
ckr  ebthen  Curvaa*    II l*  lljeorio  der  OberflRchen.    IV.   l  ügen  fi>.er  di^ 

{festalt  der  Curvea  und   OberOllcbea.    Aliaäblende   '  V.   Th*. 

iCurfen    dappöller   Krümmung.     TH.    Abbildungen,    t     _,    :d<mz^D,     » 


oationen. 


VII    Oeometrie    der   Geraden.    VTH.  Niobt^Euklidiache   Oeometne. 


K.  Oeometrie  von  n  Dimeflsicmea. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Recensionen. 


J.  Kann,  Atlas  der  Meteorologie.     (Bbrghaus*  Physikalischer  Atlas,  Ab- 
theilang  XXL)     12  colorirte  Karten  in  Kupferstich,  mit  61  Darstel- 
lungen.   Ootha,  Jastas  Perthes.    1887. 
Wer  noch  vor  einigen  Jahren  lernend  in  die  Meteorologie  eindringen 
wollte  oder  als  Lehrer  sich  vor  die  Aufgabe  gestellt  sah,  diese  Wissen- 
ächafb  mit  einem  mehr  oder  minder  ins  Einscelne  eindringenden  Blicke  über- 
sehen zu  sollen,  der  mnsste  gestehen,  dass  ein  ausgesprochener  Mangel  an 
Handbüchern    und   kartographischen   Darstellungen   bestand,    welche   dem 
Schüler   wie   dem  Lehrer   ihre  Aufgabe  hätten  erleichtem  können.    Man 
hatte  ja  manches  Gute,  wenigstens  an  Handbüchern,  ich  erinnere  nur  an 
die  Materialien,  die  sich  in  Doye,  Kämtz,  Schmidt  vorfinden;  allein  der 
Standpunkt  dieser  älteren  Lehrbücher  und  Sammelwerke  Hess  sich  doch  oft 
nur  sehr  schwer  mit  den  Resultaten  der  so  rasch  fortschreitenden  Elnsel- 
forschung  in  Verbindung  setzen.    Von  kartographischen  Darstellungen,  die 
nur  einigermassen  auf  der  Höhe  der  Zeit  waren,  hatte  man  ausser  den  in 
einem    sehr   kleinen   Maassstabe   ausgeführten   Karten  Mohn 's   eigentlich 
Nichts,  wenn  man  nicht  die  Möglichkeit  besass,  die  Einzelpublicationen  zu 
▼erfolgen.     In  rascher  Aufeinanderfolge  brachten  nun  die  letzten  Jahre  uns 
eine  Reihe  von  meteorologischen  Handbüchern,  von  denen  auf  das  (Gebiet 
der  Klimatologie  selbst  wieder  die  zwei,  in  gewissem  Sinne  sich  ergänzen- 
den Werke  j,Hann,  Handbuch  der  Klimatologie''  und  j,Woeikof,  Die  Kli- 
mate  der  Erde''  entfallen.    In  Bälde  ist  noch  von  der  Hand  des  Altmeisters 
Bays-Ballot   ein   umfassendes  Sammelwerk   zu  erwarten,    welches  von 
vielen  Seiten  freudige  Aufnahme  finden  wird.    Was  aber  bisher  noch  fehlte, 
war  ein  klimatologischer  Atlas,  freilich  eine  Riesenaufgabe,  deren  LOsung 
mit  den  höchsten  Schwierigkeiten  zu  kämpfen  hatte.     Vor  uns  liegt  nun 
Uann's  Atlas  der  Meteorologie,  welcher  wohl  alle  Forderungen  erfüllt,  die 
man  bei  den  rastlosen  Fortschritten  einer  modernen  Wissenschaft  stellen  kann. 
In  zwölf  Blättern,   welche  59  Karten  und  zwei  Diagramme  enthalten, 
werden  uns  die  wichtigsten  Ergebnisse  der  meteorologischen  Forschung  nach 
dem  möglichst  neuen  Standpunkt  vorgeführt     Dem  Atlas  geht  ein  beglei- 
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tender  Text  voran,  der  auf  alle  Einzeldarstellungen  unter  Berücksichtigung 
der  Bedeutung  der  verschiedenen  Blätter  eingeht.  Hierin  liegt  ein  enormer 
Vorzug  dieser  Publication.  Denn  diese  erlttutemden  Worte  geben  nicht  blos 
eine  klare  Einsicht  in  die  Construction  und  Zuverlässigkeit  der  einzelnen 
Karten,  sondern  sie  lassen  auch  ersehen,  welche  Ansicht  der  Autor  über 
die  einzelnen  Theile  seiner  Schöpfung  hat,  bezw.  über  das  fremde  Material, 
auf  welches  er  sich,  abgesehen  von  den  Sammelfrüchten  seiner  eigenen 
sorgfältigen  Forschung,  stützt. 

Das  Erste,  womit  uns  Hann  entgegentiitt ,  sind  die  Isothermen, 
bezw.  im  Texte  die  Erläuterung  der  Construction  derselben.  Dieselben  sind 
durchgehends  auf  das  Meeresniveau  reducirt,  eine  Operation,  deren  Noth- 
wendigkeit  Hann  ebenso  klar  darlegt,  wie  ihre  Bedeutung  für  die  prak- 
tische Verwendung.  Hierbei  ist  für  alle  klimatischen  Oebiete  und  die  ver- 
schiedenen Jahreszeiten  durchaus  das  gleiche,  einheitliche  Maass  für  die 
Beduction,  nämlich  0,5^  für  100  m  eingeführt.  Der  Autor  musste  sich 
natürlich  darauf  beschränken ,  Thalstationen  zur  Grundlage  seiner  Isothermen 
zu  machen.  Auf  einem  grossen  Theile  der  Erdoberfläche  sind  die  Beobach- 
tungen noch  so  wenig  zahlreich,  dass  man  dort  zu  Interpolationen  seine 
Zuflucht  zu  nehmen  gezwungen  ist.  Hierbei  sind  hauptsächlich  jene  Er- 
fifthrungssätze  massgebend,  die  wir  betreffs  der  unterschiede  der  Tempe- 
ratur über  Festland  und  Meer  unter  Berücksichtigung  der  geographischen 
Breite  und  des  Einflusses  der  Jahreszeiten  schon  besitzen.  Neben  Forbes 
ist  ja  besonders  Hann  in  der  Untersuchung  dieser  Frage  hervorragend 
thätig  gewesen  und  sind  die  einschlägigen  Principien  in  dem  oben  citirten 
Handbuche  der  Klimatologie  in  vorzüglicher  Weise  auseinandergesetzt  ^  worauf 
wir  hier  ganz  besonders  verweisen  möchten. 

In  einem  Punkte,  der  ja  wohl  auch  weitere  Kreise  berührt,  welchen 
durch  ihren  Lehrberuf  die  Frage  nach  den  Fortschritten  der  physikalischen 
Geographie  nahe  gelegt  ist,  spricht  Hann  eine  Ansicht  aus,  bezüglich  wel- 
cher ich  ihm  auf  das  Entschiedenste  beistimmen  möchte.  Die  Karten  dieses 
Atlanten  sind  nämlich  aus  Specialkarten  zusammengesetzt,  in  denen  zuerst 
für  einzelne  Theile  der  Erdoberfläche  die  kartographischen  Darstellungen  der 
meteorologischen  Elemente  durchgeführt  wurde.  „Es  muss'',  wie  Hann  im 
Vorwort  sagt,  „als  ein  wissenschaftliches  Desideratum  ersten  Banges  hin- 
gestellt werden,  dass  derartige  Karten  in  einem  Maassstabe  entworfen  und 
veröffentlicht  werden,  welcher  gestattet,  das  vorhandene  Material  von  brauch- 
baren Temperaturbeobachtungen  darauf  einzutragen."  Selbstverständlich  gilt 
das  Gleiche  wie  für  die  Temperatur  auch  für  die  anderen  meteorologischen 
Elemente.  Ich  möchte  glauben ,  dass  die  Herausgabe  einer  grossen  stummen 
Weltkarte  nach  Merkator's  Projection  in  einzelnen  handlichen  Blättern, 
zu  denen  noch  eine  Polarkarte  treten  müsste,  in  Fachkreisen  sicher  mit 
Freuden  begrüsst  würde.  Freilich  müsste  die  Karte,  zumal  in  der  Eintbei- 
lung  des  Gradnetzes  und  in  der  Darstellung  der  wichtigsten  Contouren,   die 
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nöthige  Genauigkeit  besitzen  and  über  dem  Standpunkte  einer  nur  sehe- 
matischen  Schulwandkarte  stehen.     Doch  dies  nur  hier  nebenbeL 

Die  Darstellungen  der  Isothermen  füllen  die  fünf  ersten  Blätter  aus. 
Die  Jahresisothermen,  welche  von  den  Jahresisanomalen ,  den  Linien  gleicher 
jährlicher  Wftrmesch wankung,  und  den  Isothermen  um  den  Nordpol  auf 
kleinen  Nebenk&rtchen  begleitet  sind,  werden  in  Blatt  I  geboten«  Das 
nächste  Blatt  bringt  die  Januarisothermen  mit  den  Cartons  der  Winteriso- 
thermen um  den  Nordpol,  der  Januarisanomalen,  sowie  ferner  der  Januar- 
isothermen im  aussertropischen  Südamerika.  Hierauf  folgen  im  dritten 
Blatte  die  Juliisothermen  auf  der  Hauptkarte,  zu  welchen  nebenbei  die 
Juliisanomalen,  die  Juliisothermen  um  den  Nordpol  und  die  Maiisothermen 
von  Indien  gegeben  sind.  Blatt  lY  ist  speciell  den  Wärmeverhältnissen  yon 
!Europa  gewidmet  und  bringt  dessen  Januar -i  Juli-  und  Jahresisothermeui 
sowie  die  Wanderung  der  Isothermen  im  Frühling  nach  Hildebrandsso n. 
In  ähnlicher  Weise  beschäftigt  sich  das  fünfte  Blatt  mit  Nordamerika,  wobei 
wieder  Januar-,  Juli-  und  Jahresisothermen  zur  Darstellung  gebracht  sind. 
Für  die  östlicheren  Staaten  von  Nordamerika  sind  die  Januarisothermen  in 
etwas  grösserem  Maassstabe  noch  wiederholt  und  auf  dieser  Karte  auch  die 
mittleren  Jahresminima  zum  Vergleiche  eingezeichnet.  (In  New -Orleans  in 
der  Breite  von  Kairo  sinkt  die  Temperatur  durchschnittlich  wenigstens  ein- 
mal im  Jahre  noch  bis  —5^,  in  der  Breite  von  Neapel  noch  unter  —25®!) 

Hann's  Isothermenkarten  bringen  uns  ausser  kleineren  Abweichungen 
von  früheren  Karten  auch  noch  eine  Beihe  von  ganz  neuen  Darstellungen. 
Besonders  wird  der  Wärmeüberschuss ,  welcher  auf  der  südlichen  Halbkugel 
dem  Innern  der  Continente  gegenüber  den  Meeresflächen  eigen  ist,  schärfer 
als  früher  hervorgehoben.  Aehnlichen  Verhältnissen  begegnen  wir  auch  im 
westlichen  Nordamerika,  umgekehrt  erfahren  auch  die  Isothermen  in  Sibirien 
manche  Aenderung.  Bei  der  Ausdehnung  des  dortigen  Gebietes  gegenüber 
der  relativ  geringen  Zahl  von  Beobachtungspunkten  müssen  freilich  die  Iso- 
thermen noch  häufig  einen  schematischen  Charakter  tragen ,  und  werden  die- 
selben in  verhältnissmässig  kurzer  Zeit  noch  Umgestaltungen,  beziehungs- 
weise kleine  Verschiebungen  aufzuweisen  haben.  So  zeigt  uns  Hann  selbst, 
dass  in  der  Zeit  zwischen  der  ersten  Drucklegung  und  der  letzten  redactio- 
nellen  Ueberarbeitung  der  Karten  infolge  der  inzwischen  verarbeiteten  Be- 
obachtungen der  Polarstation  Sagastyr  jene  Kälteinsel,  welche  auf  der 
Hauptkarte  der  Januarisothermen  noch  bei  Werchojansk  eingezeichnet  ist, 
verschwinden  muss,  ein  Resultat,  das  jedoch  auf  dem  Nebenkärtchen  der 
Winterisothermen  um  den  Nordpol  noch  berücksichtigt  werden  konnte. 

Bezüglich  der  Isothermen  konnte  sich  Hann  zwar  in  vielen  Punkten 
an  manche  treiSliche  Vorarbeit  anlehnen,  doch  ist  ein  grosser  Theil  sein 
eigener,  völlig  neuer  Entwurf,  zumal  für  Südafrika  und  Australien.  Dieses 
hohe  Verdienst  besteht  aber  in  noch  ausgedehnterem  Grade  bezüglich  seiner 
Darstellung  der  Luftdruckvertheilnng.     Für  die  Beduction  des  Luft- 
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drucks  auf  Meeresniveau  giebt  Hann  eine  leichtverstttndliche  Regel,  welche 
ohne  logarithmische  Rechnung  durchführbar  ist  und  wohl  auch  in  den  un- 
serer Fachwissenschaft  ferner  stehenden  Kreisen  bekannt  zu  werden  verdient. 
Bei  sämmtlichen  Isobaren  ist  auch  die  Schwerecorrection  berftcksichtigi 
Bezüglich  der  Bedeutung  derselben,  sowie  des  Grades  der  Sicherheit,  den 
unsere  heutige  Kenntniss  der  mittleren  Luftdruckvertheilung  auf  der  Erde 
beanspruchen  darf,  möge  auf  die  begleitenden  Worte  Hann 's  selbst  ver- 
wiesen sein.*  Auf  drei  Weltkarten  finden  wir  die  Isobaren  ftlr  das  Jahr 
und  die  extremen  Monate  Januar  und  Juli  zur  Darstellung  gebracht.  Auch 
hier  sind  manche  bedeutende  Aenderungen  gegen  frühere  Arbeiten  zu  be- 
merken, welche  theils  auf  der  Erweiterung  des  Materials,  theils  auf  der 
richtigen  Yerwerthung  der  Temperatur  bei  der  Reduction  auf  das  Meeres- 
niveau beruhen.  Letzterer  umstand  veranlasste  z.  B.  Hann,  keine  so  ausser- 
ordentlich hohen  Luftdruckwerthe  der  Januaranticyclone  in  Sibirien  beizulegen, 
wie  dies  Wild  und  Stelling  gethan  haben.  Aehnliche  üeberlegungen 
führten  auch  umgekehrt  dazu ,  Tiefe  und  Ausdehnung  der  Barometerminima 
in  den  äquatorealen  Regionen  zu  verringern.  Neu  ist  unter  Anderem  femer 
das  Vorhandensein  eines  Luftdruckmaximums  über  dem  nordeuropäischen 
und  asiatischen  Eismeere  im  Juli  und  das  Hineingreifen  eines  barometrischen 
Maximums  vom  atlantischen  Ocean  in  das  Innere  Nordamerikas,  welches  zu 
wichtigen  klimatographischen  Erl&uterungen  Anlass  giebt.  Die  drei  Haupt- 
karten sind  wieder  von  kleinen  Cartons  begleitet.  Wir  finden  an  den  ent- 
sprechenden Stellen  zunächst  in  etwas  grösserem  Maassstabe  die  Jahres-, 
Januar-  und  Juliisobaren  von  Europa  und  die  Isobaren  von  Januar  und 
Juli  für  die  Region  um  den  Nordpol.  Ferner  die  mittlere  Tiefe  der  baro- 
metrischen Minima  über  Europa  und  den  nächsten  Theilen  des  Atlantik  nach 
van  Bebber,  Vertheilung  der  mittleren  täglichen  Barometerschwanknng 
auf  der  Erde  nacb  Buch  an  und  der  mittleren  monatlichen  Barometer- 
schwankung im  Sommer  und  Winter,  hauptsächlich  nach  Koppen. 

Blatt  IX  und  X  zeigen  so  recht  deutlich ,  wie  Klimatologie  und  synop- 
tische Meteorologie  im  engeren  Sinne  Hand  in  Hand  gehen  müssen.  Auf 
dem  ersten  der  beiden  Blätter  sind  zwei  extreme  Wintermonate  in  Europa 

—  December  1879  ausserordentlich  kalt,  December  1880  bedeutend  zu  warm 

—  in  der  Weise  zur  Darstellung  gebracht,  dass  sich  immer  Temperatur- 
und  Luftdruckvertheilung  gegenüberstehen.  Wir  finden  im  ersten  Falle  die 
Ausbildung  eines  continentalen  Klimas  über  Centraleuropa,  während  im 
zweiten  maritime  oder  wenigstens  bedeutend  gemässigte  Witterungsverhält- 
nisse bis  weit  in  das  Innere  des  Continents  eindringen.  Nebenher  möchten 
wir  unsere  Leser  darauf  aufmerksam  machen,  wie  die  iberische  Halbinsel 
selbst  als  ein  kleiner  Continent  auftritt  und  wie  sich  dies  dort  wieder  eben- 


*  Vergl.  auch  Hann,  Beiträge  zur  Kenntniss  der  Vertheilung  dee  LufUirucks 
auf  der  Erdoberfläche.    Meteorologische  Zeitachrift  1886,  S.  97. 
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sowohl  in  der  Vertheilung  der  Temperatur,  ftls  des  Luftdrucks  geltend 
macht.  Ganz  besonders  möge  hier  auf  den  begleitenden  Text  und  die  dort- 
selbst  citirte  Literatur  aufmerksam  gemacht  sein.  , 

Noch  mehr  als  das  vorhergehende  Blatt,  dient  das  zehnte  zur  Illustra- 
tion   synoptischer  Studien.     Eine   gewisse   Schwierigkeit  lag  hier  in  dem 
Zwange,   aus  der  grossen  Zahl  der  synoptischen  Karten  besonders  charak- 
teristische herrorzuheben.     Hann  hat  diese  Wahl  mit  feinem  OefQhl  ge- 
troffen und   besonders   solche  Einzelfälle  yon  Wettertypen  herausgegriffen, 
welche  vorzugsweise  geographisches  Interesse  haben,  in  dieser  Hinsicht  aber 
noch  nicht  verwendet  sind.     Einer  der  wichtigsten  Cartons  dieses  Blattes 
bringt  eine  Beproduction  der  Koppen 'sehen  Karte  der  H&ufigkeit  und 
der  mittleren  Zugstrassen  der  barometrischen  Minima  in  dem 
Gebiete  zwischen  den  Rocky  Mountains  und  dem  Ural«     Diese 
Karte  gehört  entschieden  mit  zu  den  wichtigsten  Publicationen ,  die  in  den 
letzten  Jahren  auf  dem  Gebiete  der  Meteorologie  erschienen  sind.    Gewisser- 
massen an  das  vorhergehende  Blatt  anschliessend,  giebt  der  erste  Carton  in 
der  linken  oberen  Ecke  die  Situation,   durch  welche  die  Junikälte  1884 
in  Europa  bedingt  wurde.     Bezüglich  der  weiteren  Erläuterung  müssen 
wir  hier  auf  den  Text  verweisen.     Die  typische  Form  eines  nordatlan- 
tischen   Minimums    ist   durch    die  Wetterkarte  vom   11.  Januar   1885 
gegeben,  in  welcher  auch  die  Bahn  eingezeichnet  ist,  welche  dieses  Minimum 
in  den  Tagen  vom  10.  bis  15.  Januar  durchlief  und  welche  von  den  typi- 
schen Zugstrassen,  wie  sie  Koppen 's  Karte  zeigt,  durch  ihre  Zickzackform 
abweicht.     Auch  sehen  wir  aus  dieser  Karte  sehr  deutlich  die  spiralenför- 
migen  Bahnen,  auf  welchen  bei  cyclodaler  Strömung  die  Luft  dem  Centrum 
der  Depression  zustrebt     Scirocco  und  Staubfall  im  adriatischen  Meere 
sind  durch  die  Kärtchen  vom  23.  bis  26.  Februar  1879  illustrirt.     In  dem 
begleitenden  Text  weist  Hann  auch  noch  auf  die  Situation  vom  15.  October 
1885  hin,   wo  gleichfalls  Scirocco  und  Staubfall  eintraten.     Die  Situation 
war  an  jenem  Tage,  noch  doppelt  merkwürdig,  da  gleichzeitig  am  Nord- 
abhang  der  Alpen    durch  eine  räumlich  sehr  beschränkte  Tbeildepression 
einer  der  verheerendsten  Föhnstürme  dieses  Jahrhunderts  entfesselt  wurde.* 
Der  19.  Januar  1885  gab  Gelegenheit  zur  Darstellung  eines  heftigen  Bora- 
sturmes in  Dalmatien,    während  der  Föhn    auf  der  Nordseite  der 
Alpen  vom  31.  Januar  1885  durch  zwei  Karten  erläutert  ist    Bekanntlich 
treten  auf  der  Südseite  der  Alpen,  wenn  auch  meist  in  schwächerem  Maass- 
stabe, ebenfalls  Föhnerscheinungen  als  Nordföhn  auf.     Das  Eülrtchen  für 
den  5.  October  1884  giebt  die  für  Nordföhn  charakteristische  Druckverthei- 
lung  und  zugleich  die  normale  Luftbewegung  in  der  Umgebung  eines  Baro- 
metermaximums ,    welche   im    Gegensatz    zur   cyclonalen    als    anticydonale 


*  Vergl.  Erk,  Der  Föhnsturm  vom  15.  und  16.  October  1885  und  seine  Wir- 
kungen im  bayerischen  Gebirge.    Meteorolog.  Zeitschr.  1886,  S.  24.  oigitized  by  vjOOqIc 
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bezeichnet  wird.  Die  letzten  beiden  Blätter  besohSftigen  sich  mit  den 
BegenverhSltnissen.  Eine  Niederschlagskarte  für  die  ganze  Erde  mnss 
allerdings  bei  dem  heutigen  Stande  unseres  Wissens  sich  in  yielen  Theilen 
mit  einer  schematischen  Darstellnng  begnügen.  Von  den  Oceanen  fehlen 
quantitative  Niederschlagsbestimmnngen  noch  fast  gänzlich  und  auch  anf 
den  Continenten  ist  der  Baum,  von  dem  zuverlässige  Begenmessungen  in 
einem  nicht  allzu  weitmaschigen  Netze  vorliegen,  ein  höchst  beschränkter. 
Da  es  aber  dennoch  sehr  wttnschenswerth  schien,  in  dem  vorliegenden  Atlas 
diese  Karte  zu  besitzen,  so  reproducirt  Hann  wenigstens  den  in  seiner 
Allgemeinheit  am  besten  gelungenen  Entwurf  einer  Begenkarte  der  Erde 
nach  Loomis.  Eine  werthvoUe  Beigabe  sind  die  drei  Cartons,  welche  die 
Begenvertheilung  in  den  nach  dieser  Bichtung  hin  am  besten  erforschten 
Theilen  der  Erde  zeigen.  Es  sind  dies  die  vereinigten  Staaten  Nordamerikas, 
die  westlichen  Theile  Europas  und  Indien.  Da  diese  Karten  im  gleichen 
Maassstabe  gezeichnet  sind ,  lassen  sie  in  auffälliger  Weise  die  geringe  Aus- 
dehnung der  Gebiete  mit  sehr  starkem  Begenfall  in  Europa  gegenüber  den 
tropischen  Verhältnissen  ersehen.  Kleine  Cartons  illustriren  noch  die  Begen- 
Verhältnisse  von  Jamaica,  Mauritius  und  Neuseeland.  Der  einschlägige  Text 
enthält  höchst  interessante  Zahlenangaben  von  extremen  Begenmengen. 

Das  letzte  Blatt,  welches  Professor  Dr.  Koppen  in  Hamburg  bearbeitet 
hat,  beschäftigt  sich  mit  der  zeitlichen  Vertheilung  der  Niederschläge*  Fllr 
den  Fachmann  dürfte  dies  eines  der  interessantesten  Blätter  sein,  während 
für  weitere  Kreise  das  Verständniss  desselben  etwas  zu  schwer  sein  mag, 
zumal  die  Deutlichkeit  auf  Kosten  der  Beichhaltigkeit  gelitten  hat  Die 
Legende,  sowie  die  beigegebenen  Curven  erläutern  zwar  Vieles,  doch  wäre 
zumal  für  den  Femerstehenden  eine  weitere  Ausdehnung  des  Textes  wün* 
sohenswerth  gewesen.  Die  beiden  Nebenkarten,  jährliche  Periode  der  Begen- 
häufigkeit  und  Zeit  des  jährlichen  Maximums  der  Begenmenge  in  Europa, 
sind  sofort  verständlich.  Die  beiden  Bewölkungskarten  nach  Teisserenc 
de  Bort  sind  jedoch  zu  klein  und  undeutlich  ausgefallen. 

Wer  von  unseren  Lesern  die  Möglichkeit  hat,  die  alte  Auflage  des 
physikalischen  Atlas  von  Berg  haus  mit  dieser  neuen  Herausgabe  ver- 
gleichen zu  können,  dem  möchten  wir  dies  auf  das  Angelegentlichste  em- 
pfehlen. Es  ist  von  hohem  culturhistorischen  Interesse ,  zu  sehen,  wie  sich 
in  den  50  Jahren  zwischen  den  beiden  Auflagen  unser  Wissen  erweitert 
hat  und  wie  verschieden  nach  ihrem  Inhalt  und  selbst  in  der  Darsteliungs» 
weise  die  Kaiien  hier  und  dort  sind. 

Die  Gesammtausstattung  des  ganzen  Atlas  ist  eine  vorzügliche  und  wir 
können  Herrn  Professor  Bergbaus  für  die  technische  Bedaction,  sovrie 
Herrn  Perthes  als  Verleger  nur  Glück  wünschen  zur  Herausgabe  eines 
Werkes,  welches  als  ein  Meisterstück  deutscher  Kartographie  vor  uns  liegt 

Fritz  Ebk. 
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Dr.  Carl  Israel -Holtzwabt  (OberL  a.d.  Mustersohule  zu  Frankfurt  a.M.): 

I.  Elemente  der  sphärischen  Aetronomie,  für  Stadirende  bearbeitet 

(88  S.,  26  Figuren  im  Texfc,  1  Figurentafel).     Wiesbaden,  Berg- 

mann'sche  Verlagsbi^chhandlung.     1882. 
]••  Hachträge  zu  I    (41  S.,  6  Figuren,  9  Tabellen.)     1885. 
II.  Elemente  der  theoretisohen  Astronomie.     1.885.     1.  Abtheilung: 

Theorie  der  elliptischen  Bewegung  und  Bahnbestimmung  (184  S., 

35  Figuren,  davon  3  im  Anhang;  eine  grössere  Tabelle  am  Schluss). 

2.  Abtheilung:  Berechnung  der  Finsternisse ,  Meteorbahnen,  Stellar- 

Astronomie  (168  S.,  69  Figuren). 
Iir.  Elemente  der  Astromechanik.  StOrungstheorie;  Theorie  der  Schwere 

auf  der  Oberfläche  rotirender  SphSroide.    Historische  üebersicht  der 

Astronomie.     (220  S.,  24  Figuren.)     1886. 
IV.  Supplemente  zu  I,  n  und  lU     Theorie  der  Anziehung  der  Sphtt- 

roide.    (96  S.,  17  Figuren.)     1887. 

Die  Tendenz  der  vorstehenden  Lehrbücher,  deren  jedes  für  sich  (I*  und 
IV  ausgenommen)  ein  Ganzes  bildet,  die  aber  doch  in  ihrer  Gesammtheit 
als  ein  Compendium  der  theoretisohen  Astronomie  gelten  können,  ist  es, 
dem  angehenden  Studirenden  der  Astronomie,  sowie  Jedem,  der  bei  ge- 
nügenden mathematischen  Vorkenntnissen  tiefer  in  diese  Wissenschaft  ein- 
dringen will,  einen  üeberbliok  über  die  wesentlichsten  Theorien  und  Pro- 
bleme derselben  zu  bieten  und  zugleich  ein  zu  weiteren  und  eingehenderen 
Studien  befähigendes  Verständniss  zu  vermitteln;  mit  der  astronomischen 
Praxis  aber  be&ssen  sieh  dieselben  in  keiner  Weise.  Da  es  bisher  an  einer 
solchen ,  auf  mathematischer  Grundlage  beruhenden  Propftdeutik  dieser  Wis- 
senschaft fehlte,  so  muss  das  unternehmen  des  Herrn  J.  Holtzwart  nicht 
nur  als  ein  dem  Bedürfhiss  eines  grossen  Leserkreises  entsprechendes,  son- 
dern auch  als  ein  zeitgemftsses  anerkannt  werden. 

Die  Ausführungen  des  VerfisiBsers  tragen,  soweit  Solches  bei  diesem 
Lehrgegenstande  möglich  ist,  den  Stempel  der  Selbstständigkeit  und  Origi- 
nalität, und  mehrfach  hat  er  durch  eine  eigenthümliche  Behandlungsweise 
oder  durch  von  ihm  selbst  gefundene  neue  Methoden  die  Lösung  von  Pro- 
blemen erheblich  vereinfacht;  so  z.  B.  im  5.  Abschnitt  von  Nr.  I  (Parall- 
axenbereohnung) ,  im  1.  Artikel  von  Nr.  IV  und  bei  der  Berechnung  der 
elliptischen  Elemente  in  Nr.  II  Abth.  1  (3.  147—153).  Ob  freilich  seine 
Arbeit  bei  den  Astronomen  von  Fach  einerseits,  den  Vertretern  der  Ele- 
mentarmathematik andererseits  überall  beifUlige  Aufnahme  gefunden  habe 
oder  finden  werde,  muss  dahingestellt  bleiben;  manchem  der  Ersteren  dürfte 
sie  überflüssig,  manchem  der  Letzteren  als  zu  hohe  Anforderungen  stellend 
erscheinen.  In  der  That  setzt  namentlich  Nr.  III  und  zum  Theil  auch  Nr.  IV 
bei  seinen  Lesern  eine  gewisse  Sicherheit  in  der  höheren  Analjsis  und  eine 
nicht   unbedeutende  Uebung    in   ihrer  Handhabung  voraus,   wie  man   sie 
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wenigstens  bei  angehenden  Studirenden  schwerlich  schon  finden  wird, 
wfthrend  dagegen  zum  Verständniss  von  Nr.  I  und  I*  die  Kenntnisse  eines 
guten  Primaners  genügen.  Selbst  da,  wo  in  Nr.  I  von  den  DifTerential- 
formeln  der  sphärischen  Dreiecke  die  Bede  ist,  wird  eine  eigentliche  Diffe- 
rentiation (die  überhaupt  nicht  früher  als  auf  der  vorletzten  Seite  von  I 
auftritt)  umgangen,  wird  mit  endlichen  Differenzen  operirt.  Was  Nr.  II 
betrifft,  so  ist  dieser  Theil  zwar  ebenfalls  möglichst  elementar  gehalten, 
stellt  jedoch  erheblich  höhere  Ansprüche,  indem  die  Ausführung  der 
Bechnungen ,  insbesondere  der  Zwischenrecbnungen ,  in  der  Begel  dem  Leser 
überlassen  bleibt,  so  z.  B.  in  der  Ableitung  der  Euler-Lambert*8chen 
Formel  und  dem  Olbers 'sehen  Satze.  Beferent  glaubt  zwar  ebenfalls,  dass 
bei  längeren  Berechnungen  es  der  Absicht  des  vorliegenden  Werkes  am  besten 
entspreche,  nur  eine  üebersicht  über  den  Gang  derselben  zu  geben,  ist 
jedoch  der  Meinung,  dass  in  einzelnen  Fällen  der  Verfasser  in  dieser  Hin- 
sicht der  mathematischen  Leistungsfähigkeit  seines  Publicums  zuviel  zu- 
getraut und  zugewiesen  habe ,  dass  hin  und  wieder  einige  Fingerzeige  mehr 
von  Yortheil  gewesen  sein  würden.  Im  Ganzen  aber  hat  er  es  sich  angelegen 
sein  lassen  und  es  wohl  verstanden,  diejenigen  Partien,  welche  dem  An- 
fänger die  meisten  Schwierigkeiten  entgegenstellen,  durch  klare  und  prSoise 
Erörterungen,  sowie  durch  Hinzufügnng  geeigneter  Zahlenbeispiele  zu  ver- 
deutlichen, so  z.  B.  bei  der  Besprechung  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate (wo  jedoch  die  Ableitung  der  Wahrscheinlichkeitsfunction,  welche 
unterblieben  ist,  kaum  schwieriger  gewesen  sein  würde  als  die  mancher 
Formeln  in  III  und  lY),  der  Theorie  der  Sonnenfinsternisse  nnd  Durch- 
gänge der  unteren  Planeten  und  der  mathematischen  Hilfslehren  in  Nr.  III. 
Dass  letztere  der  eigentlichen  Theorie  vorausgehen ,  kann  Beferent  nicht  für 
zweckmässig  halten ,  weil  bei  dieser  Anordnung  die  meisten  Leser  die  Hilfs- 
sätze zuerst  durchnehmen  werden  (wozu  sie  —  S.  3  Z.  11  in  |n  —  ja  auch 
vom  Verfasser  aufgefordert  werden),  ehe  sie  ihren  Zusammenhang  mit  der 
Theorie  kennen;  dass  dies  aber  der  üebersicht  über  letztere  nicht  förderlich 
sein  kann^  ist  offenbar.  In  Nr.  II  ist  die  entgegengesetzte  —  nach  des 
Beferenten  Ansicht  zweckmässigere  —  Folge  eingehalten. 

Die  Ausstellungen,  welche  noch  zu  machen  sind,  beziehen  sich  auf  klei- 
nere Mängel,  die  bei  einer  späteren  Auflage  leicht  gehoben  werden  können. 

Das  Streben  nach  möglichster  Kürze  des  Ausdrucks  hat  an  einzelnen, 
doch  nur  wenigen  Stellen  zu  Unklarheiten  und  Abnormitäten  geführt.  Letz- 
teres z.  B.  in  Nr.  II  Abth.  1,  S.  38  Z.  18  u.  19,  wo  es  also  lautet:  »mit 
Hilfe  der  bei  den  Entwickelungen  des  Lambert'schen  Satzes  gebrauchten 
Belationen  leicht  ableitbaren  Gleichungen^  (!). 

Ein  etwas  sparsamerer  Gebrauch  gewisser  Adverbien  wäre  femer  sehr 
zu  empfehlen;  es  findet  sich  z.  B.  in  Nr.  I  S.  50  u.  61  nicht  weit  nachein- 
ander: ;,  selbstverständlich,  begreiflicherweise,  augenscheinlich  **,  und  S.  58 
nnd  59:  „leicht,  natürlich,  offenbar,  bekanntlich,  augenscheinlich^.     „Eon- 
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fokalismas*'  für  «Eonfokalität'',  „Aequinoz''  ilOr  «Aequinoctinm'',  lySinnsse^ 
pnd  „Kosinusse^  wollen  dem  Beferenten  ebenso  wenig  zusagen,  als  die  zwei- 
fache Orthographie:  ,, Differenzierung  nnd  Differentierung"  oder  gar  die  vier- 
fache: j9  differenzieren,  differenziieren,  differentiiren,  differentiieren^.  —  In  der 
„historischen  üebersicht''  ist  Aristaroh  von  Samos  insofern  nicht  genügend 
gewürdigt)  als  es  unerwähnt  geblieben  ist,  dass  er  die  Erde  sich  um  die 
Sonne  bewegen  lässt  und  überhaupt  ein  dem  Copernicanischen  ähnliches 
Planetensystem  aufgestellt  hat.  Dass  Kalif  Omar  die  Alexandrinische  Bi- 
bliothek zum  Einheizen  der  Bäder  benutzt  habe ,  ist  als  Fabel  nachgewiesen. 
Der  Erwähnung  werth  wäre  wohl  auch  Piazzi's  vortreffliches  (nicht  ganz 
populäres)  Lehrbuch  der  Astronomie  gewesen  (im  Jahre  1822  erschienen, 
üebersetzung  vonWestphal  mit  Vorrede  von  Gauss).  Auch  Oppolzer's 
klassisches  Lehrbach  der  Bahnberechnung  (Leipzig  bei  Engelmann,  1882) 
ist  nicht  genannt  worden,  üeberhaupt  wäre  ein  ausführlicherer  Literatur- 
nachweis namentlich  der  in  neuerer  Zeit  erschienenen  astronomischen  Schrif- 
ten wohl  am  Orte  gewesen.  —  In  I*  ist  (S.  29  Z.  4)  von  einem  nullten 
Vertikal  die  Bede,  welche  Bezeichnung  eine  gar  nicht  existirende 
Zählung  der  Vertikale  voraussetzt;  der  westöstliohe  Vertikal  verdankt  viel- 
mehr seine  von  alters  her  übliche  Bezeichnung  als  „erster  Vertikal^  der 
ungenauen  üebersetzung  von  „  V^icäUs  Primarius^ j  womit  die  Gnomoniker 
des  Mittelalters  nur  ausdrücken  wollten,  dass  er  der  vorzüglichste,  der 
geeignetste  sei,  um  in  seine  Ebene  die  der  Vertikal -Sonnenuhr  einzustellen, 
indem  nur  dann  die  Zeichnung  auf  dem  Zifferblatt  derselben  symmetrisch 
wird.  Für  diese  Erklärung  bürgt  keine  geringere  Autorität  als  Kepler  (in 
seinem  Epitome  Astronomiae  Copernicanae).  —  Beferent  kann  endlich  auch 
dem  nicht  zustimmen,  was  an  einer  Stelle  der  Vorrede  zu  I*  gesagt  ist: 
es  sei  ein  vergebliches  Bemühen,  eine  Summe  von  Erkenntnissen,  welche, 
wie  die  der  mathematischen  Geographie ,  des  inneren  Zusammenhangs 
entbehrten,  systematisch  behandeln  zu  wollen.  Ein  System  freilich,  wie 
das  der  reinen  Mathematik  oder  der  Philosophie  wird  niemand  von  einer 
überwiegend  empirischen  Wissenschaft  erwarten  wollen;  den  inneren  Zu- 
sammenhang aber  der  einzelnen  Lehren  der  mathematischen  Geographie  in 
Abrede  stellen,  heisst  zugleich  auch,  sie  für  ungeeignet  zu  einem  ünter- 
richtsgegenstande  erklären,  wenigstens  für  höhere  Schulen.  Schon  die  Existenz 
so  vieler  vortrefflicher  dem  Schulbedürfnisse  dienender  Lehrbücher  dieser 
Disoiplin  widerlegt  eine  solche  Ansicht  Der  Zusammenhang  ist  dadurch 
gegeben,  dass  die  einzelnen  Erkenntnisse  sich  darin  vereinigen,  die  Be- 
ziehungen unseres  Wohnplaneten  zu  den  anderen  Weltkörpem  zum  Gegen- 
stande zu  haben,  welche  Beziehungen  nach  verschiedenen  Bücksichten  in 
geeigneter  Weise  zu  gruppiren  aber  die  Aufgabe  Dessen  ist,  der  hier  ak 
Autor  auftreten  will.  Damit  soll  jedoch  keineswegs  gesagt  sein,  dass  für 
die  Zwecke  des  Herrn  Verfassers,  der  für  Studirende  geschrieben  hat,  also 
für  Solche,   die  schon  im  Besitze  der  nothwendigsten  Vorkenntnisse  sind  j 
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oder  doch  sein  sollten,  das  von  ihm  eingehaltene  nicht  einheitliche  nnd 
nicht  systematische  Verfahren  ungeeignet  sei  Hier  war  es  Tielmehr  für  ihn 
angezeigt,  das  Wesentlichste  aus  dem  Gebiete,  in  welches  er  seine  Iieser 
tiefer  einführen  will,  diesen  nacheinander  vereinzelt  vorzufGLhren. 

Die  grosse  Zahl  der  Druckfehler  macht  keinen  erfreulichen  Eindruck, 
zumal  da  ausser  den  berichtigten  noch  eine  ganze  Anzahl  Ton  nicht  in  den 
Verzeichnissen  aufgeführten,  sogar  zwei  in  letzteren  selbst,  stehen  geblieben 
sind.  Referent  weiss  allerdings  sehr  wohl,  dass  ein  derartiger  üebelstand 
nicht  überall  dem  Autor  selbst  zur  Last  zu  legen  isi 

Nachfolgend  ein  Verzeichniss  solcher  noch  nicht  berichtigter  Fehler, 
soweit  sie  dem  Referenten  aufgefallen  sind. 

In  Nr.  I:  8.  19  Z.  22  lies  Meridianebenen  statt  Meridianebene;  S.  50 
Z.  13  1.  durchsetzen  st.  durch  setzen;  S.  74  Z.  18  fehlt  rechts  der  Factor  f 
vor  (q^  -l)m»g)i;  S.  75  Z.  10  1.  ain«  66«  20'  st  sin  66^  20\  Auf  S.  22 
Z.  19  fehlt  hinter  „s.  Fig.  2^  der  Hinweis  darauf,  dass  diese  Figur  die  Tafel 
am  Schluss  von  I  einnimmt 

P:   S.  35  Z.  12  V.  u.  1.  casg  st.  sing  im  Nenner. 

II.  in  Abth.  1:  S.  7  Z.  2  v.  u.  fehlt  zu  Anfang  V  vor  ,Q,;  S.  28  Z.  5 
1.  also  st  als;  8.  51  Z.  7  1.  360  Grad  st.  S60^  Grad;  S.  72  Z.  6  1.  rechts 
SFB  st  SFB.    In  Abth.  2:  S.  75  Z.  12  1.  können  st  kann;  S.  114  Z.  11 

V.  u.  1.  Atair  st  Altair;  8.  146  Z.  10  1.  |^  st  ^• 

III:  8.  7  Z.  2  V.  u.  1.  er»  st.  a-;  8.  13  Z.  13  1.  2{a*+a*)i%  st 
2a|(ai* +  «*)*%;  S.  93  Z.  4  fehlt  {a^)  vor  „resultieren";   8.  96  Z.  12  1. 

st  --r-^;  8. 103  Z.  8  V.  u.  fehlt  das  Minuszeichen  zwischen ^^ 


dt         dt 


r 


und  l±ah^^.  g,  109  foyt  der  Buchstabe  K^  in  Fig,  17;  8.  118  Z.  1 
1.  dividiert  st  multipliziert;  8. 130  Z.  12  1.  L-Sl  st  JL^;  8.  196  Z.  6  L 

-i  st  — • 
ar         a 

IV:  8.  13  Z.  5  V.  u.  fehlt  das  Komma  vor  „bezüglich**,  wodurch  der 
ganze  Passus  undeutlich  wird;  8.  36  Z,  13  v.  u.  L  n-y(*{^—  ^*)  dt  st. 

i/::7.,  ibid.  Z.  2  V.  u.  1.  Zr  st  Z-  T;  8.  47  Z.  5  L  (y-yo)*  ^*  P-^o 
im  Nenner  des  Integranden;  8.57  Z.  14  1.  Binomialreihe  st  Binominalreihe ; 
8.  69  Z.  11  V.  u.  1.  fcdsi  st  fiOcL 

In  den  Druckfehlerberichtigungen  selbst  steht  am  8chlus8  von  II,  Abth.  2 
auf  8.  221  Z.  9:  8.  110  st  8.  111  und  zu  Anfang  von  IV  auf  8.  VH 
4 (g>*— !)«•«* ^j  und  (^•  — l)«m*^,  statt  bezw.  f(fl*— l)«inVi  ^^^ 
{q^  —  l)sin^q>^. 

Alles  dies  kann  jedoch  den  Werth  des  in  hohem  Grade  verdienstlichen 
Werkes    nicht    erheblich    beeintrftchtigen.      Dem  angehenden  Jfinger   der 
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Astronomie  wird  es  gerade  in  seiner  Eigenart  willkommen  und  förder- 
lich sein. 

Schliesslich  noch  die  Bemerkung,  dass  der  Verleger  für  eine  gute 
äussere  Ausstattung  des  Werkes  bestens  gesorgt  hat. 

Liegnitz,  im  Juni  1888.  Dr.  0.  Bbrmann. 


B^sum^  da  cours  d'analyse  inflnit^Bimal  de  Tuniyersitö  de  Gand  par 
P.  Mansiok,  professeur  ordinaire  ä  runiyersit6  de  Gand,  docteur 
special  en  math^matiques,  correspondant  de  Tacad^mie  rojale  de 
Belgique,  de  la  soci6t6  royale  des  sciences  de  Liöge  et  de  la  soci6t6 
mathömatique  d'Amsterdam.  Paris  1887.  Gauthier- Villars,  impri- 
meur-libraire.  VIII,  300  pag. 
Das  im  Drucke  uns  vorliegende  Werk  besteht  aus  drei  voneinander 
scharf  getrennten  Abtheilungen.  Der  eigentliche  Lehrgang  der  Infinitesimal- 
analysis  reicht  bis  S.  192.  Dann  kommt  ein  Anhang  bis  S.  263.  Endlich 
folgen  noch  27  Seiten  ergänzender  Anmerkungen.  Will  man  ein  volles  Bild 
des  ganzen  Buches  gewinnen »  so  muss  man  die  drei  Abtheilungen  nicht 
nacheinander,  sondern  gleichzeitig  vornehmen,  bald  da,  bald  dort  lesen, 
was  dem  üeberblick  nicht  gerade  wesentlich  erleichtert  Der  Grund  zu 
dieser  unbequemen  Anordnung  liegt  nun  freilich  in  der  Benutzung  des 
Buches  während  verschiedener  Jahre.  Im  ersten  Jahrgange  seiner  Vor- 
lesungen lässt  Herr  Mansion,  wie  wir  aus  brieflichen  Mittheilungen  des- 
selben wissen,  fast  den  ganzen  Anhang  unerörtert,  und  da  mag  es  dem 
Schüler  willkommen  sein,  in  der  Abtheilung,  welche  wir  den  eiiifentlichen 
Lehrgang  genannt  haben,  nachlesen  zu  können,  ohne  überschlagen  zu  müssen. 
Aber  auch  dieser  Nothwendigkeit  ist  er  nicht  überhoben,  da  das  V.  Gapitel 
(S.  13 — 16)  und  Theile  der  folgenden  Capitel  von  Functionen  complex  ver- 
änderlicher Grössen  handeln,  welche  Herr  Mansion  im  ersten  Jahre  grund- 
sätzlich nicht  berührt.  Es  will  uns  darum  scheinen,  als  würden  in  einer 
zweiten  Auflage,  welche  kaum  ausbleiben  dürfte,  besser  alle  Dinge  in  ihrer 
logischen  Reihenfolge  gedruckt  und  nur  durch  Sternchen  bezeichnet  —  wie 
man  es  in  anderen  Werken  gewöhnt  ist  — ,  was  beim  erstmaligen  Gebrauch 
wegbleiben  soll.  Wir  werden  bei  unserer  Besprechung  jedenfalls  so  thun, 
als  wäre  diese  Einrichtung  schon  getroffen,  und  über  den  ganzen  Inhalt 
berichten,  ohne  uns  darum  zu  kümmern,  wo  der  betreffende  Paragraph 
gegenwärtig  gedruckt  ist. 

Allerdings  setzen  wir  uns  damit  in  einer  Beziehung  in  eine  gewisse 
Verlegenheit.  Gleich  im  L  Capitel  auf  S.  2  finden  wir  einen  aus  blossen 
Namen  bestehenden  geschichtlichen  üeberblick,  welchem  S.  193  —  224  des 
Anhangs  und  S.  286 — 291  der  Anmerkungen  als  willkommene  Ergänzung 
dienern.    Wird  Herr  Mansion  bei  einer  Zusammenschmiedung  der  einzelnen 
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Abtheilangen  den  geschichtlichen  üeberbliok  am  Anfange  belassen?  Wir 
bezweifeln  es.  Wir  möchten  vielmehr  hier  wirklich  zur  Beibehaltang  der 
Spaltung  rathen.  Eine  Namenstibersicht  am  Anfang  kann  dafür  sorgen, 
dass  weiterhin  vorkommende  Verweisungen  dem  Schüler  nicht  ganz  fremde 
Persönlichkeiten  zu  Oehör  bringen,  während  ein  geschichtlicher  Anhang  doch 
erst  am  Schlüsse  verstanden  werden  kann.  Wir  halten  es  für  sehr  richtig 
in  diesem  Anhange,  wie  Herr  Mansion  es  thut,  den  Wortlaut  der  beiden 
Erfinder  Leibniz  und  Newton  nebeneinander  zu  stellen,  der  deutlicher 
als  jede  Streitschrift  deren  gegenseitige  Unabhängigkeit  erkennen  Iftsst,  zu- 
gleich erkennen  lässt,  wie  weit  beide  kamen.  Mit  grossem  Int-eresse  lasen 
wir  S.  288,  dass  Tacquet  die  Mangelhaftigkeit  der  Lehre  von  den  Indivi- 
sibilien  deutlich  erkannt  und  auf  die  Möglichkeit,  sie  auszubilden,  hin- 
gewiesen habe.  Diesem  Antwerpener  Mathematiker  pflegt  man  überhaupt 
selten  ganz  gerecht  zu  sein,  während  er  beispielsweise  auch  für  die  Erklä- 
rung des  sogenannten  Bades  des  Aristoteles  durch  seine  Abhandlung 
„De  circulorum  volutionibus^  Namhaftes  leistete.  Vielleicht  beschäftigt  sich 
Herr  Mansion  in  seiner  Zeitschrift  ^Mathesis'^  gelegentlich  auch  einmal 
mit  dieser  Abhandlung  seines  Mitbürgers? 

In  sehr  eingehender  Weise  behandelt  Herr  Mansion  den  Grenzüber- 
gang. Deutlicher,  als  wir  es  aus  ähnlichen  Werken  in  Erinnerung  haben, 
hebt  er  namentlich  hervor,  dass  Ä  nur  dann  Grenze  von  f{z)  ist,  wenn 
von  einem  bestimmten  Werthe  von  x  an  der  Unterschied  Ä  —  f{x)  nicht 
blos  beliebig  klein  wird,  sondern  auch  beliebig  klein  bleibt  Man  erkennt 
in  solchen  Betonungen  den  gewissenhaften  Lehrer,  der  sich  auch  um  die 
Irrthümer  kümmert,  in  welchen  Schüler  verfallen  können.  Als  sehr  lehr- 
reiches Beispiel  ist  die  Function  2H \-x  —  2eI-^)  bei  wachsendem  x 

gewählt.     Sie  hat  bei  ganzzahlig  geradem  x  den  Werth  2-| — i  bei  guiz- 

X 

zahlig  ungeradem  x  den  Werth  3  -| — ;  ihr  Unterschied  von  2  wird  beliebig 

X 

klein,  bleibt  es  aber  nicht,  die  Function  hat  folglich  nicht  die  Grenze  2. 
Die  Incommensurabilitäten  werden  im  gleichen  Zusammenhange  erörtert  und 
zwar  in  nahe  verwandter  Betrachtungsweise,  wie  sie  Herr  Dedekind  ein- 
geführt hat. 

Um  die  Functionen  oomplex  veränderlicher  Grössen  betrachten  zu  kön- 
nen, setzt  Herr  Mansion  zwar  das  Addiren  und  Subtrahiren,  das  Multi- 
pliciren  und  Dividiren  complezer  Grössen  als  bekannt  —  folglich  auch  als 
berechtigt  in  ihrer  Ausübung  —  voraus,  definirt  aber  alsdann  e'^^=iCOSX 
+  i8inx  und  ^+**  =  ^.e'*.  Von  dieser  Definition  aus  gewinnt  er  die 
Ableitung,  später  die  Beihenentwickelung  der  Functionen  allgemeiner  Art. 
Allerdings  ist  diese  Entwickelungsweise  einigermassen  formal,  aber  der 
Strenge  entbehrt  sie  nichts  mit  Ausnahme  jener  Voraussetzungen,  welche 
wir  soeben  genannt  haben. 
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Die  Beihenlehre  kann  nach  den  vorangegangenen  Entwickelnngen  in 
einer  Gestalt  vorgetragen  werden ,  wie  sie  dem  heutigen  Stande  der  Wissen- 
Schaft  entspricht.  Nicht  nur  absolute  und  relative  Convergenz  werden  unter- 
schieden, wie  es  in  jedem  neueren  Werke  der  Fall  sein  dttrffce,  auch  der 
Begriff  gleichm&ssiger  Convergenz  ist  sehr  deutiich  auseinandergesetzt  und 
vielfach  benutzt.  Bei  der  Multiplication  von  Reihen  vermissen  wir  aller- 
dings die  Benutzung  der  Pringsheim'schen  Arbeiten,  welche  doch  nicht 
unerheblich  über  Cauchy  und  Mertens  hinausgehen. 

Auch  der  Stetigkeit  der  Functionen  sind  genaue  Erörterungen  gewid- 
met, die  so  weit  gehen,  dass  der  Schiller  mit  der  Wei er strass 'sehen 
stetigen,  aber  ableitungslosen  Function  bekannt  gemacht  wird. 

Es  ist  fast  überflüssig,  zu  bemerken,  dass  neben  den  hier  genannten 
Gegenständen,  die  nicht  in  jeder  Differentialrechnung  vorkonmien,  auch 
Alles  gelehrt  wird,  was  den  regelmässigen  Inhalt  solcher  Schriften  bildet. 
An  nicht  wenigen  Stellen  wird  man  besondere  Eigenthümlichkeiten  finden, 
die  dem  sachkundigen  Leser  meistens  des  Beifalls  würdig  erscheinen  dürften. 
Dahin  zShlen  wir  freilich  nicht  die  Abneigung  des  Verfassers  gegen  das 
Jacobi*sche  geschwungene  d  zur  Bezeichnung  partieller  Differentiation, 
welches  zu  allgemein  verbreitet  ist,  um  dem  Schüler  vorenthalten  zu  werden. 

Die  geringen  Aussetzungen,  welche  wir  uns  gestatteten,  sollen  aber 
keineswegs  unseren  Lesern  den  hauptsfichlichen  Eindruck  enthüllen,  den  das 
Werk  auf  uns  machte.  Dieser  war  ein  durchaus  günstiger,  und  mit  gutem 
Gewissen  können  wir  Herrn  Mansion's  B6sum6  du  cours  d'analyse  infini* 
tösimale  empfehlen.  Cantob. 

Cnno  de  aaalyse  infinitesimal  por  F.  Gohbs  Tbizbira,  Director  da  Aca- 
demia  Poljtechnica  do  Porto,  professor  na  mesma  Academia,  antiga 
Professor  na  üniversidade  de  Coimbra,  socio  correspondente  da  Aca- 
demia Beal  das  Sciencias  de  Lisboa  etc.    (Calculo  Differencial.)   Porto 
1887.    Typographia  Occidental.    372  pag. 
Wer  uns  vor  wenigen  Wochen  gesagt  htttte,  wir  würden  ein  portugie- 
sisches Buch  lesen,  der  w&re  von  uns  einfach  ausgelacht  worden.     Hatten 
wir  doch  das  sichere  Bewusstsein,  weder  portugiesisch,  noch  spanisch  jemals 
gelernt  zu  haben,  und  weder  ein  Wörterbach,  noch  eine  Grammatik  jener 
Sprachen  zu  besitzen.    Da  brachte  uns  die  Post  das  in  der  üeberschrift 
genannte  Werk.     Der  Name  des  Verfassers  war  uns  aus  Zeitschriften  in 
französischer  und  deutscher  Sprache  wohlbekannt.    Wir  versuchten  ein  oder 
das   andere  Wort  zu   verstehen,   und   siehe  da,   wir  erkannten,   dass  die 
Sprache  der  Analysis  besser  als  Volapük  oder  Pasilingua  zur  Weltsprache 
sich  eignet!    Wir  lasen  —  natürlich  nur  mit  den  Augen,  denn  von  portu- 
giesischer Aussprache  haben  wir  nach  wie  vor  keine  Ahnung  —  das  ganze 
Buch   durch,   ohne   einer  andern   Schwierigkeit   zu   begegnen,   als  denen, 
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welche  leider  recht  zahlreiche  Druckfehler  in  den  mathematischen  Formeln 
uns  bereiteten.  Daran  erkennt  man  doch,  dass  die  portugiesischen  Drucke- 
reien weit  weniger  als  die  anderer  Lftnder  auf  mathematischen  Satz  ein- 
gerichtet sein  müssen.  Mit  dieser  Erfahrung  stimmt  die  Oeschichte  der 
Mathematik  überein.  Es  ist  eine  historische  Thatsache,  dass  die  Pjrenften- 
halbinsel  selbst  in  jenen  Zeiten,  in  welchen  die  Seefahrtkunst  dort  vor  allen 
anderen  Lttndem  blühte,  ausserordentlich  arm  an  Mathematikern  war.  Der 
Portugiese  Pedro  Nuflez,  der  Spanier  Juan  de  Ortega,  beide  in  der 
ersten  Httlfte  des  XVI.  Jahrhunderts  als  Schriftsteller  thtttig,  sind  allein  über 
die  Grenzen  ihrer  Heimath  hinaus  bekannt.  Wenn  es  richtig  ist,  was  als 
Folgerung  aus  so  manchen  Einzelereignissen  geschlossen  werden  kann,  dass 
jedes  Land  irgend  einmal  eine  stfirker  hervortretende  Bolle  auf  jedem  Bil. 
dungsgebiete  spielt,  so  wttre  das  Zeitalter  portugiesischer  Mathematik  noch 
bevorstehend,  und  wenn  irir  das  uns  zur  Besprechung  übergebene  Werk 
genauer  ansehen,  so  gelangen  wir  zu  der  üeberzeugung,  dass  der  heutige 
Zögling  der  dortigen  hohen  Schulen  genügende  Vorbereitung  geniesst,  um 
selbst  die  Wissenschaft  fördern  zu  können.  In  der  That  ist  das  Werk  des 
Herrn  Teixeira  als  jeder  neueren  Differentialrechnung  ebenbürtig  zu 
rühmen.  Ausgehend  von  den  nach  Dedekind'scher  Grenzauffassung  ent- 
wickelten Irrationalzahlen,  an  welche  sich  die  Bichtungszahlen,  negative  wie 
imaginäre,  anschliessen,  übergehend  zu  einer  Theorie  der  Reihen,  verwendet 
der  Verfasser  etwa  das  erste  Viertel  seines  Bandes  auf  Dinge,  welche  ge- 
meiniglich zur  algebraischen  Analysis  gezählt  werden.  Dann  erst  geht  er 
zur  Differentialrechnung  über,  welcher  nebst  geometrischen  und  analytischen 
Anwendungen  ungefähr  die  Hälfte  des  Bandes  gewidmet  ist.  Das  letzte 
Viertel  beschäftigt  sich  mit  den  Singularitäten,  welche  bei  solchen  Func- 
tionen reell  veränderlicher  Grössen  auftreten,  die  durch  unendliche  Reihen 
definirt  sind,  und  mit  einer  kurzgefassten  Functionentheorie.  Herr  Teixeira 
verweist  vielfach  auf  die  Quellen  seiner  Entwickelungen.  Er  zeigt  bei  dieser 
Gelegenheit  eine  fast  alle  mathematischen  Zeitschriften  aller  Sprachen  um- 
fassende Belesenheit,  und  wenn  er  nicht  selten  auch  Aufsätze  erwähnt, 
welche  ihn  selbst  zum  Verfasser  haben,  so  führen  wir  dieses  nur  als  Beweis 
dafür  an,  dass  sein  Werk  an  Eigenthümlichkeiten  keineswegs  arm  ist. 
Wenn  wir  hier  auf  eine  ganz  unbedeutende  Kleinigkeit  aufmerksam  machen 
wollen,  welche  wir  vermissen,  so  geschieht  dieses  nur  deshalb,  weil  wir 
diese  Lücke  in  allen  Differentialrechnungen  finden.  Die  Tangente  wird  stets 
ohne  Weiteres  als  diejenige  Secante  definirt,  welche  zwei  zusammenfallende 
Curvenpunkte  verbindet,  ohne  zu  bedenken,  dass  der  Anfänger  dadurch  auf 
den  Irrthum  gebracht  werden  kann,  jede  durch  einen  vielfachen  Punkt  einer 
Curve  hindurchgehende  Gerade  als  Tangente  zu  betrachten.  Man  sage  nicht, 
ein  solches  Missverständniss  komme  nicht  vor.  Es  kann  vorkommen  und 
muss  von  vornherein  vermieden  werden.  Wir  unterscheiden  deshalb  zwi- 
schen  geradliniger    und  cnrvenmässiger  Entfernung  zweier  Curvenpunkte, 
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laistere,  wie  es  die  Benennung  jmit  sich  bringt  ^  Ittngs  der  Conre  seibat 
gemessen.  Tangente  ist  alsdann  eine  Secante  durch  zwei  carrenmSssig  ver- 
schwindend nahe  oder  mit  einem  besondem  Namen :  dorch  zwei  consecative 
Curvenpunkte.  ^ahtor. 


TTeber  Fnsspnnktscnnren,  von  dem  beauftragten  Gymnasiallehrer  Dr.  Hein- 
RiOH  Georg  Lbonhard  Sohotten.  Wissenschaftliche  Beilage  zum  Pro- 
gramm des  kOnigl.  Gymnasiums  und  Realgymnasiums   zu  Hersfeld 
(1887.     Progr.-Nr.367).    21  S.  4^ 
Im  Jahre  1883  promovirte  Herr  Schotten  in  Marburg  auf  Onmd 
einer  geometrischen  Abhandlung  „üeber  einige  bemerkenswerthe  Gattungen 
von  Hypocy kleiden^.     Er  betrachtete  darin  die  dreieckige  und  die  viereckige 
Hypocykloide ,  d.  h.  die  mit  drei,  beziehungsweise  mit  vier  Bückkehzpunk- 
ten,  und  definirte  erstere  (nach  Steiner)  als  Enveloppe  der  Geraden,  in 
welcher  die  Fusspunkte  der  Normalen  liegen,  welche  von  einem  beweglichen 
Punkte   der  Ereisperipherie  auf  die  drei  Seiten  eines  festen  Sehnendreiecks 
gefällt  werden.     Vielleicht  von  dieser  Definition  ausgehend,   kam  der  Ver- 
fasser   dazu,    sich    mit  Fusspunktscurven   zu  beschäftigen  und  ihnen  eine 
eigene  Programmabhandlung  zu  widmen.     Er  erweiterte  dabei  den  Begriff 
der  Fusspunktscurve  nach  zwei  Richtungen:   einmal   indem  er  den  Ort  des 
Scheitelpunktes    eines   constanten  Winkels    suchte,    dessen   beide  Schenkel 
Tangenten  an  je  eine  gegebene  Curve  bleiben,  und  zweitens  indem  er  den 
constanten  Winkel  als  von  90^  verschieden  annahm.     Beide  Begriffserwei- 
terungen sind  nicht  neu.    Die  erste  findet  sich  in  der  geradezu  hervorragen- 
den Doctordissertation  von  Herrn  Adolf  Schumann:  „ Disquisitiones  de 
curvis  pedalibus*^  (Halle,  27.  Juni  1861),  die  zweite  in  einer  kurzen  Notiz 
von  Herrn  Weinmeister,   üeber  Fusspunktcurven  (Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXYIII,  256).     Von  beiden  Vorgängern  hatte  aber  Herr  Schotten  sicher- 
lich keine  Eenntniss,    wie  man  auch  daraus   entnehmen   kann,    dass   mit 
Ausnahme  jener  Gnmdbegriffe  eigentlich  Nichts  den  hier  genannten  Ab- 
handlungen gemeinschaftlich  ist.    Herr  Schotten  hat  |dagegen,  wie  aus 
mehrfachen  AnfQhrungen  hervorgeht,  die  bekannte  Magnus 'sehe  Aufgaben- 
sammlung eingehend  studirt  und  hat  Sätze  aus  derselben  herbeigezogen,  die 
dort  in  anderem  Zusammenhange  erscheinend,  hier  in  ein  neues  Licht  treten. 
Als  Basiscurven  —  so  nennt  der  Verfuser  die  beiden  Curven,  welche  die 
Schenkel   des   gegebenen  Winkels   berühren   sollen  —  dienen  fortwährend 
Kegelschnitte.    Die  angewandte  Methode  ist  durchaus  rechnerisch.    Vielleicht 
giebt  das  Studium   der  Schumann'schen  Abhandlung  Herrn  Schotten 
Veranlassung,  in  der  versprochenen  Fortsetzung  auch  geometrische  Betrach- 
tungen in  Anwendung  zu  bringen.  Cantor. 
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TTeber  Orale  und  Eiflächen.  Inaugoral  Dissertation  von  Hbrmanm  Brunn. 
München  1887.  42  S. 
Diese  Abbandlang  beschäftigt  sich  mit  Raumgebilden,  welche  geome- 
trisch genau  definirt,  analytisch  unbestimmt  gelassen  sind.  Ein  Oval  ist 
nftmlich  für  den  Verfasser  eine  im  Endlichen  liegende ,  nach  aussen  conveze, 
geschlossene  CurvCi  die  mit  jeder  sie  durchsetzenden  Greraden  ihrer  Ebene 
zwei  und  nur  zwei  Punkte  gemein  hat.  Eine  Eif lache  heisst  ihm  eine 
im  Endlichen  liegende  geschlossene  Fläche,  welche  zu  jeder  sie  durchsetzen- 
den Geraden  eben  diese  Beziehung  besitzt.  Daraus  folgt  von  selbst,  dass 
die  unendlichen  und  imaginären  Punkte,  welche  das  analytisch  definirte  Ge- 
bilde noch  aufzuweisen  hätte,  ausser  aller  Betrachtung  bleiben,  und  dass 
die  Darstellung  einen  wel^ntlich  graphischen  und  dabei  elementaren  Cha- 
rakter besitzt.  Wenigstens  sind  höhere  Kenntnisse  als  die  des  Begriffes  der 
Berührung  und  Krümmung  und  des  Meunier*schen  Satzes  nirgend  voraus- 
gesetzt, wenn  auch  nicht  unerwünscht.  Bei  den  Beweisen  spielt  der  Be- 
griff des  Krümmungsgebietes  eine  wichtige  Bolle.  Das  Krümmungsmaas  (i 
einer  Curve  in  einem  Punkte  ist  als  Quotient  aus  dem  Contingenzwinkel 
und  dem  Curvenelement  eine  unbenannte  Zahl.  Bei  einer  continuirlichen, 
überall  convexen  Curve  hat  diese  Zahl  einen  grössten  und  einen  kleinsten 
Werth,  und  den  von  diesen  beiden  Grenzen  eingeschlossenen  Zahlenraum 
nennt  Herr  Brunn  das  Krümmungsgebiet  y  ^^^  betreffenden  Curve.  Aehn- 
liche  Definitionen  werden  für  die  Fläche  aufgestellt.  Man  übersieht  leicht 
die  Berechtigung,  von  Curven  (Flächen)  mit  gemeinschafüichen,  anstossen- 
den ,  getrennten  Krümmungsgebieten  zu  reden.  Im  Verlauf  seiner  ungemein 
lesenswerthen  Abhandlung  begegnet  sich  der  Verfasser  mit  Steiner's  Un- 
tersuchungen „über  Maximum  und  Minimum  der  Figuren*',  aus  welchen 
einige  Sätze  als  nicht  hinlänglich  genau  gefasst  nachgewiesen  werden. 

Cantor. 


Parabolische  Koordinaten  in  der  Ebene  nnd  im  Ranme,  von  Dr.  Karl 

Babr,  Oberlehrer.  Wissenschaftliche  Beilage  zu  dem  Programm  des 
Realgymnasiums  zu  Frankfurt  a.  0.  1888.  40  S.  mit  2  Figuren- 
tafeln. 

Die  Curve  y*  =  —  4|>  (a:  —  j))  stellt  bei  constantem  p  eine  Parabel  in 
der  Ebene  dar,  deren  Brennpunkt  im  Anfangspunkte  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  liegt.  Bei  variablem ,  aber  stets  positivem  p  ist  als  Bedeutung 
eine  Schaar  confocaler  Parabeln  ersichtlich,  die  sämmtiich  gegen  die  nega- 
tive Seite  der  Abscissenaxe  hin  ihre  Arme  erstrecken.  Aehnlich  verhält  es 
sich  mit  y*=^iq{x  +  q).  Die  Bedeutung  ist  bei  positiv  variablem  q  wieder 
eine  Schaar  unter  sich  und  mit  den  vorhergenannten  confocaler  entgegen- 
gesetzt gerichteter  Parabeln.     Die  Beschränkung  des  Positivseins  für  p  und 
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q  wird  deutlicher,  wenn  c  eine  positive  Consiante  und  j>  =  — ,   qs=J~  ge- 

c  c 

setzt  wird.  Die  beiden  Grössen  £  und  i}  sind  Coordinaten  der  Durch- 
schnittspunkte zweier  bestimmter  confocaler  Parabeln.  Diese  Durchschnitts- 
punkte  sind  zwei  an  der  Zahl  und  symmetrisch  zu  der  allen  Parabeln  beider 
Schaaren  gemeinsamen  Axe  gelegen.  Will  man  nur  einen  Punkt  bestimmt 
sein  lassen,  so  kann  man  i}  etwa  mit  Vorzeichen  versehen  denken,  also 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Punkt  über  oder  unter  der  Axe  ge- 
meint ist.  Diese  $,  9/  sind  die  parabolischen  Coordinaten  in  der  Ebene. 
Sie  schneiden  einander  orthogonal.  Im  Baume  wird  irgend  ein  Punkt  als 
Durchschnittspunkt  dreier  sich  orthogonal  durchsetzender  Flftchen  zweiten 
Grades  gedacht,  und  damit  parabolische  Coordinaten  entstehen,  sind  mittel- 
punktslose Flächen  zu  wählen:  zwei  elliptische  Paraboloide  mit  entgegen- 
gesetzt liegenden  Scheiteln  und  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Auch  diese 
Flächen  enthalten  in  ihren  Gleichungen  je  einen  Parameter,  welcher  sie  als 
zu  einer  Schaar  von  Flächen  gleicher  Natur  gehörend  erkennen  lässt: 

y«         g^     _   4ca?  +  4i?« 
^i  +  ^s^a«""  c" 

y^         j8*  4ca;  +  4{* 


mit  |«>0, 
mit  iy*^a', 
mit   0<£*<a«, 


and  diese  Parameter  |,  17*  ^  sind  alsdann  die  parabolischen  Baumcoordi- 
naten  des  den  drei  Flächen  gemeinsamen  Punktes. 

Mit  den  hier  definirten  Coordinatensystemen  operirt  nun  Herr  Baer  in 
sehr  gewandter  Weise  und  gelangt  dadurch  zu  Ergebnissen,  welche  theils 
ftlr  die  Geometrie,  theils  für  die  Lehre  vom  Potential  interessant  sind. 

Camtor. 


Die  Anadratnr  des  Zirkels.  Sichere  Lösung  einer  bislang  als  Problem 
betrachteten  wissenschaftlichen  Frage,  dargestellt  in  3  Zeichnungen 
und  erläutert  von  W.  F.  Lolling,  Bedacteur.     Hamburg  1887. 

Beweis,  dass  es  eine  Anadratur  des  Kreises  giebt,  und  dass  die  bisher 
zur  Berechnung  des  Kreises  benutzte  Ludolph'sche  Zahl  etwas  zu  klein 
ist.     Von  G.  Ebbsohbaum,  Steuerrath  in  Coburg.     Coburg  1887. 

Die  (luadratnr  der  Hyperbel,  nach  einer  neuen  Methode  berechnet  von 
F.  Sahuda.    Graz  1888. 

Fttr  Herrn  Lolling  ist  es  unumstösslioh ,  dass  die  Gesammtflächo  des 
Zirkels  eine  Zahl  bildet,  zu  deren  Quadratwurzel  der  Durchmesser  des 
Kreises  sich  verhält  wie  1:0,88.     Er  findet  also  »  =  3,0976. 

Herr  Kerschbaum  hat  bewiesen  7(  =  3,1446054. . . 

Hi.t..Ut.  Abthlg.  d.  Zdtaohr.  f.  Math.  u.  Phyi.  XXXIII,  6.  17^.^.^^^  ^^  GoOQIc 
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Herr  Samuda  unterscheidet  sich  von  den  beiden  anderen  genannten 
Schriftstellern  darch  die  Wahl  der  Aufgabe  und  durch  die  bei  der  Losung 
angewandten  mathematischen  Mittel.    Er  weiss,  dass 
-a  a 


0 
und  folgert  daraus 


Jdx{2ax-ai^)=^^Jdx(2ax  +  (x?) 


I  dx  y2ax  —  s?  =  / dxj/2ax  +  3^. 


0  0 

Diese  Folgerung,  meint  er,  gestatte  die  Analogie. 

Goethe  sagt:  Es  muss  auch  solche  Käuze  geben! 
Muss  es  wirklich?  Cantor. 


Hydrologische  Studien.  Von  Heinrich  Oray^.  1.  Heft  Wien  1887, 
Alfred  HOlder.     62  S. ,  4  Figurentafeln. 

Der  Inhalt  dieser  von  einem  in  hydrotechnischen  Arbeiten  offenbar  wohl- 
erfahrenen  Manne  herrührenden  Schrift  ist  ein  etwas  bunter,  und  eine  bessere 
Disposition  wäre  fGU:  die  folgenden  Hefte  entschieden  anzurathen.  Der  a  Vor- 
bericht'' beschäftigt  sich  mit  der  Bestimmung  des  Niveaus  irgend  einer 
Wasseransammlung,  wobei  mehrfach  interessante  und  sonst  wenig  bekannte 
Mittheilungen  über  die  Anlage  von  Flusspegeln  und  über  die  verschiedenen 
Höhenfixpunkte  in  Oesterreich  gemacht  werden.  Daran  sohliesst  sich  eine 
sehr  fleissig  ausgearbeitete  und  für  die  Praxis  gewiss  werthvoUe  Tabelle  der 
Porosität  verschiedener  Gesteinsarten;  auf  diese  letztere  Eigenschaft  wird 
nach  des  Verf.  Ansicht  bei  den  üblichen  Quellentheorien  zu  wenig  geachtet, 
und  doch  wird  allerdings  das  Durchsickern  des  meteorischen  Wassers  durch 
den  Fels  sehr  stark  beeinflusst  sein  durch  die  Wassercapacität  des  Stoffes. 
Dafür,  dass  die  Durchlässigkeit  der  Gesteine  eine  grössere  sei,  als  man  ge- 
meiniglich annimmt,  werden  verschiedene  Erfahrungen  von  Tropfstein-  und 
Eishöhlen  angeführt. 

Hierauf  entwickelt  der  Verf.  seine  eigenen  Ansichten  über  Quellenbil- 
dung, namentlich  in  Kalkgebirgen,  und  diese  Ansichten  haben  entschiedenes 
Interesse  für  die  physikalische  Geographie.  Den  seit  Mariotte  nahezu 
allgemein  anerkannten  Grundsatz ,  dass  alles  in  der  Erde  vorkommende  und 
aus  ihr  durch  Qnellöffnungen  abfliessende  Wasser  von  aussen  hineingekom- 
men sei,  eignet  sich  auch  der  Verf.  an;  da  neuerdings  gegen  diesen  Satz 
von  0.  Volger  heftiger  Protest  eingelegt  worden  ist,  so  hätten  wir  eine 
Vertheidigung  der  auch  nach  unserer  TJeberzeugung  zutreffenden  Lehre  von 
Mariotte  an  dieser  Stelle  nicht  ungern  gesehen.  Das,  was  der  Verf.  an 
neuen  Auffassungen  bietet,   soll   also  nicht  Bestehendes  über  den  Haufen 
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werfen,  sondern  nur  die  einzelnen  Formen,  unter  denen 'sich  der  Austritt 
des  absorbirten  Begenwassers  vollzieht,  schärfer  präcisiren.  Herr  Orav6 
unterscheidet  Schichtquellen,  üeberfallquellen,  Spaltquellen  und 
Verwerfungsquellen.  Erstere  sind  diejenigen,  welche  man  als  Norm 
betrachtet  und  auf  deren  Beschreibung  die  meisten  Lehrbücher  sich  be- 
schränken, obwohl  es  auch  da  rühmenswerthe  Ausnahmen  giebt,  z.  B. 
Lersch's  „Hjdrophjsik*^  (Berlin  1865).  Das  Wasser  bahnt  sich  so  lange 
durch  die  Hohlr&ume  der  Berge  seinen  Weg,  bis  es  zu  einer  entweder  ganz 
undurchlässigen  oder  bereits  mit  Flüssigkeit  vollkommen  durchtränkten 
Schicht  gelangt;  hier  sammelt  es  sich  zu  einer  Wasserader,  welche  da,  wo 
die  Schicht  zu  Tage  tritt,  ihren  Ausweg  ins  Freie  nimmt.  Einen  mehr 
intermittirenden  Charakter  werden  im  Allgemeinen  die  üeberfallquellen 
haben;  das  Sickerwasser  fliesst  in  einem  Hohlraum  zusammen,  und  erst 
wenn  dasselbe  das  Niveau  der  Bänder  dieser  Depression  erreicht  hat,  strömt 
es  von  mehreren  Punkten  über  die  Bänder  ab.  Es  kann  sich  aber  ereignen; 
dass  ein  solches  Becken  viel  rascher  entleert  wird ,  und  dies  geschieht  dann, 
wenn  von  oben  eine  Spalte  im  Gestein  unter  das  Bandniveau  herabreicht, 
jedesmal  dann,  wenn  die  Auffüllung  weit  genug  gediehen  ist,  um  beim 
weiteren  Anwachsen  den  Wasserspiegel  über  die  Spaltöffnung  zu  heben, 
muss  durch  diese  letztere  eine  partielle  Entleerung  stattfinden.  Eine  Ver- 
werfungsquelle endlich  kommt  dann  zu  Stande,  wenn  ein  Schichtentheil 
gegen  den  andern  abgesunken  ist,  so  dass  also  die  ursprünglich  zusammen- 
hängende Schichtfläche  nunmehr  zwei  verschiedenen  geologischen  Horizonten 
angehört.  Diese  Verwerfung  kann  es  bewirken,  dass  durchaus  gesättigtes 
Gestein  sich  direct  neben  poröses  legt;  das  in  letzterem  befindliche  Wasser 
staut  sich  dann,  da  es  in  der  ihm  zunächst  angewiesenen  Bichtung  nicht 
vorzudringen  im  Stande  ist,  in  seinem  bisherigen  Behälter  auf,  bis  etwa 
oben  eine  Oefifnung  erreicht  wird.  Solche  Stauprocesse  müssen  auch  an- 
genommen werden,  wenn  man  das  thatsächlich  beobachtete  Vorkommen  von 
eigentlichen  Springqnellen  im  Kalkgebirge  erklären  will.  Im  unmittelbaren 
Anschlüsse  hieran  giebt  der  Autor  noch  Bathschläge  über  das  Fassen  und 
„Unterfahren^  von  Quellen;  es  kann  dadurch  ein  grosser  Nachtheil  erreicht 
werden,  nämlich  der,  dass  die  „Staucurve**  sich  zu  sehr  erniedrigt  und  sich 
infolge  dessen  die  neugebildeten  Beservoire  rasch  entleeren.  —  Bei  allen 
diesen  Erörterungen  wäre,  wenn  der  Verf.  seine  i, Studien''  nicht  mit  Aus- 
schliesslichkeit einem  technischen  Fachpublicum  bestimmt  wissen  will,  eine 
eingehendere  Analyse  der  physikalischen  Vorgänge  erwünscht,  und  wir  möch- 
ten eine  solche  für  die  weiteren  Lieferungen  des  Werkes  angelegentlich 
empfehlen. 

München.  Dr.  S.  GüirrHBR. 
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Die  Ounterskale.     YoUstSndige  Erkl&rung  der  Oanterlinien  und  Nachweis 
ihrer  Entstehung,  nebst  zahlreichen  Beispielen  für  den  praktischen 
Gebranch  von  Capitän  Ludwig  Jbrbmakm.   Mit  16  Text- Abbildungen 
und  3  litographischen  Tafeln.    Hamburg,  Eckardt  &  Messtorff.    1888. 
VII,  98  S. 
Das   von  Edmund  Gunter  1624  erfundene  Bechenlineal  hat  von  je 
bei  den  Seeleuten  grossen  Anklang  gefunden,  und  dass  es  auch  heutigen 
Tages   noch   von   denselben  mit  grossem  Nutzen  gebraucht  werden  kann, 
beweist   eben   die   vorliegende  Schrift  eines  Praktikers.     In   der  heutigen 
Form   haben   wir  allerdings  nicht  mehr  die  ursprüngliche  „  Gunterskale  ^, 
sondern  ein  mehrfach  abgeändertes  Instrument  vor  uns;  die  Abänderungen 
rühren  her  von  einem  gewissen  Benjamin  Donn,  den  Herr  Jerrmann 
„ganz  unbekannt"   nennt,  aber  mit  sehr  wenig  Recht,  denn  die  Lebens- 
verhältnisse dieses  Mathematikers  sind  uns  ziemlich  genau  bekannt ,  wie  ein 
Blick  inPoggendorffs  „Handwörterbuch''  (I.Band,  Spalte  592)  darthut 
Auf  dem  Bechenstabe,  dem  Drbilde  des  später  beliebt  gewordenen  logarith- 
mischen Rechenschiebers,  sind  verschiedene  Theilungen  abgetragen;  für  einen 
gegebenen  Winkel,  der  übrigens  nach  dem  nautischen  Maasse  der  „Rhumbs" 
oder  Compassstriche  gemessen  sein  muss,  findet  man  die  Chorden «  Sinus, 
Tangenten  und  Semitangenten  angegeben;  mit  letzterem  Worte  (s.  ^9)  be- 

zeichnet  man  den  Werth  von  tg  — ^-^  •    Auf  der  andern  Seite  findet  man 

dann  noch  verschiedene  andere  Theilungen  vor,  auf  welche  hier  einzugeben 
zu  weiüäufig  sein  würde;  es  möge  nur  kurz  erwähnt  sein,  dass  man  mit 
deren  Hilfe  bequem  Wurzelausziehungen  vorzunehmen  vermag.  Dem  see- 
männischen Gebrauche  insonderheit  dient  eine  Theilung,  mittelst  deren  man 
sofort  abmessen  kann,  welches  die  „vergrösserte'',  d.  h.  Mercator'ache 
Breite  x  zu  einer  gegebenen  geographischen  Breite  tp  ist;  man  hat  bekanntlich 

_         Cdw       _  90®  +  <p 

x  =  Konst.  I —^  =  Konst.logtg — t^^ 
J  C08(p  ^^        2 

und  zu  jedem  tp  ist  das  zugehörige  x  angegeben. 

Man  kann  sich  der  Skale,  wenn  man  einigermassen  auf  sie  eingeübt 
ist,  mit  grosser  Bequemlichkeit  zur  Auflösung  irgendwelcher  Aufgaben  der 
sphärischen  Astronomie  auf  graphischem  Wege  bedienen.  Besser  als  durch 
viele  Worte  mag  dies  durch  ein  wirkliches  Beispiel  gezeigt  werden :  Welches 
ist  der  Stunden winkel  t  des  Punktes,  in  welchem  unter  der  Polhöhe  q)  und 
für  die  Declination  d  die  Sonne  nach  ihrem  Aufgange  den  ersten  Vertikal 
durchschneidet?  Die  Rechnung  ergiebt  cost  =  tgdcotq>\  die  graphische  Lö- 
sung vollzieht  sich  folgendermassen.  Man  projicirt  die  Himmelskugel  ortho- 
graphisch auf  die  Meridianebene,  so  dass  in  deren  Mittelpunkt  C  auch  Osi- 
und  Westpunkt  sich  vereinigen;  Hh  sei  der  Horizont,  Z  das  Zenit,  N  der 
Nadirpunkt,  P  der  Nordpol,  ÄÄ  der  Aequator,  so  dass  also  ZN±Hh, 
qPJläA  wäre.     Schon   das   Eintragen  der  Punkte  P  und  Ä  kann  mit 
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Hilfe  der  Skale  geschehen ,  indeni  man  resp.  aus  H  und  h  die  Chorden  von 
(90^  —  9)  und  q>  in  den  Kreis  einträgt,  dessen  Halbmesser  natürlich  gleich 
cAordGO^  des  Lineals  sein  muss.  Von  A  und  A'  trage  man  —  nach  Nor- 
den, wenn  d  positiv  ist  —  jeweils  chardd  in  die  Peripherie  ein;  dann  ist 
DD'W^A  die  Projection  des  Tageskreises  der  Sonne.  DD'  schneidet  die 
Mittagslinie  Hh  in  0;  man  errichte  in  0  auf  DD'  eine  Senkrechte,  welche 
CD'  in  N  trifft,  und  es  liefert  CN  den  Sinns  des  Stnndenwinkels  fUr  den 
Aufgangspnnkt.  Andererseits  schneiden  sich  DD'  und  ZN  in  /;  man  er- 
richte in  J  ein  Loth  auf  DD^,  welches  der  GD  in  S  begegnet;  dann  ist 
08  der  gesuchte  Cosinus,  um  den  Beweis  nur  für  den  letzteren  Fall  su 
führen,  wende  man  auf  das  ebene  Dreieck  C8J  den  Sinussatz  an;  es  wird 

^„     CJco8q>       CBco8q>       sindco8g>      ^   ,     ^ 

CSsz -—sz^^ -= -^tgdcottp, 

cosd        8mq)eo8d      srntpcosd 

wie  behauptet.  J3  steht  am  Durchschnitte  von  DD'  und  CP.  Man  hat 
mithin,  nachdem  die  Construction  gemacht  ist,  nur  auf  der  Skale  nachzu- 
sehen,  welcher  Winkel  fff  zu  C8  als  Sinus  gehört,  und  es  ist  dann 

Ganz  besonders  gut  eignet  sich  die  Skale  für  die  mit  dem  „Koppeln 
der  Kurse*'  in  Verbindung  stehenden  Aufgaben,  wenn  es  sich  z.B.  darum 
handelt,  die  Distanz  aus  gegebenem  Kurse  und  Breitenunterschiede  nebst 
bekannter  Abweichung  zu  berechnen,  üeberhaupt  entzieht  sich  kein  Pro- 
blem der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  wie  aus  der  reichen  Samm- 
lung durchgerechneter  Beispiele  hervorgeht,  der  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens, nur  möchte  der  Nutzen  in  dem  Maasse  geringer  ausfallen,  je  mehr 
sich  der  Natur  der  Sache  nach  die  Bechnnng  complicirt.  Namhaft  gemacht 
zu  werden  verdient  noch  die  Verzeichnung  orthographischer  und  stereogra- 
phiHcber  Bilder  der  Erd-  und  Himmelskugel,  wobei  die  Lage  des  Projections* 
punktes  völlig  willkürlich  bleibt.  Der  üebelstand,  dass  die  stereographische 
Projection,  wenn  sie  auch  durchaus  nichts  weiter  als  Lineal  und  Zirkel  erfor- 
dert, doch  oft  wegen  der  Nothwendigkeit,  Kreise  von  sehr  grossem  Halb- 
messer zu  ziehen,  mit  Schwierigkeiten  der  Ausführung  zu  kämpfen  hat,  ein 
üebelstand,  den  Hey  mann  durch  tabellarische  Zusammenstellung  der  Co- 
ordinatenwerthe  für  die  wichtigeren  Netzpunkte  zu  heben  suchte,  wird  durch 
die  Ounterskale  zwar  nicht  ganz  beseitigt,  aber  doch  abgeschwächt,  weil 
durch  sie  die  Interpolation  von  Zwischenpunkten  sehr  erleichtert  ist 

Die  Darstellung  des  Verf.  ist  eine  sehr  ausführliche  und  im  Wesent- 
lichen klare,  doch  durchaus  den  Wünschen  des  Nautikers  angepasste.  Eine 
Bemerkung  über  Sprachliches  können  wir  nicht  unterdrücken.  Der  Bericht- 
erstatter zählt  sich  nicht  zq  den  Sprachreinigern,  hält  vielmehr  die  Aus- 
merzung  der  Fremdwörter  aus  unserer  wissenschaftlichen  und  Umgangs- 
sprache   für   ein   aussichtsloses   Beginnen,    aber   gewisse   Ausschreitungen    ^t^ 
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vermag  auch  er  nicht  zu  billigen.  Ausdrücke  wie  ;,NaYigatear''  und  ,Pre- 
miervertikal^  nehmen  sich  in  einem  noch  dazu  mit  deutschen  Lettern  ge- 
druckten Buche  denn  doch  nicht  schOn  aus. 

München.  Dr.  S.  Günther. 
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CI,  214. 
Vergl.  Functionen  398.    Gammafunctioneu.    Potential  624. 


Determinanten. 

809.  Ueber  eine  Formel  der  Determinantentheorie.    F.  Mertens.    Wien.  Akad.- 

Ber.  XCI,  622. 

810.  Zur  Theorie  der  Hesse'schen  Determinante.  A.  Voss.  Mathem.  Annal.  XXX,  418. 
311.  Sur  une  extension  d'un  th^or^me  de  Clebsch  relatif  aux  courbes  du  quatri^me 

degrä.    J.  J.  Sylvester.    Compt.  rend.  CIT,  1532. 

Bifforentialgleiehiisgen. 
812.  Ueber  die  Anzahl  der  einer  algebraischen  Differentialgleichung  angehOrigen 

selbständigen  Transcendenten.     L.   Königs  berger.     Mathem.   Annal. 

XXX,  299. 
818.  Bemerkung  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.    L.  W.  Thom^. 

Crelle  CI,  203.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  64  und  XXXIII,  Nr.  32.] 

314.  On  the  theory  of  linear  differential  eqaations.    A.  Cayley.    Crelle  CI,  209. 

315.  Sur  r^qnation  diff^rentielle  de  la  s^rie  hyperg^ometrique.    II.    A.  Markoff. 

Mathem.  Annal.  XXIX,  247.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  373.] 

316.  Ueber  die  Differentialgleichung  der  allgemeineren  hypergeometrischen  Reihe 

mit  zwei  endlichen  singulären  Punkten.  L.  Pochhammer.  Crelle  CU,  76. 

317.  Sur  la  th^orie  des  ^quations  lin^aires.    E.  Gonrsat.    Compt.  rend.  CU,  204. 

318.  Sur  une  repr^sentatiou  g^om^trique  dans  Tespace  des  integrales  de  Täquation 

^^-'^     L.  Autonne.    Compt.  rend.  CV,  850. 


319.  Sur  Tapplication  des  substitutions  quadratiques  cr^moniennes'  ä  Tintägration 

de   räquation  diffdrentielle   du  premier   ordre.     L.  Autonne.     Compt. 

rend.  CV,  929. 
3S0.  Sur  quelques  ^quations  diffdrentielles  non  Unfaires.   Rog.  Liouville.  Compt 

rend,  ClII,  457,  620. 
821.  Sur  certaines  ^qnations  diff^rentielles  du  premier  ordre.    Rog.  Liouville. 

Compt  rend.  CIII,  476.  ^^r^Tr> 
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322.  Sur  nne  classe  d^dquations  diff^rentielles  da  premier  ordre  et  aar  les  forma- 

tions  inyariantes   qui  s'y  rapportent.     Kog.  Lionville.    Compt.  rend. 
CV,  460. 

323.  Sur  une  classe  dMquatioiis  diffi^rentielles ,  parmi  lesquelles,  en  particulier, 

toutes  Celles  des  lignes  g^oddsiques  se  troavent  comprises.    Bog.  Lion- 
ville.   Compt.  rend.  Cv,  1062. 

324.  Interpretation  g^om^trique  de  Töquation  xfac.^  — yj  — Jfj^+2V=0,  dans 

laqaelle  L,  M,  N  d^signent  des  fonctions  homogenes,  fdg^briques,  en- 
ti^res  et  d^on  mdme  degr^  dexeiy.  G.  Fouret.  Compt.  rend.  CO,  416. 
326.  Integration  regulärer  linearer  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  durch  die 
Ketten  bruchentwickelung  von  ganzen  Aberschen  Integralen  3.  Oattung. 
£.  Heun.    Mathem.  Annal.  XXX,  663 

326.  Snr  une  classe  d'dquations  d^ff^entielles.  Em.  Picard.   Compt.  rend.  CIV,  41. 

327.  Sur  les  dquations  diffärentielles  al^äbriques  et  homogenes  par  rapport  ä  la 

fonction  inconnue  et  k  ses  d^nv^es.    Appell.    Compt.  rend.  CIV,  1776. 
[Vergl.  Nr.  609.] 

328.  üeber  die  linearen  Differentialgleichungen  2.  Ordnung,  zwischen  deren  parti- 

kulären Integralen  eine  Belation  besteht.    A.  Wmckler.    Wien.  Akad.- 
Ber.  XCII,  7. 

329.  Sur  les  integrales  alg^briques  de  Täquation  de  Kummer.  £.  Goursat.  Compt 

rend.  CllI,  993. 

330.  Sur  les  ^quations  diffärentielles  lin^aires  du  3.  ordre.    P.  Painlev^.   Compt. 

rend.  CIV,  1829;  CV,  68. 

331.  Snr  un  systäme  dMquations  aux  d^riv^es  partielles.     E.  Goursat.    Compi 

rend.  CIV,  1361. 

332.  Sur  les  ^quations  lin^aires  simultanäes  aux  d^riv^es  partielles.    Painlev^. 

Compt.  rend.  CIV,  1497. 

333.  Sur  un  Systeme  d'^quations  linäaires  aux  därivdes  partielles  du  second  ordre. 

Bog.  Liouville.    Compt.  rend.  CIV,  1496. 

334.  Sur  les  äquations  lindaires  ä  deux  variables  inddpendantes.    G.  Darboax. 

Compt.  rend.  CV,  199. 
Vergl.  Astronomie  296.    Mechanik  630.    Oberflächen  684,  686.    Thetafnnc- 
tionen  673. 

Differsntialoaotient. 

335.  üeber  die  Zurückführung  der  Cayley'schen  Operation  A  auf  gewöhnliche  Polar-  ' 

'     Operationen.    Alf.  Capelli.    Mathem.  Annal.  XXIX,  331. 

Vergl.  Astronomie  298.    Formen  376.    Functionen  376.    Oberflächen  681. 

.  CS. 

Elasticitat 

336.  Schwingungszahlen    einer   elastischen  Hohlkugel.     J.  Loschmidt     Wien. 

Akad..Ber.  XCIII,  434. 

337.  Sur  le  coefflcient  de  contraction  des  solides  ^lastiques.    Gros.    Compt  rend. 

CII,  418. 

338.  Sur  le  mouvement  d*un  fluide  ind^fini,  perfaitement  ^lastique.     N.  Marin. 

Compt.  rend.  CHI,  989. 

Elektridt&t. 

339.  üeber  das  Verhältniss  der  Weber*schen  Theorie  der  Elektrodynamik  zu  dem 

von  Hertz  aufjBrestellten  Piincip  der  Einheit  der  elektrischen  Kräfte.  Ed. 
Aulin g er.    Wien.  Akad.-Ber.  XCl,  880. 

340.  Sur  un  principe  de  r^lectrodynamique.    £m.  Mathieu.   Compt.  rend.  CV,  669. 

341.  Sur  le  probläme  de  la  distribution  ^lectrique.    H.  Poincar^.    Compt.  reod. 

CIV,  44. 

342.  Distribution  de  T^lectricitä  sur  une   surface  formte  convexe.     G.  Robin. 

Compt.  rend.  CIV,  1834. 

343.  lieber  die  Linien  gleicher  Stromdichte  auf  flächenförmigen  Leitern..   J.  Haub- 

ner.     Wien.  Akad.-Ber.  XCIII,  46. 

344.  Sur  la  mesure  des  conductibilitäs  inlH^rieures.  Morisot.  Compt.  rend.  CIV,  1836. 
346.  Loi  du  rendement  correspondant  au  maximum  du  travail  utile  dans  une  dis- 
tribution ^lectrique.    A.  Vaschy.    Compt.  rend.  CII,  1236,  1467. 

346.  Sur  la  nature  des   actions  älectriques  dans  un  milieu  isolant    A.  Vaschy. 
Compt.  rend.  CHI,  1186;  CIV,  61, 
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347.  Action  d'un  champ  ^ectroBtatique  sur  nn  courant  variable.  A.  Vaschy.  Compt. 

rend.  CIV,  1609. 

348.  Sur  la  nature  des  ph^nom^nes  äectrocapillaires.  Vaschy.  Compt.  rend.  CV,  64. 

349.  Sur  la  pressiOn  electrique  et  les  ph^nom^nes  ^lectrocapillaires.    P.  Duhem. 

Compt.  rend.  CIV,  54. 
360.  Sur  une  relation  entre  Feffet  Peltier  et  la  diff^rence  de  niveau  potentiel  entre 
deux  m^taux.    P.  Duhem.    Compi  rend.  CIV,  1606. 

351.  Sur  le  phenomäne  Peltier  dans  une  pile  hydro-älectrique.  P.  Duhem.   Compt. 

rend.  CIV,  1697. 

352.  Sur  la  pdriode  variable  des  coarante  dans  le  cas  oü  le  circuit  oontient  un 

^lectro-aimant.    Leduc.    Compt.  rend.  CIV,  286. 

353.  Sur  la  d^finition  da  coefficient  de  self-induotion  d'un  Systeme  äleotromagn^- 

tique.    6.  Cabanellas.    Compt.  rend.  CHI,  250. 

354.  Sur  la  dötermination  du  coefficient  de  self-indaction.    P.  Ledeboer.    Compt 

rend.  CII,  606,  1375,  1549. 
356.  Sur  la  d^termination  du  coefficient  de  self-induotion.    P.  Ledeboer  &  G. 
Maneuvrier.    Compt  rend.  CIV,  900.       ^ 

356.  Sur  le  coefficient  de  self-induction  de  deux  bobines  r^unies  en  quantitd.    P. 

Ledeboer  &  G.  Maneuvrier.    Compt.  rend.  CV,  218,  371. 

357.  Sur  Temploi  et  la  graduation  de  Tdlectrom^tre  k  ^uadrants  dans  la  mäthode 

homostatique.   P.  Ledeboer  &  G.  Maneuvrier.   Compt.  rend.  CV,  571. 

358.  Zur  Theorie  des  von  Hall  entdeckten  elektromagnetischen  Phänomens.    L. 

Boltzmann.    Wien.  Akad.-Ber.  XCIV,  644. 

359.  Sur  la  Periode  variable  du  courant  dans  un  systäme  ^lectromagn^tique.    R. 

Arnoux.    Compt.  rend.  CIV,  425. 

360.  Sur  une  mdthode  de  dätermination  du  flux  d'induction  qui  traverse  un  systäme 

^lectromagnätiaae.    E.  Arnoux.    Compt.  rend.  CIV,  498. 

361.  Determination  des  nux  de  force  des  syst^mes  ^lectromaga^tiques  qnelconques. 

M^ode  de  la  servo -Variation  de  Tinduction.    G.  Cabanellas.   Compt 
rend.  CIV,  495. 
Vergl.  Hydrodynamik  496. 

XUipaoid. 

362.  Sur  les  lignes  g^d^siques  de  Tellipsolde  de  r^volution  allong^.    Halphen. 

Compt.  rend.  CV,  5S5. 
Vergl.  Potential  624,  625. 

SUiptlsehe  Transoendenten. 

363.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    F.  Hertens.    Wien.  Akad.-Ber. 

XCI,  974. 

364.  Note   on  Eiepert*8  Z-equations  in  the  transformation  of  elliptic  fnnctions. 

A.  Cayley.    Mathem.  Annal.  XXX,  75. 

365.  Zur  Lehre  von  den  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen.    G.  Pick. 

Wien.  Akad.-Ber.  XCI,  188. 

366.  Zur  Theorie  der  an  einer  allgemeinen  Curve  3.  Ordnung  hinerstreckten  Inte- 

grale und  der  von  ihnen  abhängenden  elliptischen  Functionen.    G.  Pick. 
Wien.  Akad..Ber.  XCIV,  71. 

367.  Aufstellung  einer  Differentialgleichung,  welcher  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

für  die  Theilung  der  elliptischen  Perioden  als  Functionen  des  Moduls 
genügen.    Ad.  MigottL     Wien.  Akad.-Ber.  XCIV,  748. 
Vergl.  Kiectification  631,  632.    Substitutionen  662,  663. 

F. 
Formen. 

368.  Zur  Theorie  der  positiven  quadratischen  Formen.    H.  Minkowski.    Grelle 

CI,  196. 

369.  Sur  les  r^ciprocants  purs  irr^ductibles  du  quatri^me  ordre.    J.  J.  Sylvester 

Compt  rend.  CII,  152.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  406.] 

370.  Sur  la  th^orie  des  räciprocanta.    K.  Per r in.    Compt.  rend.  CO,  351. 

371.  Ueber  Binärformen  6.  Ordnung  mit  linearen  Substitutionen  in  sich.   0.  Bolza. 

Mathem.  Aviai.  XXX,  546. 

372.  Ueber  die  besthnmenden  Eigenschaften  der  Resultante  von  n- Formen  mit 

n-VerÄnderlichen.    F.  Mortons.    Wien.  Akad.-Ber.  XCIH,  527. 

373.  Sur  la  th^orie  des  formea  algäbiiques  k  p  variables.    B.  Perrin.    Compt. 

rend.  CIV,  108,  220,  280.  j 
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374.  lieber  binäre  FormeobilBchel  mit  besonderer  Combinanteneigenflohaft.  D.  Hil- 

burt.    Mathem.  Annal.  XXX,  561. 

375.  Sur  une  dasae  de  formes  de  diffärentielles  et  aar  la  th^orie  des  systämes  d*^- 

ments.    Q.  Eoeni^s.    Compt  rend.  GIV,  673,  842. 
Vergl.  Differentialqaoüent.  Invariantentheorie.  Sabstitationen.  Zahlentheorie. 

Foaetlonen. 

876.  Ueber  Differeutürbarkeit  und  Anschaulichkeit  der  stetigen  Functionen.     Alfr. 

Kopeke.    Mathem.  Annal.  XXIX,  123. 

877.  Sur  les  integrales  de  difif^rentielles  totales  de  seconde  espdce.    E.  Picard. 

Compt.  rend.  CII,  250.    [Vergl.  Bd.  XXXU,  Nr.  488.] 

878.  Sur  la  determination  du  genre  d'une  fonction  holomorphe  dans  quelques  cai 

particuliers.    De  Sparre.    Compt  rend.  CII,  740. 
379.  Sur  le  d^veloppement  en  t6ne  de  polynömes  d'une  fonction  holomorphe  dans 
une  aire  queiconque.    F.  Fainlev^.    Compt.  rend.  CQ,  678. 

880.  Ueber  zwei  uniyerselle  VerallgemeineruDgen  der  algebraischen  Grundopera- 

tionen.   0.  Simony.    Wien.  Akad.-Ber.  XCI,  232. 

881.  Ueber  einige  Punkte  der  Funddonentheorie.     M.  Pas  oh.     Mathem.  Annal. 

XXX,  132. 

382.  Sur  le  probläme  de  Tanamorphose.    L.  Lecornu.    Coxnpt.  rend.  CEE,  81S. 

388.  Ueber  einige  Anwendungen  des  Princips  der  Apolarit&t  6.  Igel.  Wien.  Akad.- 
Ber.  XCIl,  1163. 

384.  Zur  Theorie  der  algebraischen  Functionen.     Ad.  Eneser.    Mathem.  Annal. 

XXIX,  171. 

385.  Ueber  einen  Satz  des  Herrn  Noether.    L.  Stickelberge r.    Mathem.  AnnaL 

XXX,  401. 

386.  Ueber  den  Fundamen talsatz  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen.    M. 

Noether.    Mathem.  Annal.  XXX,  410. 

387.  Ueber  die  Gattung  niedrigster  Ordnunj^,  unter  welcher  gegebene  Gattungen 

algebraischer  Grössen  enthalten  smd.     Ad.  Eneser.     Mathem.  Annal. 
XiX,  179. 

388.  Sur  une  classe  ätendue  de  transoendantes  uniformes.    H.  Poincarä.    Compt 

rend.  CHI,  862. 
889.  Sur  la  fonction  ^(«)  de  Biemann.  J.  L.  W.  V.  Jansen.  Compt.  rend.  CIV,  1156. 

390.  Ueber  eine  specieile  Function,  welche  bei  einer  bestimmten  linearen  Trans- 

formation ihres  Argumentes  unverändert  bleibt.    F.  Schottky.    OreUe 
CI,  227. 

391.  Sur  la  transformation  des  fonctions  fuchsiennes  et  la  räduction  des  integrales 

ab^liennes.    H.  Poincar^.    Compt.  rend.  Cil,  41. 

392.  Sur  les  fonctions  fuchsiennes  et  les  formes  quadratiques  ternaires  ind^finies. 

H.  Poincar^.    Compt.  rend.  CII,  785. 
398.  Zur  Theorie  der  Fuchs'ticben  Functionen.    0.  Bier  mann.    Wien.  Akad.-Ber. 
XCn,  1187. 

394.  Bestimmung  der  allgemeinsten  der  Functionalgleichung  der  a- Function  ge- 

nügenden Function.    A.  Delisle.    Mathem.  Annal.  XXX,  91. 

395.  Beweis  von  der  Unmöglichkeit  der  Existenz  eines  andern  Functionaltheorems 

als  des  Aberschen.   L.  Eönigsberger.   Crelle  Cl,  1.  [Vergl. Bd.  XXX U, 
Nr.  421.] 
896.  Untersuchungen  über  die  Existenz   eines  Fnnctionaltheorems.     L.  Eönigs- 
berger.   Crelle  CII,  224. 

397.  Sur  le  th^or^me  d'Abel.    G.  Humbert.    Compt.  rend.  CUl,  919. 

398.  Ueber   /^-llii^^dj,  wo  Et   und  ij,  algebraische  Functionen   derselben 

Riemann*8chen  Fläche  sind.    Fr.  Erieg  von  Hochfelden.   Wien.  Akad.- 
Ber.  XCIV,  221. 

399.  Sur  la  r^duction  des  integrales  abäliennes.     H.  Poincard.     Compt  rend. 

CU,  915. 

400.  Sur  les  fonctions  ab^liennes.    Appell.    Compt.  rend.  CIII,  1246. 

401.  Zur  Theorie  der  Aberschän  Functionen.    6.  Pick.    Mathem.  AnnaL  XXIX, 

269.     [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  428.] 

402.  Ueber  Integrale  zweiter  Gattung.    J.  Thomae.    Crelle  CI,  826. 

408.  Ueber  die  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  und  dritter 
Art  in  trigonometrische  Keihen.  M«  franse.  Mathem.  Annal.  xy^, 
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404.  üeber  mehrdeutige  doppeltperiodische  Faactionen.    G.  Pick.    Wien.  Akad.- 

Ber.  XCU,  898. 
406.  Ueber  die  Aberschen  Integrale  dritter  Gattung,  welche  zu  singularitätenfreien 

ebenen    algebraischen  Curven  gehören.     G.   Pick.     Wien.  Akad.-Ber. 

XCIV,  367. 

406.  Ueber  die  zu  einer  singularitätenfreien  ebenen  algebraischen  Curve  gehörigen 

0-Functionen.    G.Pick.    Wien.  Akad.-Ber.  XCIV,  739. 

407.  Zur  graphischen  Auswerthung  der  Functionen  mehrerer  Veränderlichen.   Aug. 

Adler.    Wien,  Akad.- Ber.  XCIV,  404. 

408.  Tafeln  der  eindeutig  umkehrbaren  Functionen  zweier  Variabein  auf  den  ein- 

fachsten Zahlengebieten.    £.  Schröder.    Mathem.  Annal.  XXIX,  299. 

409.  Ueber  Jacobi'sche  Functionen  Js^^  Ordnung  zweier  Variabein.    AI.  Witting. 

Mathem.  Annal.  XXIX,  157. 

410.  Ueber  eine  Gattung  doppelt  reell  periodischer  Functionen  zweier  Veränder- 

licher.   0.  Staude.    Mathem.  AnnaL  XXIX,  468. 

411.  Zur  Theorie  der  Aberschen  Functionen  von  vier  Variabein.    F.  Sohottky. 

Grelle  CO,  304. 

412.  Zur  Theorie  der  reducibeln  ganzen  Functionen  von  n  Variabein.    Fr.  Meyer. 

Mathem.  Annal.  XXX,  30. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale.  Determinanten.  Differentialgleichungen.  Diffe- 
rentialquotient. Elliptische  Transcendenten.  Formen.  Gammafunctionen. 
Geometrie  (höhere).  Gleichungen.  Invariantentheorie.  Kettenbrüche. 
Eugelfunctionen.  Mannigfaltigkeiten.  Oberflächen.  Reihen.  Substitu- 
tionen. '  Thetafunctionen.    Ulfiraelliptisohe  Transcendenten. 

O. 

OaBunaftmctioneiL 

413.  Ueber  Gammafnnctionen  mit  beliebigem  Parameter.    Bigler.    Grelle  CXI,  237. 

Oeodicie. 

414.  Sur  nn  nouveau  Systeme  de  projection  de  la  sphdre.    Gnyou.    Compt.  rend. 

Cn,  308. 

415.  Emploi  des  coordonn^es  azimutales.    Hatt.    Compt  rend.  OII,  485. 

416.  Sur  les  nivellements  de  pr^cision.    Goulier.    Compt.  rend.  CV,  270,  306. 

417.  Mesures  de  nuages.    N.  Ekholm.    Compt.  rend.  Cv,  936. 

418.  Sur  la  throne  de  la  figure  des  planätes.    0.  Ca  11  andre  au.    Compi  rend. 

CIV,  1600;  CV,  1171. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  464,  465. 

Oeomstrie  (absolute). 

419.  Ueber  die  proiective  Geometrie  und  die  analytische  Darstellung  der  geometri- 

Bchen  Geoilde.    M.  Pasch.    Mathem.  Annal.  XXX,  127. 

420.  Sur  lagäom^trienon-Euclidienne.    Vent.  Reyes  y  Prösper.    Math.  Annal. 

XXIX,  154. 

421.  Ueber  den  Beweis  des  Satzes  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks.    Jul. 

Petersen.    Mathem.  Annal.  XXIX,  289. 

Osomstrie  (deserlptive). 

422.  Der  Pohlke*sche  Lehrsatz  der  Axonometrie  und  eine  Verallgemeinerung  des- 

selben.   J.  Mandl.    Wien.  Akad.-Ber.  XCIV,  60. 

Oeometrie  (höhere). 
428.  On  the  intersection  of  corves.   A.  Cayley.  Mathem.  Annal.  XXX,  85.    [Vergl. 
Bd.  XXXII,  Nr.  454.] 

424.  Sur  les  normales  aux  courbes.    A.  E.  Pellet    Compt.  rend.  CIV,  1501. 

425.  Condition  d'^gaUtä  de  deux  figures  sym6triques.    G.  Weill.    Compi  rend.  CV, 

1237. 

426.  Ueber  das  verallgemeinerte  Correspondenzprincip.    E.  Bobek.   Wien.  Akad.- 

Ber.  XCm,  899. 

427.  Determination  du  ravon  de  courbure  d*une  trajectoire  particuliäre  d'un  point 

faisant  partie  d'un  solide  invariable  assujetti  ä  qiiatre  conditions.     J. 
R^veilfe.    Compt.  rend.  CIV,  1827. 

428.  Determination  des  Clements  de  courbure  de  la  surfaoe  d^crite  par  un  point  ' 

auelconque  d*un  solide  invariable,  dout  quatre  points  donn^s  decrivent 
ues  surfaces  dont  les  ei^ments  de  courbure  sont  donnes.    J.  Reveiile. 

Compt,  rend.  CV,  169.  r^n,n]o 
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429.  Uebergewisse  eindeutige  inTolntorische  Transformationen  der  Ebene.  E.  B  ob  ek. 

Wien.  Akad.-Ber.  XCI,  476. 

430.  Sur  les  tranaformaüons  rationnelles  des  coarbes  alg^briqnes.    P.  Painlev^. 

Compt.  rend.  CV,  792. 

431.  Zar  Theorie  derjenigen  ebenen  Gurren,  deren  Coordinaten  sich  rational  und 

ganz  durch  zwei  lineare  Functionen  und  zwei  Quadratwurzeln  aus  ganzen 
Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen.  G.  Weltzien.  Mathem. 
Annal.  XXX,  636. 

432.  Sur  les  principes  fondamentanz  de  la  g^om^trie  supärieure.    A.  Mouchot 

Gompt.  rend.  GUI,  1110. 

433.  Propri^t^s  descriptives  segmentaires  et  m^triques  de  la  ligne  droite  de  mode 

(]|^aelconque.    A.  Mouchot.    Gompt.  rend.  Gl V,  1063. 

434.  Propn^t^s  descriptives  segmentaires  ou  m^triques  de  la  drconfärence  de  mode 

queiconque.    Mouchot.    Gompt.  rend.  Gv,  602. 

435.  Ueber  das  Vierseit  und  sein  associirtes  Viereck,  das  Fünfflach  und  sein  aaso- 

ciirtes  Fünfeck.    Gust.  Kohn.    Wien.  Akad.-Ber.  XGIII,  314. 

436.  Ein  Steiner'sches  Problem.    P.  H.  Scheute.    Grelle  Gl,  154. 

437.  üeber  eine  ein -zweideutige  Verwandtschaft  zwischen  Grundgebilden  zweiter 

Stufe.    A.Schwarz.    Wien.  Akad.-Ber.  XGIV,  310. 

438.  Ueber  conjugirte  Gurven,  insbesondere  über  die  geometrische  Relation  zwi- 

schen einer  Gurve  3.  Ordnung  und  einer  zu  ihr  coi^ugirten  Gurre  3.  Glasse. 
0.  Schlesinger.    Mathem.  Annal.  XXX,  453. 

439.  Ueber  Gonfigurationen  und  Polygone  auf  biquadratischen  Gurveu.   Ad.  Ame- 

s  e  d  er.    Wien.  Akad.^  Ber.  XGIII,  357. 

440.  Zur  geometrischen  Theorie  der  ebenen  Gurven  4.  Ordnung.    J.  GardinaaL 

Grelle  GII,  160. 

441.  Ueber  die  rationale  ebene  Gurve  4.  Ordnung.    W.  Stahl.    Grelle  Gl,  300. 

442.  Sur  r^quation  diff^rentielle  d*une  courbe  d^Drdre  queiconque.    J.  Sylvester. 

Gompt.  rend.  GUI,  408. 

443.  Ueber  die  Brennpunktscurve  der  räumlichen  Parabel.  W.  Wirtinger.   Wien. 

Akad.-Ber.  XGIV,  302. 

444.  Ein  spedeller  F(*) -Bündel  und  der  dazu  gehörige  Bündel  Baumcurven  3.  Ord- 

nung.   J.  Gardinaal.    Grelle  Gl,  142. 

445.  Ueber  rationale  Raumcurven  4.  Ordnung.    W.  Wirtinger.    Wien.  Akad.-Ber. 

XGIII,  28. 

446.  Ueber  Raumcurven  4.  Ordnung  1.  Species.     L.  Gegenbauer.    Wien.  Akad.- 

Ber.  XGUI,  790. 

447.  Die  Baumcurve  4.  Ordnung  2.  Art  und   die  desmische  Fläche  12.  Ordnung 

4.  Glasse.    W.  Stahl.    Grelle  Gl,  73. 

448.  Ueber  die  mit  der  Erzeugung  der  Baumcurven  4.  Ordnung  II.  Species  ver- 

knüpften algebraischen  Processe.  Fr.  Mever.  Mathem.  Annal. XXIX,  447. 

449.  Ueber  Baumcurven  5.  Ordnung  vom  Geschlecht  l.    Em.  Weyr.    Wien.  Akad.- 

Ber.  XGn,  498. 

450.  Theorie  der  unendlich  dünnen  Strahlenbündel.    K.  Hensel.    Grelle  GII,  273. 

451.  Bepr^sentation  g^om^trique  des  propriätäs  infinitesimales  du  premier  ordre 

des  complexes.    H.  Bourget.    Gompt.  rend.  Gl V,  1253. 

452.  Etüde  ffeometrique  d'un  complexe.    P.  G.  Scheute.    Gompt  rend,  GIV,  1066. 

453.  Ueber  Strahlencongruenzen  von  gleichem  Bündel-  und  Feldgrade.  B.  Sturm. 

Grelle  Gl,  162. 
464.  Sur  les  surfaces  principales  des  complexes  de  droite  et  les  lignes  asympto- 
tiques  de  leur  surface  de  singularitds.    G.  Eoenigs.    Gompt.  rend.  CIV, 
1824. 

455.  Sur  le  lieu  des  fovers  d'un  faisceau  tangentiel  de  courbes  planes.  G.  Humbert. 

Gompt.  rend.  CV,  54. 
Vergl.  Determinanten  311.    Elliptische  Transcendenten  366.    Functionen  405, 
406.    Invariantentheorie  499.    Singularitäten.    Ultraelliptisohe  Transcen- 
denten 674,  676. 

Oeomstris  (der  Lage). 

456.  Ueber  Euler'sche  Polyeder.    M.  Feil    Wien.  Akad.-Ber.  XGIII,  869. 

Geschieht«  der  Kathematik. 

457.  Die  astronomischen  Angaben  der  assyrischen  Keilinschriften.    Jul.  Oppert 

Wien.  Akad.-Ber.  XCI,  894. 
456.  Astronomische  Untersuchung  über  die  in  der  Bibel  erwähnte  ägyptische  Fin- 

sterniss.    Ed.  Mahler.    Wien.  Akad.-Ber.  XCI.  987^  .     .  ..  .,,„ 
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469.  Astronomitche  Unteraachnngen  über  in  hebräischen  Schriften  erwähnte  Fin- 
stemisse.    Ed.  Mahler.    Wien.  Akad.-Ber.  XCII,  989,  1102;  XCIII,  456. 

460.  Sur  un  travail  de  M.  ßomiea  intitoU  „Essai  sur  les  d^cans  ^gyptiens**.    J. 

Oppert.    Compt.  rend.  XCII,  242.  —  Omont  ibid.  465. 

461.  Die  Steinkimde  der  südarabischen  Eabyien.    Ed.  Glaser.    Wien.  Akad.-Ber. 

XCI,  89. 

462.  Sur  an  principe  de  m^caniqae  rationnelle  et  une  dämonstration  dont  Daniel 
Bemoolli  s*est  servi  en  1767.    De  Jonquiäres.    Compt.  rend.  CUI,  617. 


S^ergl  Nr.  546  n.  646.] 
et"* 


463.  Sur  ae  pr^tendnes  exp^riences  da  XVni.  siäcle,  relatives  k  Tinfluence  extä- 

rieare  de  substances  renferm^es  dans  des  tabes.    W.  de  Fonvielle. 
Compt.  rend.  CY,  898. 

464.  Sar  raathenticitä  de  la  toise  da  P^rou.    C.  Wolf.     Compt.  rend.  CEC,  667; 

cm,  124.  —  W.  Förster  ibid.  CHI,  122. 
466.  Lavoisier  et  la  commission  des  poids  et  mesures.     C.  Wolf.     Compt.  rend. 
CII,  1279.  —  E.  Grimaux  ibid.  1362. 

466.  Adh.  Barrä  de  Saint-Venant  28.  VIII.  1797—6. 1.  1886.    Jurien  de  la  Gra- 

viore.   Compt.  rend.  CII,  73.  —  Ed.  Phillips  ibid.  141. 

467.  L.  F.  C.  Br^gaet  22.  XU.  1804  —  27.  X.  1888.    De  JonqaiOres.    Compt.  rend. 

cni,  6. 

468.  G.  Bosenhain  10.  VI.  1816—14.  HL  1887.    Hermite.    Compt.  rend.  CIV,  891. 

469.  Alex.  Lallemand  25.  Xn.  1816—  16. EI.  1886.  Mascart.  Compt. rend. CII,  784. 

470.  Jean  Claude  Boaquet  7.  IX.  1819  —  9.  IX.  1886.    Halphen.    Compt.  rend. 

Cn,  1267. 

471.  Discours  prononc^s  aux  obsOques  de  Mr.  Jamin  16  F^vrier  1886.    Compt.  rend. 

cn,  337. 

472.  Alfr.  Terqnem  31. 1. 1831  — 16.  VII.  1887.     Mascart.    Compt.  rend.  CV,  196. 

473.  Edmond  Laguerre  9.  IV.  1884  —  13. VIII.  1886.     J.  Bertrand.    Compt  rend. 

cm,  424.  —  Halphen  ibid.  426.  —  Poincar^  ibid.  CIV,  1648. 

474.  Oppolzer  1840  — 26.  XU.  1886.    Tisserand.    Compt.  rend.  CIV,  103. 

Vergl.  Hydrodynamik  484,  490.    Reihen  685. 

Gleiöhuigen. 
476.  Zur  Theorie  der  iterirten  Functionen.    E.  Netto.    Mathem.  Annal.  XXIX,  148. 

476.  Ueber  trinomische  Gleichungen.   P.  Nekrassoff.   Mathem.  Annal.  XXIX,  418. 

477.  Sur  une  d^couverte  de  Mr.  James  Hammond  relative  ä  une  certaine  särie  de 

nombres  qui  figurent  dans  la  th^orie  de  la  transformation  Tschirnhausen. 
J.  Sylvester.    Compt.  rend.  CIV,  1228. 

478.  Sur  une  nouvelle  m^thode  g^närale  de  calcul  graphique  au  moyen  des  abaques 

hexagonaux.    Ch.  Lallemand.    Compt.  rend.  CII,  816. 

479.  Ueber  einen  Algorithmus  sur  Auflösung  numerischer  algebraischer  Gleichungen. 

E.  Netto.    Mathem.  Annal.  XXIX,  141. 

480.  Ueber  biquadratische  Gleichungen.    P.  Gordan.    Mathem.  Annal.  XXIX,  318. 

481.  Zur  Auflösung  der  Gleichungen  4.  und  6.  Grades  durch  Bewegungsmechanis- 

men.   Ad.  Ameseder.     Wien.  Akad.- Ber.  XCüI,  380. 

482.  Note  on  the  Jacobian  sextic  equation.    A.  Cayley.    Mathem.  AnnaL  XXX,  78. 

483.  Ueber  eine  Classe  von  algebraisch  auflösbaren  Gleichungen  6.,  6.  und  7.  Grades. 

M.  Man  dl.    Wien.  Akad.-Ber.  XCIV,  246. 
Vergl.  Invariantentheorie  498. 


Hydrodynamik. 
484.  Bäclamation  de  priorit^  pour  la  däcouverte  des  figures  annnlaires  de  masses 

fluides  en  äquilibre.    L.  Matthiesse n.    Compt.  rend.  XCII,  857.  —  H. 

Poincarä  ibid.  970.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  499.] 
486.  Sur  un  th^or^me  de  M.  Liaponnoff,  relatif  k  r^quilibre  d'une  masse  fluide. 

H.  Poincarl    Compt.  rend.  CIV^  622. 

486.  Ueber  die  Rotation  und  Präcession  emes  flQssigen  Sphäroids.     S.  Oppen- 

heim.   Wien.  Akad..Ber.  XCIT,  628. 

487.  Oscillations  toumantes  d'un  solide  de  rävolution  en  contact  avec  un  fluide 

visqueux.    Couette.    Compt.  rend.  CIV,  1064. 

488.  Sur  le  mouvement  d'nn  solide  dans  un  liquide.  Halphen.  Compt.  rend.  CIV,  807. 

489.  Sur  un  th^or^nie  relatif  au  mouvement  permanent  et  k  T^coulement  des  fluides. 

Hugoniot.    Compt.  rend.  cm,  1178.    [Vergl.  Bd.  XXXJ^itJfet^^gyr^^^^Qle 


232  Historisch -literarische  Abtheilung. 

^90.  Memoire  posthume  de  M.  de  Saint -Venant  sur  la  räsistance  des  flaides.  Bonssi- 
nesq.    Compt.  rend.  CIII,  179. 

491.  Sur  la  tbäorie  de  räcouiement  par  un  d^yersoir  en  mince  paroi,  qaand  il  n*7 

a  paa  de  contraction  laterale  et  que  la  nappe  d^versante  est  libre  en 
dessoQs.    J.  Boassinesq.    Compt.  rend.  CY,  17. 

492.  Sur  la  th^orie  des  d^versoirs  en  mince  paroi  et  i,  nappe  soit  d^prim^e,  soit 

soalev^e.    J.  Boussinesq.    Compt  rend.  CV,  585. 

493.  Sur  la  tbäorie  des  d^yersoirs  ^pais,  ayant  leur  senil  horizontal  et  6yba6  on 

non  ä.  8on  enträe.    J.  Boussinesq.    Compt.  rend.  CV,  682. 

494.  Sur  une  forme  de  däversion  en  mince  paroi,  analogue  k  Ttgutage  rentrant  de 

Borda,  pour  laquelle  le  relärement  de  la  face  infäneure  de  la  nappe 
liquide  2  ä  la  sortie  du  d^versoir  peut  €tre  ddtermin^  thdoriqoement.^  J. 
Boassinesq.    Compt.  rend.  C V,  697. 

495.  Sur  les  ezplosions  au  sien  des  liquides.    G.  Bobin.    Compt.  rend.  CV,  61. 

496.  Ueber  einige  Beziehungen  zwischen  hydrodynamischen  und  elektrischen  Er- 

scheinungen.   Ed.  Blecke.    Matnem.  Annal.  XXX,  309. 

497.  On  recent  english  researches  in  vortez-motion.     A.  E.  H.  Love.     Mathem. 

Annal.  XXX,  326. 
Vergl.  Elasticität  838. 

I. 

InvariaiLtentheoris. 

498.  Ueber  die  Transformation  der  algebraischen  Gleichungen  durch  Covarianten. 

Fr.  Brioschi.    Mathem.  Annal.  XXIX,  327. 

499.  Die  geometrische  Deutung  einer  gewissen  Invariante  bei  ebenen  Coliineationen. 

J.  Kraus.    Mathem.  Annal.  XXIX,  234. 

500.  Sur  une  eztension  du  thäoräme  relatif  au  nombre  d^invariants  asyzyg^tiqaes 

d'un  type  donn^  k  une  classe  de  formes  analogues.  J.  Sylvester.  Compt. 
rend.  ClI,  1430. 

501.  Th^oräme  sur  les  formes  binaires.    M.   d'Ocagne.    Compt  rend.  CII,  916. 

502.  Sur  les  peninvariants  des  formes  binaires.    M.  d*Ocagne.   Compt.  rend«  CIV, 

961,  1364. 

503.  Sur  les  peninvariants  des  formes  binaires.    B.  Perrin.    Compt.  rend.  CIY, 

1097,  1258. 

504.  Ueber  eine  Darstellungsweise  der  invarianten  Gebilde  im  binären  Formen- 

ßebiete.    D.  Hubert    Mathem.  Annal.  XXX,  15. 
iscriminante   der  binären  Form  6.  Ordnung.    G.  Maisano.    Mathem. 
Annal.  XXX,  442. 

506.  Ueber  ternäre  lineare  Formen.    E.  Study.    Mathem.  Annal.  XXX,  120. 

507.  Ueber  die  Invarianten  dreier  temären  quadratischen  Formen.    F.  Mertens. 

Wien.  Akad.-Ber.  XCm,  62. 

508.  Sur  les  invariants  diffärentiela.    J.  J.  Sylvester.    Compt.  rend.  CII,  81. 

509.  Sur  les  invariants  des  äquations  diff^rentielles.  Appell.  Compt  rend.  CV,  55. 

[Vergl.  Nr.  327.] 
Vergl.  Differentialgleichungen  822.    Formen.    Thetafunotionen  669. 


Xegelsohnitte. 

510.  Zwei  geometrische  Beweise  eines  Satzes  von  Hesse.    F.  Hof  mann.    Crelle 

Cn,  175. 

511.  Ueber  einen  Kegelschnitt,  welcher  die  Combinanteneigenschaft  in  Bezug  aaf 

ein  KegelscTknittbüschel  hat    F.  Mertens.    Wien.  Akad.Ber.  XCI,  637. 

512.  Ueber  einen  Satz  der  Kegel schnittiehre.     F.  Mertens.    Wien.  Akad.>Ber. 

XCIV,  794. 

513.  Recherches  sur  les   surfaces  par  chaque  noint  desquelles  passent  deuz  ou 

plusieurs  coniques  trac^es  sur  la  surmce.    G.  ^oenigs.    Compt  rend. 
CV,  407. 

Xettenbrftohe. 

514.  Ueber  einen  Hermite'schen  Satz.  L.  Gegenbauer.  Wien.  Akad.-Ber. XCII, 996. 

515.  Ueber  die  in  den  Vielfachen  eines  Kettenbruchs  enthaltenen  grössten  Ganzen. 

Koppe.    Mathem.  Annal.  XXIX,  187. 
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KinttüKtik. 

516.  Die  Contourevolute  axialer  Schrauben  flächen.   Jos.  Tesar.    Wien.  Akad.-Ber. 

XCiV,  181. 

517.  Theorie  g^ometriqne  de  rhyperboloMe  articul^.  A.Mannheim.  Compt.  rend. 

CII,  253,  310,  363,  501,     [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  623,  624.] 

518.  Sar  Pherpolhodie.    Hess.    Compt.  rend.  CII,  1304,  1366. 

519.  Sar  la  gön^ration  de  Therpolhodie.    Pinczon.    Compt.  rend.  CIV,  1048. 

520.  Construction  des  tangentes  auz  conrbes  planes  et  d^termination  du  point  oü  une 

droite  mobile  tonche  son  enveloppe.   E.  6  odef roy.  Comp!  rend.  CD,  604. 

Kogelfonetionen. 
621.  üeber  ein  Theorem  des  Herrn  Catalan.    L.  Gegenbauer.    Wien.  Akad.-Ber. 

XCIV,  801. 
522.  Ueber  das  Additionstheorem  der  Functionen  Y^(x).   L.  Gegenbauer.   Wien. 

Akad.-Ber.  XCH,  1340. 


Kagnetismus. 
528.  Sur  le  nombre  des  pöles  k  la  surface  d'un  corps  magn^tique.    Stieltjes. 
Compt.  rend.  CH,  805. 

524.  Sur  la  throne  du  magnätisme.    P.  Duhem.    Compt.  rend.  CV,  932. 

525.  Sur  Taimentation  par  influence.     P.  Duhem.     Cfompt  rend.  CV,  749,  798, 

1113,  1239. 

Kaanigfaltigkeitan. 

526.  Sur  la  th^orie  des  diversit^s.    B.  Lipschitz.    Compt.  rend.  CII,  602. 

Kazinia  und  Ifiiiiina. 

527.  üeber  dem  Kreise  ein-  und  umgeschriebene  Vierecke.  Jos.  Kürsoh&k.  Math. 

Annal.  XXX,  678. 

Keehanik. 

528.  Sur  certaines  d^finitions  de  m^canique  et  sur  les  unit^s  en  vigueur.   De  Frey- 

einet.    Compt.  rend.  CV,  903. 

529.  üeber  Gruppen  von  Bewegungen.   A.  Schönflies.  Mathem.  Annal.  XXIX,  60. 

[Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  519.] 

530.  Sur  les  integrales  algäbriques  des  problämes  de  la  dynamique.    G.  Koenigs. 

Compt.  rend.  CIII,  460. 

531.  üeber  einige  Fälle,  wo  die  lebendige  Kraft  nicht  integrirender  Nenner  des 

Differentials  der  zugeführten  Energie  ist.    L.  Boltzmann.    Wien.  Akad.- 
Ber.  XCU,  853. 

532.  Sur  Taccäl^ration  angulaire.    Ph.  Gilbert.    Compt.  rend.  CHI,  1248. 

533.  Sur  les  acc^Mrations  des  points  d'un  systäme  invariable  en  mouvement.    Ph. 

Gilbert.    Compt.  rend.  CIV,  162. 

534.  Sur  un  th^oräme  g^näral  relatif  ä  la  propagation  du  mouvement.    Hugo- 

niot.    Compt.  rend.  CII,  858.     [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  495.] 

535.  Sur  certains  problämes  dans  lesquels  on  considäre,  sur  une  courbe  plane,  des 

arcs  de  m^me  origine  parcourus  dans  le  mdme  temps  que  les  cordes  cor- 
respondantes.    G.  Fouret.    Compt.  rend.  CHI,  1114,  1174. 

536.  Sur  le  mouvement  d'un  fil  dans  un  plan  fixe.    Appell.   Compt.  rend.  CIII,  991. 

537.  üeber  Stabilität  periodischer  ebener  Bahnen.    J.  Korteweg.    Wien.  Akad.- 

Ber.  XCnr,  996. 

538.  üeber  die  mit  Ecken  behafteten  Schwingungen  gespannter  Saiten.    A.  Har- 

nack.    Mathem.  Annal.  XXIX,  486. 

539.  Die  Drehschwingungen    einer  Kugel  mit  Luftwiderstand.      Ant.   Lampel. 

Wien.  Akad.-Ber.  XCIII,  291. 

540.  Sur  le  mouvement  d'une  surface  autour  d*un  point  fixe.   G.  Fioquet.  Compt. 

rend.  CV,  746. 

541.  üeber  das  Gyroskop  bei  allgemeinster  Wahl  des  zur  Bewegung  anregenden 

Momentankräfbesystems.    W.  Hess.    Mathem.  Annal.  XXlX,  500. 

542.  Sur  la  condition  de  stabilite  du  mouvement  d*un  systäme  oscillant  soumis  ä. 

une  liaisou  synchronique  pendulaire.   A.  Cornu.   Compt.  rend.  CIV,  1463. 

543.  Sur  la  Synchronisation  d'une  oscillation  faiblement  amortie.    Indicatrice  de 

syncnronisation  repr^sentant  le  regime  variable.     A.  Cornu.     Compt. 
rend.  CIV,  1666. 

544.  Sur  les  tourbillons  des  fumeurs.    A.  F.  Noguäs.    Compt.  rend.  CIV,  1166. 

Hiit.-lit.  Abthlg.  d.  Zeitschr.  f.  M*th.  u.  Phy«.  XXXIII,  fi.  DiliSzed  by  CjOOQ  IC 


234  Historisch -literarische  Abtheilung. 


546.  Au  snjet  de  certaines  drconstances  qui  se  präsentent  dans  le  monvement  de 
la  toupie.    De  Jonqui^res.    Compt.  rend.  CIJ,  1619. 

646.  Sur  le  moavement  d'un  solide  homogäne,  pesant,  fiz6  par  un  point  de  son  axe 

de  fi^are.    De  Jonqui^ree.    Compt.  rend.  CIII,  17. 

647.  Sar  la  vrille  et  le  pieu  k  vis.    H.  Besal.    Compt.  rend.  CII,  238. 

648.  Sar  le  piea  ä  via.    U.  L^autl    Compt.  rend.  CJl,  746.  —  H.  Beaal  ibid.  749. 

649.  Sar  la  flezion  des  prismee.    H.  Resal.    Compt.  rend.  CII,  668,  719,  799.  — 

J.  Boassinesq  ibid.  797. 
560.  Calcal  des  moments  de  flezion  dans  les  poutres  continues  de  section  oonstante 
ou  variable.    M.  L^vy.    Compt.  rend.  Cfl,  470. 

661.  Sar  la  thäorie  des  machines  djnamo-älectriqaes  fonctionnant  comme  r^cep- 

trices.    Giza  Szarvady.    Compt  rend.  CO,  749. 

662.  Sar   la  d^termination  de  la  position  de  la  manivelle  correspondant  ^  ane 

Sosition   donn^e  da  piston  dans  ane  machine  k  vapeur.     H.  L^aatä. 
ompt.  rend.  CIV,  410.  • 

658.  Noavelle  odographe  ä  panier  sans  fin.    Marey.    Compt.  rend.  CIV,  1682. 
654.  Analyse  cin^maüque  de   la  course  de  Thomme.     Marey  &  G.   Demeny. 

Compt.  rend.  CHI,  509. 
666.  Eltade  ezp^rimentale  de  la  locomotion  homaine.   Marey  &  Demeny.  Compt 
rend.  CV,  544. 

666.  ätnde  des  däplacements  da  centre  de  gravit^  dans  le  corps  de  Thomme  pen- 

dant  les  actes  de  la  locomotion.    Demeny.    Compt.  rend.  CV,  679. 

667.  Analyse  cioämatiqae  de  la  locomotion  da  cheval.    Marey  &  Pag^s.    Compt 

rend.  CUI,  638.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  531.] 

668.  ParallMe   de  la  marcbe  et  de  la  coarse.    Marey  &  G.  Demeny.    Compt 

rend.  CHI,  674. 

669.  Locomotion  comparäe:  moavement  da  membre  pelvien  chez  Thomme,  V€i4' 

phant  et  le  cheval.    Marey  &  Pagäs.    Compt.  rend.  CV,  149. 

560.  Le  mäcanisme  da  vol  des  oiseaaz  ^tadie  par  la  chronophotographie.  Marey. 

Compt  rend.  CIV,  210. 

561.  Mouvemente  de  Taile  de  Toiseaa  repr^sentäs  saivant  les  trois  dimensions  de 

Tespace.    Marey.    Compt  rend.  CIV,  323. 

562.  Figares  en  relief  representant  les  attitades  saccessives  d'an  go^land  pendant 

ane  rävolation  de  ses  ailes.    Marey.    Compt  rend.  CIV,  817. 

663.  Figares  en  relief  repräsentant  les  attitades  saccessives  d*an  pigeon  pendant 

le  vol.    Disposition  de  ces  Agares  sar  an  zootrope.  Marey.  Compt.  rend. 
CIV,  1669. 

664.  La  photochronographie  appliqa^e  aa  probläme  dynamiqae  da  vol  des  oiseaaz. 

Marey.    Compt  rend.  CV,  421. 
566.  Sar  la  mesare  des  lorces  qai  agissent  dans  le  vol  de  Toiseaa.  Marey.   Compt 

rend.  CV,  604. 
566.  Da  travail  m^caniqae  d^p^ns^  par  le  go^land  dans  le  vol  horixontal.   Marey. 

Compt  rend.  CfV,  694. 

667.  Sar  le  vol  des  oiseaaz.    Bertinet    Compt  rend.  CV,  1089. 

Vergl.  Astronomie.  Eiasticität  Elektricität.  Geschichte  der  Mathematik  462. 
Hydrodynamik.  Magnetismus.  Molecalarphysik.  Optik.  Pendel.  Potential. 
Wärmelehre. 

Kehrdimeniionals  Geometrie. 

668.  Recherches  gänärales  sur  les  courbes  et  les  sarfaces  rägl^es  algäbriques.    C. 

Segre.    Mathem.  Annal.  XXX,  203. 

669.  Sur  un  thdor^me  de  la  g^om^trie  ä  n  dimensions.  C.  Segre.  Mathem.  AnnaL 

XXX,  308.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  693.] 

670.  Ueber  die  Maassoestimmung  extensiver  Grössen.    E.  Study.    Wien.  Akad.- 

Ber.  XCI,  100. 

671.  La  surface   du   sizi^me  ordre  avec  siz  droites.     Giov.  Bordig a.     Compt. 

rend.  CII,  743. 

672.  Noaveauz  groupes  de  surfaces  ä  deuz  dimensions  dans  les  espaces  ä  n  dimen- 

sions.    Giov.  Bordiga.    Compt  rend.  CII,  1442. 
Vergl.  Singularitäten  664. 

Koleeularphysik. 

673.  Sur  les  lois  num^riques  des  äquilibres  chimiques.   H.  Le  Chatelier.   Compt 

rend.  CIII,  268. 
574.  Sur  la  th^orie  de  la  dissociation  et  quelques  actions  de  pr^sence.    G.  C ha- 
pere n.    Compt  rend.  cm,  479. 
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575.  Siir  quelques  fonnules  relatives  auz  dissolntions  salines.  P.  Dahem.   Gompt. 

rend.  CIV,  688,  780. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  463. 

Kautik. 

576.  Rapport  sur  un  memoire  des  MM.  Guyou  et  Simart  intitul^  „D^veloppements 

de  gäom^trie  du  navire".    De  Jonquiäres.    Compt.  rend.  CIV;  746. 

577.  Determination  dn  mouvement  angulaire  qae  prend  un  navire  sar  une  houle 

de  vitesse   et  de  grandeur  donn^s.    L.  de  Bussy.    Compt.  rend.  CIT, 
35,  196. 

578.  Considdrations  sur  le  roulis.    A.  Ledieu.    Gompt  rend.  CII,  581;  GIII,  23.  ~ 

De  Bussy  ibid.  1446. 

579.  Bationelle  Verwerthung  nicht  steuerbarer  Winkelunterschiede  bei  Kursbestim- 

mungen zur  See.    F.  Zeh  den.    Wien.  Akad.-Ber.  XCI,  1184. 


Oberlliehen. 

580.  Extension  du  thäor^me  de  Biemann-Roch  auz  surfacee  alg^briques.    M.  Noe- 

ther.    Compt.  rend.  CHI,  734. 

581.  üeber  «die  totalen  algebraischen  Differentialausdrücke.   M.  Not  her.   Mathem. 

Annal.  XXIX,  339. 

582.  Gän^ration  des  surfaces  alg^briques.    De  Jonquiäre.    Compt.  rend.  GV,  1203. 

583.  Beitr&ge  zur  Theorie  der  algebraischen  Flächen.    A.  Voss.    Mathem.  Annal. 

XXX,  227.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  548.] 

584.  Sur  la  transformation  des  surfaces  alg^riqnes  en  ellee  m^mes.    Em.  Picard. 

Gompt.  rend.  GIII,  517,  549,  635,  730. 

585.  Sur  les  transformations  des  surfaces  en  elles •  mSme.    H.  Poincar^.    Compt. 

rend.  GIII,  732. 

586.  Sur  une  g^n^ralisation  de  Tindicatrice  de  Gh.  Dupin.   Em.  Barbier.   Gompt. 

rend.  CV,  516. 

587.  Sur  une  eztension  du  th^oräme  de  Pascal  auz  surfaces  du  troisi^me  ordre. 

A.  Petot.     Compt.  rend.  CII,  737. 

588.  Construction  de  la  courbe  gauche  du  siziäme  ordre  et  du  premier  genre. 

Transformation  de  la  surface  du  troisiäme  ordre  sur  un  plan.    A.  Petot. 
Gompt.  rend.  CII,  805. 

589.  lieber  die  Hesse'sche  Fläche   der  Flächen   dritter  Ordnung.     C.  Le  Paige. 

Wien.  Akad.-Ber.  XGl,  981. 

590.  Sur  une  propri^tä  de  la  surface  xye  =  l*.  G.  Floquet.   Compt.  rend.  CV,  854. 

591.  Die  Flächen  4.  Ordnung  hinsichtlich  ihrer  Knotenpunkte  und  ihrer  Gestaltung. 

K.  Bohn.    Mathem.  Annal.  XXIX,  81. 

592.  Sur  quelques  proprio t^s  des  surfaces  coniques.    G.  Humbert.    Compt.  rend. 

CV,  739. 

593.  üeber  eine  Gattung Rücknngsflächen.  A.  Suchard.  Wien.  Akad.-Ber.  XGII,  836. 

594.  Ueber  Gruppen  gerader  Linien  auf  Flächen  höherer  Ordnung.    G-  Affolter. 

Mathem.  Annal.  XXIX,  1.    [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  554.] 

595.  Sur  les  surfaces  applicables.    E.  Amigues.    Compt.  rend.  CIV,  564. 

596.  Th^or^mes  sur  les  surfaces  gauches.    ES.  Amigues.    Compt.  rend.  CIV,  1092. 

597.  Zur  Theorie  der  ErÜmmungsmittelpunkteflächen.  B.  v.  Lilien thal.  Mathem. 

Annal.  XXX,  1. 

598.  Sur  les  lignes  de  courbure  dans  deux  surfaces  ä  rajons  vecteurs  r^dproques 

P.  Serret    Compt.  rend.  GIII,  1116.  —  L.  Lindelöff  ibid.  CIV,  63. 

599.  Sur  les  surfaces  ot  la  diff^rence  des  rajons  de  courbure  principauz  en  chaque 

point  est  constante.    R.  Lipschits.    Compt  rend.  CIV,  418. 

600.  Sur  les  surfaces  qni  ont  pour  lignes  isotiiermes-  une  famille  de  cercles.    De- 

martres.    Compt  rend.  GIv.  217. 

601.  Demonstration  analytique  d*un  tn^or^me  relatif  auz  surfaces  orthogonales. 

P.  Adam.    Compt  rend.  GUI,  996. 

602.  Sur  la  thäorie  des  surfaces  minima.    G.  Darbouz.    Compt  rend.  CII,  1513. 

603.  Sur  un  probläme  relatif  ä  la  thäorie  des  surfaces  minima.    G.  Darbouz. 

Compt.  rend.  CIV,  728. 

604.  Sur  la  thöorie  des  surfoces  minima.    E.  Goursat    Gompt.  rend.  GV.  741^^1^ 
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606.  üeber  eine  transcendente  Minimalfl&che.    0.  v.  Lichtenfels.    Wien.  Akad.- 
Ber.  XCIV,  41. 
Vergl.  Geometrie  (höhere).    Kegelschnitte  618. 

Obtrfliöhen  iweiter  Ordnang. 

606.  Bemerkung  zur  Axenbestimmung  der  Eegelflächen  zweiten  Grades.    C.  Pelz. 

Wien.  Akad.-Ber.  XCII,  410. 

607.  Sur  les  sorfoces  enveloppes  de  cönes  da  second  degr^,  dans  le  cas  oü  chaqoe 

c6ne  tonche  eon  enveloppe  snivant  an  cercle.    £.  Beutel.    Compt.  rend, 
cm,  687. 

608.  Un  th^oräme  sor  les  arcs  des  lignes  gäodäsiqaes  des  surfaces  de  rävolutioo 

du  second  degr^.    Halphen.    Compt.  rend.  CY,  683. 

609.  Die  Gleichung  des  Strahlencomplexes,  welcher  aus  allen  die  Kauten  des  ge- 

meinschaftlichen Poltetraeders  zweier  Flächen  II.  Ordnung  schneidenden 
Geraden  besteht.    F.  Mertens.    Wien.  Akad.-Ber.  XCl,  619. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Baumes  282.    EUipsoid. 

Optik. 

610.  Essai   d*application   du  calcui  k  Tätude  des  sensations  color^es.    B.  F^ret 

Compt.  rend.  CH,  44,  266,  608. 

611.  Sur  Temploi  de   la  iumiäre  intermittente  pour  la  mesare  des  mouvements 

rapides.    Gnst.  Hermite.    Compt.  rend.  CIII,  412. 

612.  üeber   die  durch  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  hervorgerufenen  Ungleich- 

heiten in  der  Bewegung  der  physischen  Doppelsteme.  L.  Bii;kenmajer. 
Wien.  Akad.-Ber.  XCHI,  713. 

613.  Ueber  die  Isogyrenfläche  der  doppeltbrechenden  Krystalle.  H.  Fit  seh.  Wien. 

Akad.-Ber.  XCI,  627. 

614.  Sur  Texp^rience  des  trois  miroirs  de  Fresnel.    Mascart.   Comp.  rend.  CV,  967. 
616.  Sur  les  ^quations  les  plus  gän^rales  de  la  double  r^fraction  compatibles  avec 

la  surface  de  Tonde  de  Fresnel.    M.  Levy.    Compt.  rend.  CV,  1044. 

616.  Ueber  die  Verschiebung  des  Vereinigungspunktes  der  Strahlen  beim  Durch- 

gang eines  Strahleubüschels  monochromatischen  Lichtes  durch  ein  Prisma 
mit  gerader  Durchsicht.    J.  v.  Hepperffor.    Wien.  Akad.- Ber.  XCf,  640. 

617.  Quelques  propri^t^s  relatives  ä  Taction  des  lames  cristallines  sur  la  lumi^re. 

Mad'cart.    Compt.  rend.  CV,  636. 

618.  Ueber  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Quarze.     E.  Exner.    Wien.  Akad.- Ber. 

XCI,  218. 

619.  Ueber  ErümmungsvermOgen  und  Dispersion  von  Prismen.    J.  v.  Hepp erger. 

Wien.  Akad.- Ber.  XCU,  261. 

620.  Geometrische   Untersuchung    über    die   Drehung   der  Polarisationsebene  im 

magnetischen  Felde.    Max.  Sternberg.    Wien.  Akad.- Ber.  XCIV,  95. 
VergL  Aberration.    Astronomie  288,  289,  290,  301. 

P. 

Pendel. 

621.  Sur  les  mouvements  d*oscillation  simultanäes   de  deux  penduies  soapendos 

beut  ä  beut.    De  Jonquiäres.    Compt.  rend.  CV,  23,  140,  863. 

622.  Theorie  et  application  du  penduie  k  deux  branches.    G.  A.  Hirn.    Compt 

rend.  CV,  40. 

Potential. 

623.  Sur  le  Probleme   de  Gauss  concemant  Tattraotion   d'un  anneeu  elliptiqQe. 

Halphen.    Compt.  rend.  CIII,  363. 

624.  Eine  einfache  Bestimmung  des  Potentials  eines  homogenen  Ellipsoids.    F. 

Mertens.    Wien.  Akad.-Ber.  XCU.  624. 
626.  Sur  le  potentiel  de  deux  ellipsoides.    Laguerre.    Compt.  rend.  CH,  17. 

626.  Quelques  remarques  sur  la  thäorie  des  potentiels  multiformes.    P.  Appell. 

Mathem.  Annal.  XXX,  166. 
VergL  Elektricität.    Reihen  641,  642,  643. 

Quadratur. 

627.  Determination  du  reste,  dans  la  formule  de  quadrature  de  Gauss.  P.  Mansion. 

Compt.  rend.  CII,  412;  CIV,  488.    [Vergi.  Nr.  214.] 
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BeotUioation. 

628.  Division  approximative  d*un  arc  de  cercle  dans  an  rapport  donn^,  ä  i*aide  de 

la  rögle  et  da  compas.    A.  Pellet.    Compt.  rend.  CV,  1119. 

629.  Sar  les  courbös  alg^briqaes  rectifiables.  G.  Hambert.   Compt.  rend.  GIV,  1061. 

630.  Sur  les  arcs  des  courbes  planes.    G.  Humbert.    Compt.  rend.  CIV,  1826. 

631.  Sar  la  rectification  de  la  trisectrice  de  Maclaurin,  au  moyen  des  integrales 

elliptiques.    G.  deLongchamps.    Compt.  rend.  CIV,  676. 

632.  Rectification  des  cubiques  circulaires,  onicursales,  droites  an  moveu  des  inte- 

grales elliptiques.    G.  de  Longchanips.    Compt.  rend.  ClV,  964. 

633.  Sur  la  rectification  des  courbes  planes  unicursales.    £.  Baffy.    Compt.  rend. 

CIV,  892. 
Vergl.  Oberfl&chen  zweiter  Ordnung  608. 

Beihtn. 

634.  Sur  les  s^ries  entiöres.    L.  Lecornu.    Compt.  rend.  CIV,  349. 

636.  Sar  nne  s^rie  dont  le  terme  g^näral  est  de  la  forme  Anix—aMx  -  o«) . ..  (rc  -  a»). 
G.  Eneström.    Compt  rend.  CHI,  523.    [Verffl.  Bd.  XXXU,  Nr.  600.J 

636.  Sur  les  s^ries  qui  nrocädent  suivant  les  puissances  d'une  variable.   Stieltjes. 

Compt.  rend.  CUI,  1243.    fVergl.  Nr.  717.1 

637.  Suranecertaineclassedesuitesrecurrentes.  M.  a'Ocagne.  Compt. rend. CIV, 419. 

638.  Üeber  zwei  der  Binomialreihe  verwandte  Beihengruppen.    E.  Weiss.  Wien. 

Akad.-Ber,  XCI,  687. 

639.  Ueber  die  Summirnng  einiger  Beihen.  M.  Man  dl.  Wien.  Akad.-Ber.  XCIV,  947. 

640.  Die  höheren   Sinus.     J.  C.  Eaptejn   &  W.  Eapteyn.    Wien.  Akad.-Ber. 

XCni,  807. 

641.  D^veloppements  en  s^ries  trigonometriques  de  certaines  fonctions  v^rifiant 

Tequation  du  potentiel  ^£"=0.    Appell.    Compt.  rend.  Cll,  1439. 

642.  Sur  le  däveloppement  en  sdrie  du  potentiel  d*un  corps  homogäne  de  r^vola- 

tion.    0.  Callandreaa.    Compt.  rend.  CUI,  33,  196. 

643.  Sur  la  s^rie  de  Maclaurin  dans  le  ca«  d'une  variable  reelle.    Application  au 

ddveloppement  en  särie  du  potentiel  d'un  corps  homogene.  0.  Cal- 
landreaa.   Compt.  rend.  CUI,  864,  954;  CIV,  38. 

644.  Sar  des  fonctions  uniformes  provenant  aes  s^ries  hyperg^omätriques  de  deaz 

variables.    E.  Goursat    Compt.  rend.  CIV,  893. 
646.  Sar  les  säries  hyperg^omätriques  de  deux  variables.   E.  Picard.  Compt.  rend. 
CIV,  896. 
Yer^l.  Bestimmte  Integrale  303.     Differentialgleichungen  315,  816.     Func- 
tionen 379,  403.     Thetafiinctionen  673. 

8. 
Singolaritäten. 

646.  Gleichung  der  Curve,  welche  die  Berührungspankte  der  Dopneltangenten  der 

allgemeinen  Curve  des  fünften  Grades  ausschneidet.  G.  Mais  an  o.  Math. 
Annal.  XXIX,  431. 

647.  Sar  une   questiou   concemant   les  points  singuliers  des  coarbes  alg^briques 

planes.    G.  B.  Guccia.    Compt.  read.  ClII,  694. 

648.  Becherche  du  nombre  maximum  de  points  donbles  (proprement  dits  et  distincts) 

qu*il  est  permis  d'attribaer  arbitrairemeut  ä  lAe  courbe  alg^brique  d'ordre 
m,  cette  courbe  devant  d'ailieurs  passer  par  d'autres  points  simples,  qui 
compl^tent  la  determinations  de  la  courbe.  De  Jonqui^res.  Compt. 
rendT.  CV,  917. 

619.  Nombre  maximum  de  points  multiples  d'ordre  r,  qu'il  est  permis  d'attribuer 
ä.  une  courbe  Cm  conjointement  avec  des  points  simples  en  nombre  süf- 
fisant pour  däterminer  la  courbe.  De  Jonqaiöres.  Compt.  rend.  CV,  971. 

660.  G^nöration  des  courbes  unicursales.    DeJonquiöres.    Compt.  rend.  CV,  1148. 

651.  Ueber  das  Maximalgeschlecht  von  algebraischen  Baumcurven  gegebener  Ord- 

nung.   K.  Bobek.    Wien.  Akad.-Ber.  XCUl,  13. 

652.  üeber  einen  Beweis  der  Zeuthen^scheu  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  der 

Erhaltung  des  Geschlechts.    W.  Weiss.    Mathem.  Annal.  XXIX,  382. 

653.  Th^oräme  sur  les  points  singuliers  des  surfaces  alg^briques.    G.  B.  Guccia. 

Compt.  rend  CV,  741. 
664.  üeber  die  Singularitäten  der  Discriminantenfläche.   D.  Hubert.   Math.  Annal 

XXX,  487. 
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Snbstitiitioiiea. 

666.  Ueber  die  Transitivitätegrenze  der  SubBtitutionenffrappen,  welche  die  alter- 

nirende  ihres  Grades  nicht  enthalten.    AI  fr.  Bochert    MathenL  Annal. 
XXIX,  27. 
656.  Ueber  primitive  Gruppen«    S.  Rndio.    Grelle  CII,  1. 

667.  Becherches  sur  les  groapes  d*ordre  fini,  contenas  dans  le  groupe  des  substi- 

tntions  Unfaires  de  contact  Autonne.  Compt.  rend.  GII,  813.  [VergL 
Bd.  XXXII,  Nr.  430.] 

668.  Sur  les  groupes  irräductibles  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  quadratique 
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Brunn,  Hermann,  üeber  Ovale  und  Eiflächen.     Von  Cantor     .     .     .     216 
Baer,  Dr.  Karl,  Parabolische  Coordinaten  in  der  Ebene  und  im 

Räume.     Von  Cantor 216 

Lollirg,    W.  f..    Die  Quadratur    des    Zirkels.  —  Kerschbaum,    G., 
Beweis,   dass   es   eine   Quadratur  des  Kreises  giebt.  — 
[  Samuda,  f.,  Die  Quadratur  der  Hyperbel.    Von  Cantor  .    217 

Grav6,  Heinrich,  Hydrologische  Studien.     Von  Dr.  S.  Günther   .     .218 
Jebrmann^  Ludwig,  Die  Gunterskale.     Von  Dr.  S.  Günther  ....     220 

Bibliographie  vom  16.  September  bis  31.  October  1888: 

Periodische  Schriften  —  Geschichte  der  Mathematik  und  Physik  — 
v^                                                  Reine  Mathematik  —  Angewandte  Mathematik  —  Physik 
^  •— *N^^  und  Meteorologie 222 

Mathematisches  Abhandlungsregister.     1887.    Zweite  Hälfte:  1.  Juli 

bis  31.  December 224 

I  ,    ■'  

^    I  K^^^^  Um  ^ie  WeitlSnflgkeiten  in  Termetden,  welche  dadnrch  entsteheB,  dMi  viele 

'    .  »J^V       Beiträge  inr  Zeltschr.  f.  Math.  «.  Phyi.  nach  Leipilg  (theÜB  an  des  Terleger, 

Ji    I  iheiU  ai    die  Bedactioa)  gesendet  werden,  ergeht   an  die  Herren  Mitarbeiter,  Elniender  ron 

Beoeniii»    «exemplaren  etc.  die  Bitte,  §Ich  nur  folgender  Adreasen  bedienen  an  wollen t 
j  ffir  Beitrage  aar  enten  Abtheilong: 

an  Dr.  0.  Schlomilch,  Oehelnrath  a.  D.  in  Dresden-AM  Portieniatr.  8, 
''  fftr  Beitrage  aar  aweiten  Abtheilung: 

«a  Dr.  H.  Cantor,  Professor  an  der  UniTorsität  Heldelberip,  tialibergstr.  15. 
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